Álgebra 


A) Produtos especiais (ou notáveis) 


Trigonometria (veja também págs. 35, 36 e 37) 


(a+ b)! = а? + 2ab + b° 
(a—b)t=at — 2ab + b 


(a+ b)(a— Б) =а =p 

(a+ Б) (а —аБ + 6°) = а? + b° 
(a — b) (а + ab + bt) = а — b° 
(a+ b)? =a? + За?Ь + Зар? + b 


(a— b)? = а? — Заз + Sal — b° 


Expoentes inteiros 


а" а= ат" 


(ar)? = qm 


(ab) = a"b" 
ay ат 

(z) =. 620 
Ear (040) 
a 


F) Identidades fundamentais 


1 
2 
3 


sem? t + cos? г = 
1 + tan? 1= sec? t 


Í + cot? í = сс?! 


tanrcotr=1 
sent cscr— 1 


cost sect = 1 


Geometria (veja pág. 181) 


C) Expoentes fracionários (radicais) 
1 Va Vb- ab 


i "m 

2 Маа qa 0) 
Vb b 

з Хат am 

D) Logaritmos 


1 log, (MN) = log, M -- log, N 


2 log (57) = log, M — log, N 


7 


3 log, M" = P loga M 


E) Fórmula quadrática (equação do 2.º grau) 


1 Seax? - bxc c0, a #0, então 


yo Bb + V E Tac 
= 2a 


G) Fórmulas para o dobro do ângulo 
1 sen2t —2sentcos г 


2 005 21=2cos* 1-1 
= 1-7 2sen' r 
= cos? z - sen? y 


3 сов? г =4(1+cos 21) 


4 ses —1(1— cos 21) 


Н) Fórmulas envolvendo o produto de funcóes 
1 sens cos t=$[sen(s +1) +seo is— n] 
.2 соз 5 соб г = [cos (5 +1) + cos (s— 11] 


3 ѕепеѕеп г = [cos (s—1) — cos (s+1)] 


9419 


100004 


ти пиш! яла а ша апааа! 


+ 


Cálculo 


D Fórmulas básicas de diferenciação 


1 
2 


» 


1 


De = nit! Du 
Du+r)=D,u+D,r 
Dz(uv) = иб» vD,u 


p,(4) Pal ир,» 


D; senu = cos u Dyu 


E) 


» 


D, cos u= —senu D qu 
D, tan u= sec? u Du 

D; cot u = — csc? u Du 
D,secu- sec u tan u Dyu 


D, csc u=— cse u cot u Du 


D,sem'u- 


Fórmulas básicas da integração 
us Et | 
* du = —— + те 
o A Trn 
[@=һш+с 

и 

sen и du = —cos u + С 
соз и du =sen u + C 
[seam C 
csc? u du = —cot и + C 
вес z tan u du = sec u + C 
esc u cot u du = —сзс u + C 


tan u du = — In [cos 4| + C 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


4 


15 


D, cosu 
Т 
Du 
Aga De 
D, tanta LD 
Dru 
auus 208 
D, сои LEGS 
Du 
Юу зес шщ = = 
т jul Vut —1 
Dru 
D, csu = —E— 
ld Vat zi 


p. [re de= reo 
E 


D. Inu = 


и 


D, = eD,u 


] 9mm [sena] +С 


Ја [secu + tan uj С 


Јесен du=m ese u — cot uj ec 


Је u du = фи — 3 sen2u + C 


J cost udu= tu ++ senzu +€ 


Ud 
lu UM 
du 1 “ 
не 
ie aa . 
e ii 


Jena = cosh u + c 


+C 


D,a = 


атар, 


D, senhu = cosh и Du 

D, cosh z = senh u Dyu 

D, tanh u = sech? и D,u 

Dy coth u = — csch? u Du 

D, sech u =~ sech u tanh u Du 


D, csch u = — csch u coth u Р.и 


19 | cosh u au =senh u c 


20 [stein tanh u+ c 

а | esch? u du = -coth uec 

2 "n 
23 | eh u coth aum —eseh a+ C 
2 P> 

8 [edu-esc 

26 fea =e 

“Sina 


= 
ОА 
Centro Universitário 

de Volta Redonda 


BIBLIOTECA 
CENTRAL 


Cód. " 
d. Curso: ШО Reg 


Tipo de aquisição: 
t os ү 
Doador: E (x) c 


Data: _ 21 , 44 
, 41 4 зао. 
Obra: £O jcccc Exemplar: 4G( jq —— 


Cálculo 


Lei 9.610 de 19/02/98 


AREERA А 
umen, (UniFOA 


Repr 
do Estado do Rio de Janeiro 


CÁLCULO 


Mustafa A. Munem 


Macomb County Community College 


David J. Foulis 


University of Massachusetts 


Traduzido por 

André Lima Cordeiro 

André Vidal Pessoa 

Evandro Henrique Magalhães de Almeida Filho 
José Miranda Formigli Filho 


Sob a supervisão de 
Mario Ferreira Sobrinho 


Todos do Instituto Militar de Engenharia 


Volume 1 


No interesse de difusão da cultura e do conhecimento, os autores c os editores envidaram o 
máximo esforço para localizar os detentores dos direitos autorais de qualquer material 


utilizado, dispondo-se a possí 


aceitos posteriores caso, inadvertidamente, a identificação 


de algum deles tenha sido omitida. 


Calculus 
with Analytic Geometry 
Copyright O 1978 by 
Worth Publishers, Inc. 
444 Park Avenae South 


New York, New York 19016 — USA 


Direitos exclusivos para a língua portuguesa 


Copyright O 1982 by 


LTC — Livros Técnicos e Científicos Editora S.A. 


Travessa do Ouvidor, 11 


Rio dc Janeiro, RJ — CEP 20040-040 


Tel: 21-2221-9621 
Fax: 21-2221-3202 


Reservados todos os direitos. É proibida a duplicação 
ou reprodução deste volume, no lodo ou cm parte, 
sob quaisquer formas ou por quaisquer meios 
(eletrônico, mecânico, gravação, fotocópia, 


distribuição na Web ou outros), 


sem permissão expressa da Editora. 


OBJETIVO 


PRÉ-REQUISITOS 


OBJETIVOS 


ASPECTOS ESPECIAIS 


PREFÁCIO 


Este livro-texto destina-se aos cursos de graduaçáo normais em cálculo. 
e oferece o fundamento indispensável em cálculo e geometria analítica para 
os estudantes de matemática, engenharia, física, química, economia e cién- 
cias biológicas. 


Os estudantes usuários deste livro devem ter conhecimento dos princí- 
pios básicos de álgebra, de geometria e de trigonometria apresentados nos 
cursos usuais de formação em matemática. Não é necessário o estudo prévio 
de geometria analítica, que é introduzida, à medida do conveniente, durante o 
curso. 


Olivrofoi escrito tendo em vistadois objetivos principais: primeiro, ode 
expor todas as explicações com a clareza e acessibilidade apropriadas, de 
modo que os alunos não tivessem qualquer dificuldade na leitura e no apren- 
dizado do livro: segundo, o de possibilitar que os estudantes aplicassem os 
princípios apreendidos à resolução de problemas práticos, graças à facilidade 
adquirida mediante o estudo do livro. Para conseguir estes objetivos, foram 
introduzidos novos tópicos, em linguagem informal e quotidiana, com ilus- 
trações de exemplos simples e familiares. As definições formais e os teore- 
mas técnicos foram introduzidos somente depois de os alunos terem tido a 
oportunidade de compreender os novos conceitos e apreciar a respectiva 
utilidade. Alguns teoremas são provados rigorosamente, mas a razoabilidade 
de outros aparece mediante apelo à intuição geométrica. Algumas definições. 
teoremas e provas formais, que se julgam estar dentro do alcance dos estu- 
dantes motivados, mas que podem desencaminhar ou confundir o aluno. são 
introduzidas em subseções separadas, no final de cada seção, ou então são 
relegadas a uma seção separada, no término do capítulo. Com esta disposi- 
Cáo, o professor pode introduzir ou omitir certas demonstrações, sem inter- 
romper o fluxo da matéria que é crítico em cada capítulo, 


São especialmente relevantes as seguintes características do livro 
1. A matéria é desenvolvida sistematicamente por intermédio de evec- 
plos resolvidos е questões geométricas, seguidos por definições za 


CONTEÜDO 


ras, por demonstrações seqüenciadas, pelo enunciado preciso dos 
teoremas e pelas demonstrações gerais. O livro tem cerca de 950 
exemplos resolvidos e mais de 850 figuras e gráficos. Os procedi- 
mentos detalhados das demonstrações ajudam o aluno a compreender 
técnicas importantes que causam, com frequência, bastante dificul- 
dade (por exemplo, traçado de gráficos, mudança de variáveis e 
integração por partes). 

2. Em virtude de o aprendizado de boa parte do cálculo se fazer por 

intermédio da resolução de problemas, dedicou-se especial atenção 

aos conjuntos de problemas no final de cada seção e aos conjuntos de 
problemas de revisão no final de cada capítulo. Existem para mais de 

6.300 problemas, incluindo aplicações a uma grande diversidade de 

campos e que estão cuidadosamente organizados, de modo que o 

aluno possa avançar dos problemas mais simples para os problemas 

mais dificultosos. Os problemas de número ímpar são, em geral. do 
tipo “repetição” e visam a consolidar o nível de entendimento dese- 
jado pela maior parte dos usuários. Os problemas resolvidos notexto 
são semelhantes aos problemas ímpares, e as respostas a estes pro- 
blemas aparecem no final do livro. Alguns dos problemas pares, 
especialmente os que estão no final dos conjuntos de problemas, 
exigem compreensão consideravelmente maior e constituem material 
suficiente para atender às exigências dos professores mais dedicados 

e dos estudantes com a maior motivação. Com esta disposição do 

conjunto de problemas fica simplificada a tarefa de se organizarem 

listas de exercícios. 

Os conjuntos de problemas de revisão, no final de cada capítulo, 
focalizam o material essencial do capítulo. Estes problemas adicio- 
nais ajudam o aluno a conquistar confiança sobre a compreensão da 
matéria exposta e indicam-lhe as áreas onde talvez seja preciso um 
estudo adicional, 

O podere a elegância do cálculo são amplamente demonstrados pelas 

aplicações abundantes, não apenas da geometria, da engenharia, da 

física e da química, mas também da economia, de finanças, de biolo- 
gia, ecologia, sociologia e medicina. 

4. Os conceitos e os instrumentos necessários aos estudantes de enge- 
nh: € de ciência — de derivadas, de integrais e as equações dife- 
renciais — são desenvolvidos no início da exposição do texto. 

5. Não é um pré-requisito para o estudo o acesso a uma calculadora 
manual. No entanto, se este acesso for viável, é possível resolver e 
verificar. com maior facilidade, muitos exemplos e problemas numé- 
ricos. 

6. Para realçar diferenças, usa-se cor diferente — para acentuar defini- 
ções, teoremas, propriedades, regras, procedimentos práticos, enun- 
ciados importantes e partes de figuras. 

7. Afimdeoferecer comodidade aos estudantes, as fórmulas da álgebra, 
da geometria, da trigonometria e do cálculo estão listadas nas contra- 
capas do livro. 

8. Todo o manuscrito foi usado em classe, diversas vezes, durante um 
período de dois anos, pelo autor ou por alguns colegas. 


O livro é apresentado em um volumeúnico ou dividido em duas partes: а 
parte 1 vai do Capítulo 0 até o 13, e a parte 2 do Capítulo 12 ao 17.* 

Embora o Índice dê indicação adequada da ordem em que o material é 
apresentado, os seguintes comentários podem ser úteis para o usuário poten- 
cial do livro. 

O Capítulo O fornece uma revisão da matemática básica que precede o 
cálculo, incluindo desigualdades, coordenadas cartesianas, trigonometria e 
funções. O material sobre as funções compostas e as funções inversas está no 
final do Capítulo 0, para facilitar as referências. 

O cálculo propriamente dito principia no Capítulo 1, com os limites e a 


* Nesta edição brasileira optou-se pela divisão da obra em dois volumes, O volume 1 compõe-se dos 
capítulos Da 12; o volume 2, dos capítulos 13а 17, Procedeu- seassim como intuito de melher atender 
ao conteúdo programático dos diversos cursos da disciplina nas universidades brasileiras. 


ANDAMENTO DO CURSO 


GUIA DE ESTUDO 


continuidade de funções. As fórmulas de diferenciação, para as funções 
trigonométricas, são introduzidas informalmente no Capítulo 2, de modo a 
serem acessíveis ao aluno que não vai seguir todo o curso de cálculo, e para 
facilitar o estudo dos alunos de engenharia e de física, que precisam destas 
fórmulas tão cedo quanto possível. Os professores que preferirem um trata- 
mento formal antecipado da derivação das funções trigonométricas podem 
abordar as Seções 1 e 2 do Capítulo 8 imediatamente depois da Seção 4 do 
Capítulo 2 e depois retornar à Seção 5 do Capítulo 2, sem perda de continui 
dade. As aproximações lineares aparecem no Capítulo 2 e são usadas para se 
ter uma prova rigorosa da regra da cadeia. 

O Capítulo 4 apresenta uma exposição resumida, mas razoavelmente 
completa, sobre as seções cónicas e respectivas propriedades — no Capítulo 
11 aparece mais matéria sobre as cónicas (formas polares e rotação de eixos). 

As equações diferenciais simples constituem o tema principal do Capi- 
tulo 5. Inicialmente trata-se do problema de determinar a área sob uma curva 
como um problema de armar e resolver uma equação diferencial. Com esta 
abordagem não só se mostra como as equações diferenciais podem aparecer 
em conexão com a resolução de problemas práticos, mas também se tem uma 
primeira visão informal sobre as integrais definidas e sobre o teorema funda- 
mental do cálculo. No Capítulo 6 aparece a definição corrente da integral 
definida como um limite de somas de Riemann. 

Durante todo o decorrer do livro, o leitor é estimulado continuamente a 
visualizar as relações analíticas em forma geométrica. Nos Capítulos 14е 15а 
formulação geométrica direta dos diversos problemas é realçada pela intro- 
dução de vetores. Todos os conceitos que envolvem vetores são introduzi- 
dos, inicialmente, de forma geométrica. Depois. deduz-se O tratamento 
“analítico” dos vetores em termos dos componentes escalares a partir de 
considerações geométricas simples. O Capítulo 14 aborda somente os veto- 
res no plano, de modo que o aluno pode familiarizar-se sem maior dificuidade 
com as configurações planas, mais fáceis de visualizar. antes de estudar os 
vetores no espaço tridimensional, o que aparece no Capítulo 15. 

O Capítulo 17 inclui trés seções (9. 10 e 11) sobre integrais de linha, 
integrais de superficie, teoremade Green, teorema da divergência, de Gauss, 
e teorema de Stokes. Esta matéria deve ser especialmente benéfica para os 
alunos que não estudaráo tópicos mais avançados de cálculo e de análise nos 
cursos subsequentes. 

Também há um capítulo sobre equações diferenciais. Neste cupítulo 
suplementar os autores cobrem as técnicas de resolução de equações diferen- 
ciais homogéneas, exatas, lineares de primeira e de segunda ordem e equa- 
ções de Bernoulli. Também se expõe sucintamente o emprego de séries de 
potências para resolver equações diferenciais. 


O andamento do curso. e também a escolha dos tópicos a abordar ou a 
realçar, serão diferentes de escola para escola, de acordo com as exigências 
do currículo, com o calendário acadêmico e com as predileções individuais 
dos professores. Com estudantes adequadamente preparados, o livro todo 
pode ser abordado em três semestres ou em cinco quadrimestres. 

Em geral, os Capítulos de 0 até 5 incluem materia) suficiente para um 
curso de primeiro semestre, os Capítulos de 6 até 13 são apropriados para o 
segundo semestre c os capítulos restantes podem ser cobertos no terceiro 
semestre. Os professores que desejarem relegar os Capítulos 12 e 13 para o 
terceiro semestre podem substituí-los pelo Capítulo 14. 

O livro está escrito. deliberadamente, para ter a máxima flexibilidad. 
existem muitas formas de dispor coerentemente a matéria para acomodar-se 
a uma ampla variedade de situações possíveis. 


Paraos estudantes que precisam de maior auxílio ou de maior repetição 
em qualquer tópico, existe um Guia de Estudo. Este Guia de Estudo está 
escrito em forma semiprogramada e ajusta-se à disposição dos tópicos deste 
livro, contendo um número avultado de afirmações para serem completadas. 
cuidadosamente ordenadas, e de problemas desmembrados em unidades 
mais simples. Os objetivos de estudo e os ensaios estão também expostos a 
propósito de cada capitulo. As respostas de todos os problemas aparecem no 
Guia de Estudo a fim de estimular o auto-estudo e a autoverificação do aluno. 
no ritmo que lhe for próprio. 
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Cálculo 


REVISÃO 


O objetivo deste capítulo é fornecer a base matemática necessária para a 
boa compreensão do cálculo. Inicia-se pela apresentação de algumas pro- 
priedades do conjunto dos números reais, sem no entanto se deter demais 
neste tópico. Desenvolvem-se também alguns tópicos da geometria analítica 
básica; expõe-se a noção de função e se introduz a álgebra de funções. 
Através de um tratamento conciso. incluímos aqui as funções trigonométri- 
cas. Embora grande parte da matéria abordada neste capítulo já deva ser 
familiar a muitos dos leitores, é preciso advertir que ela deve ser revista, 
ainda que rapidamente, a fim de proporcionar uma melhor compreensão dos 
capítulos seguintes. 


Números Reais 


Talvez a aproximação mais intuitiva da noção do conjunto de números 
reais seja considerá-los como correspondendo a pontos situados ao longo de 
uma reta infinita. Suponha que um ponto fixo O, chamado de origem, eum 
outro ponto fixo U, chamado ponto unidade, sejam escolhidos na linha reta L 
(Fig. 1). A distância entre O e U é chamada distância unitária, que pode ser 
de | polegada, 1 centímetro. | milha. | parsec. ou qualquer outra unidade de 
medida desejada. Se a linha reta L é horizontal, é costume tomar U à direita 
de O. 


Distância unitária 


Fig. 1 
Fig. 2 
3 1 3 B 
E E 1 1 E 
Š EA Á — = 
Fig. 3 a 0 2 3 


A cada ponto P na linha reta L é agora assóciada uma coordenada x 
representando suadistáncia orientada daorigem O. Assim, x = +d, onde d é 
a distáncia de O aP medida em termos da unidade adotada (Fig. 2). O sinal + 
é usado quando P está à direita de O, e o sinal — é usado quando P está à 
esquerda de O. A origem O é associada à coordenada 0, e o ponto unidade, à 
coordenada 1. 


2 
j 3 
——IT-—-K — 
Q 
Fig. 4 
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Quando a cada ponto na linha reta £ tiver sido associada uma coorde- 
nada, de acordo com o que foi descrito acima, a linha é chamada uma escala 
numérica, uma reta numérica ou ainda um eixo de coordenadas. Tal eixo de 
coordenadas aparece na Fig. 3. onde as coordenadas numéricas de alguns 
poucas pontos selecionados são mostradas explicitamente. É conveniente 
colocar-se uma ponta de seta no eixo de coordenadas a fim de indicar a 
direção (para a direita na Fig. 3) na qual crescem as coordenadas numéricas. 

Não é possível mostrar as coordenadas de todos os pontos na escala 
numérica de modo explícito, já que eles são em número infinitamente grande 
e em breve esgotaríamos todo o espaço, a tinta e a paciência disponíveis. No 
entanto, é conveniente imaginar todas essas coordenadas dispostas de uma 
só vez ao longo da reta L. Chamaremos o conjunto de todas essas coordena- 
das de conjunto dos números reais. e representaremos esse conjunto infinito 
pelo símbolo R. 

Dois números reais x e y de R podem ser combinados através das 
operações aritméticas usuais a fim de se obterem novos números reais x + y, 
xy, X — y е (desde que y + 0) x + y. (No estudo de álgebra e do cálculo é 


geralmente mais adequado utilizar Ss ou x/y do que x 


. É possível tam- 


bém comparar x e y para observar qual é o maior. Por exemplo, se y é maior 
que x, escrevemos y =x (oux < y). Uma proposição da forma y > v (ou x < y) 
é denominada desigualdade e pode ser geométricamente interpretada como 
significando que, na escala numérica, o pónto P cuja coordenada é x está 
situado à esquerda do ponto Q, cuja coordenada é y (Fig. 4). Intuitivamente, 
dados dois pontos na escala numérica, би eles são iguais ou um deles está 
Situado à esquerda do outro. Isto pode ser expresso simbolicamente da 
seguinte forma: 


Princípio da tricotomia 
Se x e y são quaisquer nümet 


mativas abaixo é verdadeira 


reais, então uma e somente uma das 


afi 


Se fixamos y = 0 no princípio da tricotomia, observamos que uma e 
somente uma das condições abaixo é verdadeira: 


x < 0, e neste caso nós dizemos que x é um número real negativo; 
x > 0, neste caso dizemos que x é um número real positivo; ou 
x = 0. neste caso x não é nem positivo nem negativo. 


Numa escala numérica horizontal, os números positivos são coordena- 
das de pontos situados à direita da origem, e os números negativos são 
coordenadas de pontos situados à esquerda da origem (Fig. 5). 


... 3 2 1 
e 
НЕ; 5 Nümeros negativos. Números positivos 


As seguintes regras para se trabalhar com desigualdades devem ser 
familiares ao leitor. 


Regras para se trabalhar com desigualdades 
Suponha que a. b, c e d sejam números reais. 


18e a< bentáca + c < b + c. 


28ca«b e c«d,eniàoa- c «b^ d. 


38ea«b e co»Ü,entào ac < bc e 


REVISÃO 3 


ab 
4 Sea<b e c<0,entáaoac>bc e =>-. 
E 


5Sea<b e b<centãoa<c. 


A regra 5 é denominada de Lei da Transitividade. A condigáo a < b e 
b < c na lei da transitividade é freqüentemente representada na forma mais 
simples a < b < c. De acordo com a regra 3, uma desigualdade pode ser 
multiplicada e dividida em ambos os membros por um número positivo; 
contudo, pela regra 4, a multipli. » ou divisão de ambos os membros de 
uma desigualdade por um número negativo resulta na inversão de tal desi- 
gualdade. 


EXEMPLO Mostre que —2/ə < — 13/59 
SoLucAo 
Observe que 13(9) = 117, enquanto 59(2) = 118, e assim 13(9) < 592). 


Dividindo-se ambos os membros desta desigualdade pelo número positivo 
59(9), obtemos: 


1309) | 5902) 
59(9) ^ 59(9)` 


Reduzindo as frações, obtém-se !3/se < ?/s. Multiplicando-se ambos os mem- 
bros pelo número negativo — | inverte-se a desigualdade e chegamos a —13/sə 
> —?o, ou seja-—2/o < —13/sə, 

As vezes torna-se necessário trabalhar com afirmativas que asseguram a 
não-validade de certas desigualdades. Assim, pelo princípio da tricotomia, se 
a desigualdade a < b não é verdadeira, então ou a >b oua =b. Neste caso, 
dizemos que a é maior ou igual a b e escrevemos a > b. Por definição b <a 
significa o mesmo que a = b. Seb <a, dizemos que b é menor ou igual a a. 

Assim como as desigualdades descritas anteriormente, afirmativas da 
forma a = b ou b > a são também denominadas desigualdades, apesar de 
incluir uma possível igualdade. Uma desigualdade da forma « b é denomi- 
nada desigualdade estrita, enquanto que a desigualdade da forma a = b é 
denominada desigualdade ndo-estrita. As regras para se trabalhar com desi- 


gualdades não-estritas 


gualdades estritas. É possivel também c 
não-estritas, por exemplo, a < x = b signi 


Conjunto de Problemas 1 


1 Responda se são falsas ou verdadeiras as afirmações abaixo. Justifique as afirmati- 
vas verdadeiras citando as regras aplicadas e dê exemplos para mostrar que as 
afirmativas falsas foram erroneamente deduzidas. 
(a) Se x é um número positivo, então 5x é um número positivo. 
(b) Sex «3ey > 3, entàox < y. 
(c) Sex = y, então —5x = —5y. 
(d) Sex? = 9. então x = 
(e) Sex 22ey >x, entào y > 0. 
2 Prove que sex + бепїйо х? > 0. (Sugestão: Pelo princípio da tricotomia, se x +0, 
então x > 0 ou x < 0. Considere os dois casos x > 0 e x < 0 separadamente). 
3 Mostre que 3/əs < 28/29 
4 Prove que se 0 < x < y, então М> IJ. 
8 (a) Sob que condições —x > 0? Explique. 
(b) Sob que condições —x < 0? Explique. 
(с) Sob que condições —х = 0? Explique 
6 Suponha que a > 0, b > 0,0 > 0 e > 0. Prove então que sea < b ec < d, então 
ac « bd. 
7 Prove que se 0 < x < y, entào x° < y?, (Sugestão: Primeiro multiplique a desigual- 
dade x < y por x, em seguida por y, e conclua usando a lei da transitividade). 


são virtualmente as mesmas que as regras das desi- 
binar desigualdades estritas e 
quea <хех =b. 
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8 Prove que se 0 < x < y, então Vx < vy. 
9 Qual número é maior, VT ou 2,646? Justifique sua resposta. 


10 Prove que se x < 0, entào x? < 0. 


11 Se x? > 9, é verdade que x = 3? Explique. 
12 Suponha quex ey sejam positivose quex <y, Mostre que —1/x < —1/у. Ilustre com 


um exemplo. 


13 Explique por que o produto de dois números é positivo se e somente se ambos os 


números são positivos ou negativos. 


14 Prove que se 0 < x < 1, entáo x* < x. 


15 Prove que se x > 0, então 1/x > 0. 


16 Prove que se x > 1, então 0 < I/x < 1. 
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EXEMPLO 


Solução de Inequações, 
Intervalos e Valor Absoluto 


Se alguém é requisitado para resolver uma equação, geralmente é pedido 
que se ache o valor (ou os valores) da variável (ou variáveis) que tornem a 
equação verdadeira. Analogamente, pararesolver uma inequação é necessá- 
rio determinar todos os valores da variável (ou variáveis) que tornam verda- 
deira a desigualdade, Este conjunto de valores é denominado conjanto-solu- 
ção da inequação. 


Resolva a inequaçãox +3 < 5x — 1 
SOLUCÁO 


ba 
3 < 4х – 1 somando-se —x a ambos os lados 


4 «4x adicionando-se 1 a ambos os lados 
lx dividindo ambos os lados por 4 
o | 


1 nào pertence ао 
Fig. 1 conjunto-solugáo 


Portanto, a solução é o conjunto de todos números reais que são maiores que 
1 (Fig. 1). 

Na Fig. 1, observe que o conjunto solugáo consiste em um trecho 
contínuo da linha reta L. Tais conjuntos, denominados intervalos, sempre 
surgem como conjunto-solução de inequações. Os intervalos são classifica- 
dos da seguinte forma. 


Intervalos limitados 
Sejam a e b números reais сота < b. 

1 O intervalo aberto de a até b, denotado (a,b), é o conjunto de todos os 
nümerosreais taisx quea «x <b (Fig. 2). Observe que os pontos extremos 
a e b não pertencem ao intervalo aberto (a,b). 

2 O intervalo fechado de a até b, denotado [a,b], é o conjunto de todos os 
números reais tal que a = x = b (Fig. 3). Observe que o intervalo fechado 
[a,b] contém ambos os extremos a e b. 

3 O intervalo aberto à direita de a até b, denotado [a.b). é o conjunto de 
todos os números reais.x tal que a = x < b (Fig. 4). Aqui, o ponto extremo a 
esquerda do intervalo a pertence ao intervalo, mas o ponto extremo a 
direita, b, nào. 

4 О intervalo aberto à esquerda de a até b, denotado (a.b]. é o conjunto de 
todos os números reais х, tal que а < x = b (Fig. 5). Aqui o p 
direita b pertence ao intervalo, mas o extremo а esquerda nào. 


to extremo a 


REVISÀO s 


— n n -- 


n a nio pertence b não pertence 
Fig. 2 ao intervalo ao intervalo 
ü b 
a pertence b pertence 
Fig. 3 ao intervalo ao intervalo 
a b 
L— — - 
* a pertence b nào pertence 
Fig. 4 ao intervalo ao intervalo 
a b 
t i 
a não pertence b pertence 
Fig. 5 ao intervalo ao intervalo 


Intervalos não-limitados 
Os intervalos não-limitados são representados com o auxílio dos símbo- 
los + e —%, denominado infinito positivo e infinito negativo, respectiva- 
mente. Seja a um número real: 
1 Ointervalo aberto de a até +, denotado (а, +=), é o conjunto de todos os 
números reais x tal que x > a (Fig. 6). 
2 Ointervalo aberto de —x até a, denotado (—=,a), é o conjunto de todos os 
números reais x tal que x < a (Fig. 7) 
3 Ointervalo fechado de a até +=, denotado [а, +=), é o conjunto de todos os 
números reais x tal que x = a (Fig. 8) 
4 Ointervalo fechado de —oatéa, denotado (—=,a], é o conjunto de todos os 
números reais x tal que x — a (Fig. 9) 
5 A notação de intervalo (—%,+@) é utilizada para denotar o conjunto 2 de 
todos os números reai 


a 


C > 


RE 
Dee ao intervalo 


a 
y 


) - 
a não pertence 
„7 ao intervalo 
a 
= — 
a pertence 
Fig. 8 ao intervalo 


Fig. 9 
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Deve ser ressaltado que +®, e —= são apenas símbolos convenientes e 
nào nümeros reais. Quando estes símbolos sáo utilizados para descrever os 
intervalos não-limitados conforme foi visto acima, geralmente se escreve 
apenas æ, ao invés de +>. Por exemplo, (5,x) representa o conjunto de todos 
Os números reais que são maiores que 5. 


Resolva a inequação abaixo e mostre o conjunto-solução na escala de núme- 
ros. 


x2+3x+2>0 


SOLUGAO 

Visto que x? + 3x + 2 = (x + 1) (x + 2, a condição x? + 3x + 2 > 0 é 
equivalente a (x + 1) (x + 2) = 0. Aqui a igualdade ocorre somente se x = —1 
ой x = —2. Pode-se afirmar também que a desigualdade estrita (x + 1) (x + 2) 
> 0 ocorre se e somente se x + Тех + 2 têm o mesmo sinal algébrico. 
Primeiro, consideremos a situação em que x + 1 e x + 2 são ambos positivos, 
ou seja, x > —l e x > —2. Note que se x > —1, então x > —2 ocorre 
automaticamente; portanto x + 1e x + 2seráo ambos positivos precisamente 
quando x > —1. 

Finalmente, consideremos a situação em que x + 1 e x + 2 são ambos 
negativos, ou seja, x < —l e x < —2. Observe que se x < —2, então x < —1 
ocorre automaticamente; portanto x + | e x + 2 seráo ambos negativos 
precisamente quando x < —2. 

As considerações acima mostram que 


х? +3х +220 


acontece precisamente quando x = —2 ou x = — 1. Portanto, os dois interva- 
los (—=,—2] e [—1,%) constituem o conjunto-solução (Fig. 10). 


Fig. 10 —+ E —— 
3x + 
0 
a 
SoLUÇÃO 


A inequação será verdadeira se o numerador 3x + 5 e o denominador x — 5 
apresentarem sinais algébricos opostos. Primeiro. consideremos a situação 
em que 3x + 5 é positivo e x — 5 é negativo, ou seja, x > —5/зе x < 5. Esta 
situação é obtida precisamente quando x pertence ao intervalo aberto 
(—5/з,5). Observe que a situação oposta. na qual 3x + 5 é negativo ex — 5 é 
positivo, não pode ser obtida nunca, riaa x< –5/зех> Sao 
mesmo tempo. Portanto o conjunto-solução da inequação (3x + 5)/(x — 5) < 0 
é o intervalo aberto (—5/,5) (Fig. 11). 


3 
Fig. 11 — + & 


2.1 Valor absoluto 

А noçào de valor absoluto desempenha um importante papel na geome- 
tria analítica e no cálculo, especialmente em expressões que apresentem a 
distância entre dois pontos numa reta. A definição de valor absoluto é bem 
simples. 


Valor absoluto 
Se x é um número real, então o valor absoluto de x, representado por |х|. 
é definido a seguir 


h sex>0 


|х| = 
\—х sex<0. 


Fig. 13 


REVISÃO = 


Por exemplo, |7| = 7 porque 7 = 0, |0| = Oporque 0 = 0e |-3| = — 
porque —3 < 0. 

Observe que o valor absoluto de um número real é sempre nào-negativ c 
Relembrando a definição de raiz quadrada (principal), vimos que |x| = x x 
Evidentemente, |x|? = д2, 

Geometricamente, o valor absoluto de um número real x é a distáncia 
entre o ponto P cuja coordenada é x e a origem O, nào importandose P está à 
direita ou à esquerda de O (Fig. 12). Mais genericamente, se P e Q sào dois 
pontos de reta numérica com coordenadas a e b, respectivamente, entào a 
distância entre P e Q é dada por |a — b| (Fig. 13). A título de simplificação, 
nos referimos a esta distância como “a distância entre dois números a eb”. 
Porexemplo, a distância entre 4 e 7é |4 — 7] 3|= 3, a distância entre —2e 2 
—4| = 4, e assim por diante. 


м 


0 


EXEMPLO 


TEOREMA 1 


EXEMPLO 


Muitas das propriedades do valor absoluto podem ser estabelecidas 
considerando-se todos os casos possíveis nos quais as quantidades em ques- 
tão são positivas, negativas ou iguais a zero. 


Mostre que —|x| = x = |x| é verdadeiro para qualquer número real x. 
SOLUÇÃO 
Se x = 0, então |x| = x, assim 
= x= 0=x,assim | = * 
sex > 0. 

Por outro lado, se x < 0, então 
portanto —|x| = x = |x| é verdadeiro se x < 0. 

Uma das mais importantes propriedades do valor absoluto é a desigual- 
dade triangular mostrada no seguinte teorema: 


= || é verdadeiro. Também se x = Oentão -|x| 
verdadeiro. Logo. —|x| = x = |x| é verdadeiro 


Desigualdade triangular 
Se a eb são números reais, então |a + b| = Jal + lb). 


PROVA 
Do exemplo imediatamente anterior, 
Somando-se estas desigualdades, obtemos 


= a= |аје -b| = b = (bl. 


—(|а| + |b]) <a+b< (Jal + |b]). 


Sea + р 20, entáo la + b| = a + b= (Jal + |b|). Se, por outro lado, a + b < 0, 
então |a + b| = —(a + b) = (|a| + |b|). Em ambos os casos |a + b| = |a] + |0]. 


Use a desigualdade triangular para mostrar que |a — b| = 
quaisquer números reais a e b. 


la] + |b] para 


SOLUÇÃO 
Utilizando a desigualdade triangular e o fato elementar de que |—b| = |b|, 
temos: 


la- = [a + (-5)| < la| + |—b| = Jal + Ib] 


EXEMPLOS 
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Propriedades do valor absoluto 
Suponha que x e y sào nümeros reais. Entào: 


x € |х|. 


2 x+ y| s |x] + |у|. 
| 


зе у = 0. 


3 |ху| = | 


5 |х| = |у| se, e somente se х= +y. 
6 |x| < y se, e somente se —y < x < y. 


7 |x| > y se, e somente se x > y oux < — 


As propriedades 1 e 2 já foram apresentadas anteriormente. As proprie- 
dades 3,4 e 5 devem ser evidentes para o leitor, e as propriedades бе 7 podem 
ser compreendidas geometricamente se imaginarmos que |a| € a distância 
entre x e 0. 


Use as propriedades de 1 a 7 para achar os valores de x em cada exemplo. 
—=5|= [ax 7| 


SoLuçào 
Pela propriedade 5, a equação dada é equivalente a 


x-52 +13 + 7 oux- 5 = —(3х +7) 


€ assim 2x = —12 ou 4x = —2. Logo x = —6 ou x = —1⁄z. 


2 [ix-2|«4 


SoLução 

Pela propriedade 6, a desigualdade acima é equivalente a —4 < 3x — 2 < 4; ou 
seja, -2 < 3x < 6. A última desigualdade é equivalente a — 2/3 < x < 2; assim, 
о conjunto-solucào é (—2/5.2). 


3 |3x+2|>5 


SOLUÇÃO 

Pela propriedade 7, a desigualdade acima é equivalente a 3x + 2 = 5 ou 3x + 2 
= —5, ou seja, x = lou x = —7/3. Logo, o conjunto-solução consiste em dois 
intervalos (—9,—7/5] e [1,2]. 


Conjunto de Problemas 2 


1 Os seguintes conjuntos são soluções para determinadas inequações. Represente 
cada sgaimtorsolução na reta dos reais com o grifo adequado. 
(a) [72,3). 
(b) Todos os números x tais que -3 < x = 4e —6 = x < 2 simultaneamente. 
(с) Todos os números pertencentes а [-2,0] ou a [—Y2,1] oua ambos os interva- 
los. 
(d) Todos os números pertencentes a (0,5) ou a (—,0). 
(e) Todos os números x que pertencem a ambos os intervalos (0,5) e (3,20) simulta- 
neamente, 
(1) Todos os números x que pertencem a ambos os intervalos ( 
simultaneamente, 
2 Use a notação de intervalos para representar cada conjunto assinalado na Fig. 14. 


—2]е (—®,-5) 
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0 2 5 6 8 
(b) —— 3 > 
0 2 6 
—— a _ —IDW'rs,U  — 
=) 0 2 4 7 
(d) — - 
0 2 3 3 é excluído 7 
(e) 3 a 
es 0 2 
Fig. 14 
Nos problemas 3 а 21, ache todos os números reais que satisfazem a desigualdade. 
Expresse a solução com a notação de intervalos e represente-a na reta dos reais. 
3 10x < 18 + 4х 4 2<2+%x 5 2<5—3х<11 
2 3 
73» -4-4x2 -8 8-4 edi 
x x 
H x2>9 12 2 <4 
15 3x? — l3x > 10 16 2x>3x*= 
3x41. 1 
isa 
x 


22 Mostre que se x + y, então x? + 2xy < 2 + y. 
Nos problemas 23 a 28, resolva a equação em x. 


23 |x-3| =2 24 |3x +2|= 5 25 |x—5|= [3x — 1| 
26 |x-2| = |3- 5х] 27 |5х|= 


28 [3x-7|=x+2 


Nos problemas 29 а 35, determine todos os números reais que satisfazem а 
desigualdade, expresse a solução com a notação de intervalos e represente-a na reta 
dos reais. 


29 |2x—5|< 1 30 |4x—6|<3 31 |3x+5|>2 
33 |3x + 5| < |2x + 1| за |x-2| 24x 1 35 |s- 1x] «2 


36 Suponha que a eb são números reais сот a < b. Mostre que todo número real x que 
pertence ao intervalo [a,b] pode ser expresso sob a forma x = ra + (1 — Db, onder é 
um número real que pertence ao intervalo [0,1]. 

37 Se 0 < k < 1; resolva a inequação [(1/x) — 1| < k em x. 

38 Prove que se x e y são números reais: 


Y lx] - lis Ix vl (b) [lx] -yll < [xp] 


Nos problemas 39 a 41, use a desigualdade triangular para mostrar que as desi- 
gualdades se verificam sob as condições dadas: 


39 se |х 


2|«i e |y-2|<lentão|x— y| < 


qe o 


40se|x 2| «3 e |y+2] « &entáo|x — y| < 


4ibse|x-y| <} e [x 2| < Lentáo|y 2| < 


42 Um carro pode viajar 220 quilómetros com um tanque cheio de gasolina. Quantos 
tanques cheios de gasolina seriam necessários para viajar 1314 quilómetros? 

43 Uma das dimensóes de um piso retangular é 4 metros e sua área é menor que 132 
metros quadrados, sendo x a outra dimensáo do piso: 


6 3«5x «2x +11 


14 2x? + 5x — 1220 


s 
18 0 
сап 


32 |9—2х|> 


1 
<2 


Ш 
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(a) Determine uma ineguação a qual x deva satisfazer. 


(b) Resolva tal inequaczo. 


44 Uma caixa de banco tem direito a 2 semanas de férias para cada 1 dos 5 primeiros 


anos de emprego. Depois disto, ela tem direito a 3 semanas de férias para 


da ano 


completo que cla trabalha. Quantos anos completos ela deve trabalhar. sem tirar 


férias, para ter direito a um mínimo de 30 semanas de férias 


3 O Sistema de Coordenadas 


Cartesianas 


Na seção | vimos como um ponto P dareta numérica pode ser localizado 
especificando-se um número real x chamado coordenada do ponto P. Analo- 
gamente, podem-se localizar pontos num plano especificando-se dois núme- 
ros reais denominados coordenadas. Isto é realizado estabelecendo-se um 
sistema de coordenadas adequado no plano, de modo que se faça correspon- 
der, aos pontos, pares de números reais de modo sistemático. Descreve-se 
agora o sistema de coordenadas cartesianas, assim denominado em homena- 
gem ao filósofo e matemático francés do século 17. René Descartes. 

Osistema de coordenadas cartesianas tem por base duas retas perpendi- 
culares L, e L, no plano (Fig. 1). Geralmente a primeira reta L, é considerada 
horizontal. e a segunda reta Lə, vertical. O ponto O onde estas duas retas 
concorrem é chamado origem, Cada uma das retas L, e Ls é transformada 
numa escala numérica como na seção 1 escolhendo-se adequadamente os 
pontos-unidade (7, e U,. respectivamente. É tradicional escolher-se U, à 
direita da origem e Us acima da origem, como na Fig. 2. de modo que a 
direção positiva de L, seja para a direita e a de L, para cima. Usualmente 
escolhe-se a mesma distância unitária (embora em algumas de nossas figuras 
venha a ser conveniente usar diferentes unidades para os eixos coordenados). 
Quando duas retas, e La são transformadas em escalas numéricas. elas são 
denominadas eixos coordenados. 

O eixo horizontal é denominado eixo dos ''x”, e a coordenada do ponto 
genérico P neste eixo é denotada por x, Da mesma forma. o eixo coordenado 
vertical é denominado o eixo dos "v", e a coordenada do ponto genérico P; é 
denotada por v (Fig. 3). 


12 
à 
> Li 

Fig. 1 * 

La 

n 

pu 

+ _ -L 
Fig. 2 o u 


REVISÃO n 


Eixo y 
n 
PA 
wa 
1 x 
. + = Eixo x 
o U P 
Fig. 3 A 3 
Eixo y 
| 
| 
I 
1 „ Abscissa 
O — M 
Fig. 4 9 E 
y 
QU — todos QI — todos 
(x,y) com (y) com. 
x00 220550 
- 
0 
ош — todos оу — todos 
(x.y) com (х,у) com 
Fig. 5 x<0y<0 х>бу<0 


Agora. seja P um ponto genérico ao plano. Trace perpendiculares por P 
aos eixos "x" e “y” (Fig. 4). 

Sejam « os po tos P, e P, aqueles em que estas perpendiculares encontram 
ов еіхоѕ x" e respectivamente. A coordenada x de P; no eixo horizontal 
é denominada abscissa de P, enquanto que a coordenada y de P, no eixo 
vertical é denominada ordenada de P. Os números reai: y" são as 
coordenadas de ponto P. Geralmente estas coordenadas sáo representadas 
por um par ordenado (х,у) com a abscissa em primeiro lugar e a ordenada em 
segundo, entre parénteses. (Infelizmente esta é a mesma simbologia utilizada 
para denotar um intervalo aberto; contudo, no contexto em questáo náo 
haverá possibilidade de dupla interpretação.) 

Um sistema de coordenadas cartesianas estabelece uma correspondên- 
cia binumérica entre os pontos P no plano e os pares ordenados (х,у) de 
números reais. Se o ponto geométrico P corresponde ao par ordenado (x,y), 
indicamos P = (х,у). Assim, o conjunto de todos os pares ordenados de 
números reais é denominado plano cartesiano, plano xy ou plano coorde- 
nado, e um par ordenado (x,y) é referido como um ponto. 

Os eixos “x” e “y” dividem o plano em quatro regiões disjuntas 
denominad quadrantes, denotadas por Q Qu Оше Оке denominadas de 
primeiro, segundo, terceiro e quarto quadrantes, respectivamente (Fig. 5). 


3.1 A fórmula da distância 

Uma das propriedades mais notáveis do sistema de coordenadas carte- 
sianas é a facilidade com a qual a distância entre dois pontos P, e P; pode ser 
calculada em função de suas coordenadas. Simboliza-se o segmento de reta 
entre P; e P, por PP, e utiliza-se a notação [P,P;] para o comprimento deste 
segmento, de tal modo que d = (P,P;|. Assim podemos enunciar o seguinte 
teorema: 


n 


TEOREMA 1 


EXEMPLO 


CÁLCULO 


A fórmula da distância 
Se Py = (x,y) e Py (xa, SãO dois pontos no plano cartesiano, então 


[PiP] = vis 


xi! + (5a — rif. 


A fórmula da distância é simplesmente consequência do teorema de 
Pitágoras, o que pode ser comprovado pela Fig. 6. 


Fig. 6 


Observe que P, P; é a hipotenusa do triánguloretángulo P ,QP;, ondeQ = 
(xay), então 
[Р0| = |х;,—х| е [Q9P;,|=|:- l; 


portanto. pelo teorema de Pitágoras, 


Р.Р, = |x; — x, Ë |у — 1 
= (x; — х1) + (yx — yi)? 


Considerando a raiz quadrada de ambos os membros da última equação, 
obtemos a fórmula da distância do Teorema 1. 


Determine a distância d = [P,P;| seP, = (1,2) eP: = (3,-2). Represente P, e 
P, no plano cartesiano. 


SoLução 


dE 
== 8i - AV 


Usa-se um sinal de igual estilizado =, significando aproximadamente 
igual a; isto é, na Fig. 7 temos d = 4V/2 = 5,657 unidades de comprimento. 


LET 


P,7(,-2) 
Fig. 7 
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Conjunto de Problemas 3 


Nos problemas 1 e 2, represente o ponto M no plano cartesiano e dé as coordena- 
das N, R e Š tais que: 

(a) O segmento de reta MÑ é perpendicular ao eixo x e é dividido ao meio por este. 
(b) O segmento de reta MR é perpendicular ao eixo y e é dividido ao meio por este. 
(c) O segmento de reta MS é dividido ao meio pela origem. 


1M=(32) 2 M= (-4, —3) 

Nos problemas 3 a 7. ache a distáncia entre os dois pontos dados. 
(Sp AON e Ei) 5 (,-1) e (0,3) 
4,0) 7 (0,0) e (-8,-6) 


8 Verifique a validade da fórmula da distância para o caso em que um ponto está no 
terceiro e o outro no segundo quadrante. 

Nos problemas 9 até 12, utilize a fórmula da distância e a aplicação do teorema de 

Pitágoras para mostrar que otriángulo com os vértices dados é um triângulo retângulo. 


9 (1.1 (51) е (57) 10 (0.0). (-3.3. е (2,2) 
Ho(-L-2.(.-2) e (1.7) 12 (4-4). (60) е (5—5) 


13 Mostre que a distância entre os pontos (x, e (хьуз) é igual à distância entre o 
ponto (x, — xx уз — уз) e a origem. 
14 Se P, P, e Р; são três pontos no plano, então P, pertence ao segmento de reta 


estabelecido por P, e P; se, e somente se, [P,P;| = [P,P;] + [P;P;|. Ilustre geometri- 
camente este fato com diagramas. 


Nos problemas 15a 17 determine se P, pertencerá ao segmento de reta estabele- 
cido em P, e Pa, verificando se [P,P,] = [P,P,| + [P;Pi). (Veja o problema 14). 
15 P, = (1,2). P, = (0.5) P, = (— 1.3) 


17 Р = (2,3), P, = (3,3) Ру 


— 1-1) 


Nos problemas 18 e 19, use a fórmula da distáncia para determinar se o triángulo 
ABC é ou nào isósceles. 


18 A- (-&1. B- (- 65). C = 


-2,4) 19 A= (6, —13, B = (8, —2), C=(21,-5) 


20 O ponto P = (x,y) pertence à reta passando por P, = (—3,5) e P, = (-12), e P 
satisfaz PP] = 4[P.P;|. Utilize a fórmula da distância para achar as coordenadas 
de P. (Há duas soluções.) 


4 Retas e Coeficiente Angular 


As linhas retas, num plano, têm equações muito simples, relativamente a 
um sistema de coordenadas cartesianas. Estas equações podem ser deduzi- 
das utilizando-se o conceito de inclinação. 

Considere o segmento de reta inclinado AB na Fig. 1. 

А distância horizontal entre A eB é chamada passo, ea distância vertical 
entre A e B é denominada elevação. A razão entre a elevação e o passo e 

4 chamada de inclinação ou coeficiente angular do segmento de reta e е 
tradicionalmente denotado pelo símbolo m. Portanto, por definição 


clevação 


passo 


Elevação inclinação de AB = m = 


Se girarmos o segmento de reta AB de modo que este se aproxime == 
vertical, aumentaremos a inclinação e consequentemente o passo dimmi 
Fig. 1 aumentando-se indefinidamente a inclinação. Quando o segmento de reta se 


Passo 
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Elevação negativa. 


| 
| 
I 
| 
Fig. 2 n 


torna vertical, a inclinação m = elevação/passo torna-se indefinida. 
denominador é zero. Neste caso algumas vezes dizemos que o coc 
angular é infinitoe denota-se m = o. z 

Se a reta AB é horizontal, sua elevação é zero, e assim a inclinação m 
elevação/passo é zero. Se AB aponta para baixo e para a direita. como na Fig, 
2, sua elevação é considerada negativa, e portanto sua inclinação m 
elevação/passo é negativa. (O passo é sempre considerado não-negativo.) 

Agora seja um sistema de coordenadas cartesianas e o segmento de reta 
AB, onde A = (xy) e B = (x24) (Fig. 3). Nesse caso a elevação é y, — yy, e 
о passo é xs — ху, e assim o coeficiente angular m é dado por 


PY 


m : 
Xa — Xi 


É claro que a Fig. 3 representa uma situação particular na qual B está 
situado acima e à direita de А; contudo, o leitor pode verificar os outros casos 
possíveis e ver que a inclinação m de AB é sempre dada pela fórmula acima. 
Isso nos conduz ao seguinte teorema. 


Y 


Fig. 3 e] 


A fórmula da inclinação 


Sejam А = (х,у) e B = (Xa, ys) dois pontos do plano cartesiano. Então. 
visto que x, + xs, o coeficiente angular m do segmento de reta AB é dado por 


XX; 


Se A = (8,-2) e B = (3,7) determine o coeficiente angular m de AB. 


SoLucáo 


Considerando os triángulos semelhantes na Fig. 4. observa-se que dois 
segmentos de reta paralelos АВ e CD tém o mesmo coeficiente angular. 
Analogamente. se dois segmentos de reta AB e CD estão sobre a mesma reta, 


TEOREMA 2 


EXEMPLO 
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Fig. 5 


como na Fig. 5, eles têm o mesmo coeficiente angular. A inclinação comum a 
todos os segmentos de reta L é denominada de inclinação ou coeficiente 
angular de L. 

Como dois segmentos de reta paralelos tém o mesmo coeficiente angu- 
lar. conclui-se que duas retas paralelas tém o mesmo coeficiente angular. 
Conseqüentemente, é fácil ver que duas retas que possuem o mesmo cocfi- 
ciente angular sào paralelas, o que conduz ao seguinte teorema: 


Condição de paralelismo 
Duas retas não-verticais. distintas, são paralelas se, e somente se. pos- 
suem o mesmo coeficiente angular 


=x 


Fig. 6 


Considere uma reta L não-vertical, com inclinação m e contendo um 


“ponto А =(x,,yy) (Fig. 6). Se Р = (х,у) é um outro ponto em L, então, pelo 


Teorema 1, m = (y —yi)/@ — ху): portanto 


v — yy = m(x — x) 


Observe que a equação é válida mesmo quando P = A, quando ela se 
reduz a O = 0. De fato, afirma-se que esta é a equação da reta L, entenden- 
do-se que tal equação é satisfeita pelos pontos (x,y) em L. Reciprocamente, 
qualquer ponto (х,у) que satisfaça a essa equação pertence a reta L. (A última 
afirmação é conseqüéncia do Teorema 2.) A equação 


у-у = m(x — x,) 
é chamada de forma do ponto coeficiente angular para a equação de L. 


Seja L a reta de coeficiente angular 5 contendo o ponto (3,4). Represente a 
equação de L sob a forma do ponto coeficiente angular, determine onde L 
intercepta o eixo dos y, desenhe um gráfico mostrando L e os eixos coordena- 
dos e décida se o ponto (4.9) pertence ou nào a L. 


SoLUÇÃO 

A forma de ponto coeficiente angular da equação da reta L é y — 4= 5(х —3). 
Esta equação pode ser colocada naforma у = 5x — 11. Se L intercepta o eixo y 
no ponto (0,5), então b = 5(0) — 11 — l. Visto que (0,—11) e (3,4) 
pertencem a L, é fácil traçar L unindo-se estes dois pontos por uma reta (Fig. 
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7). Se fizermos x = 4e y = 9 na equação para L, obteremos 9 = 5(4) — 11,0 
que é verdadeiro. Logo (4.9) pertence a L. 

Suponha que L seja uma reta genérica não-vertical com coeficiente 
angular m. Visto que L não é paralela ao eixo "y", ela deve interceptá-lo em 
algum ponto (0,5) (Fig. 8). A ordenada b deste ponto de interseção é denomi- 
nada ordenada à origem ou coeficiente linear. Visto que (0,5) pertence a L, 
pode-se representar a equação sob a forma ponto coeficiente angular como y 
— b = m(x — 0) para L, que simplificada dá 


у= mx + b. 


que é chamada de forma do ponto coeficiente angular da equação para L. 


Fig. 8 


Em 1977 a Solar Electric Company obteve um lucro de Cr$ 3.17 por ação e se 
espera que este aumente de Сг 0.24 por ano por ação. Contando-se os anos 
de modo que 1977 corresponda a x = 0e os sucessivos anosa x = 1,2,3 е абыт 
por diante. ache a equação y = mx + bdalinha reta que habilita a companhia a 
predizer seus lucros nos próximos anos. Esboce um gráfico mostrando esta 
reta e estime seu lucro por ação no ano de 1985. 


SOLUÇÃO 
Quando x = 0, y = 3.17: logo 3,17 = m(0) + b, e assim b = 3,17. Ora, então y 
mx + 3,17, Quando x aumenta de 1, y aumenta de 0,24, logo m = 0.24. 
equação portanto é y = 0,24x + 3,17. Em 1985, x = 8e y =(0,24)(8) + 3,17 
5.09. O lucro previsto por ação em 1985 é 5.09 (Fig. 9). 

Umareta horizontal tem inclinação zero: portanto tal reta tem a equação 
y = 0(х) + b, ou mais simplesmente y = h, na forma reduzida (Fig. 10). A 
equação у = b não impõe nenhuma restrição à abscissa x do ponto (х,у) na 
reta horizontal mas exige que todas as ordenadas y tenham o mesmo valor b. 
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Fig. 11 


Evidentemente, uma reta vertical tem inclinação indefinida, de modo 
que sua equação não pode ser representada de modo algum sob a forma 
reduzida. Contudo, já que todos os pontos numa linha reta vertical devem ter 
a mesma abscissa, a equação de tal reta pode ser representada sob a forma x — 
a, onde a é o valor comum a todas estas abscissas (Fig. 11). 

A equação de qualquer linha reta pode ser colocada na forma 


Ax By+ C = 0, 
onde A, B е C são constantes e A e B não são simultaneamente nulos, Essa é 


denominadaa forma geral da equação dareta. Se B + 0,a equação Ax + By + 
C = 0 pode ser colocada na forma 


A n e 
= rasa aa 5, 
TOUR B 
que portanto representa uma reta com coeficiente angular т = -А/В е 


intercepta y em b = —C/B. Por outro lado, se B = 0, então A + 0 e a equação 
pode ser colocada naforma x = —C/4,0 quecorresponde aumareta vertical. 


4.1 Retas perpendiculares 

No Teorema 2 vimos que duas retas são. paralelas se e somente se 
possuem a mesma inclinação. O teorema seguinté estabelece a ias e para 
que duas retas sejam perpendiculares. 


Condicáo de perpendicularidade 

Duas retas não-verticais são perpendicul, 
ciente angular de uma das retas é 
angular da outra reta 


se e somente se o coefi- 
do inverso do coeficiente 


DEMONSTRAÇÃO 

Sejam duas retas L, e L, e suponha que seus coeficientes angulares são m, e 
Ma, respectivamente. А condição para que o coeficiente angular de uma reta 
seja o simétrico do inverso da outra é equivalente à condição m,m = — 1 (por 
quê?). Nem o ângulo entre as duas retas nem suas inclinações são afetadas se 
a origem O do sistema de coordenadas é colocada na interseção das duas retas 
(Fig. 12). O ponto A = (1,m;) pertence a L,, e o ponto В =(1,n,) pertence a 
Ls. Pelo teorema de Pitágoras e sua recíproca, o ángulo AOB é reto se e 
somente se 


[Ер = [O3 + |6BP, 
ou seja, se e somente se 
(m, — ma)? = [(1 — 0)? + (m, — 0)2] + [(1 — 0)? + (ma — 07] 
Simplificando-se a equaçao 
ml — 2mm, + mi- 1 + mü 14m, 


Ou mim; = - 1, o que completa a demonstraçào. 


EXEMPLO 
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=x 


Fig. 12 


Determine: 
(а) A equação deretaL, que contém o ponto (— 1,2) e é paralela à reta L:3x — 
y-1-20. 
(b) A equação de reta L, que contém o ponto (— 1,2) e é perpendicular à reta 
:3х-у-1= 
Esboce os gráficos destas retas. 


SOLUÇÃO 

(а) Naformareduzida, a equação de é y = 3x — 1; logo, L tem coeficiente m 
= 3. Como L, deve ser paralela a L, a inclinação de L, deve ser a mesma 
de L, logo m, = m = 3. Como L, contém o ponto (— 1,2), a equação deve 
ser y — 2 = 3[x —(— 1)] na forma ponto coeficiente angular, ou seja, y = 3x 
+ 5, na forma reduzida. 

(b) Já que L, é perpendicular a L, segue que o coeficiente angular de Z, deve 

—1/т = —3js. Por conseguinte, como L, deve conter (—1,2) а 

equação daretaé y — 2= — Va[x — (—1)] ou, na formareduzida, y =—1/ax 

+ Ys (Fig. 13). 


4.2 Retas concorrentes 


Se duas retas distintas no plano nào são paralelas, então elas se intercep- 
tam num único ponto. Por exemplo, na Fig. 13 as retas L, e L, se interceptam 
no ponto (—1,2). Para se localizar o ponto no qual duas retas não-paralelas se 


Fig. 13 
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rio resolver as equações das retas simult=- 


interceptam, é somente necessá 
neamente. 

EXEMPLO Determine as coordenadas do ponto (x, y) no qual a reta cuja equação e 3x — 
2y + 8 = O intercepta a reta y = Ys(2x — 1). 


SoLUÇÃO 
Colocando-se a segunda equação na forma geral, 2x — Sy — 1 = 0, obtemosas 
duas equações simultâneas. 


|3x +2y +8 
\2х —Sy=1 


0. 
Multiplicando-se a primeira equagáo por 2 e a segunda por 3, temos 


l6x + 4y+16=0 
lex — 15y— 3-0. 
Subtraindo-se a segunda equação da primeira, acha-se que 19у + 19 = 


0, ou seja, — 1. Substituindo-se —1 na equação original Зх + 2y + 8 = 
0, obtém-se Зх + 6 = 0, ou seja, x = —2. Logo (х,у) = (-2,-1). 


Conjunto de Problemas 4 


Nos problemas de 1 a 6 determine a inclinação da reta que contém os dois pontos 
dados: 


1 (62) е (3.7) 
4 (2,2) e (4i) 


3 (14,7) e (21) 
6 (13) e (1,1) 


Nos problemas de 7 a 10 determine a equação da reta com coeficiente angular m e 
contendo (x,,y y. Esboce os gráficos das retas. 


7 m=2 (хуу) = (5,4) 8 m= 4 (х,у) = (61) 
9 т= 4, (хау) = (3.2) I m = 0: (ъч) = (—53.—1) 


Nos problemas de ! a 13 determine o coeficiente angular da reta que passa pelos 
dais pontos dados e a equação da reta sob a forma ponto coeficiente angular. Esboce o 
gráfico. 


П (хом) = (6.5) e (ss) = (6.8) 12 (ху) = 0) e (к) 
13 (Qu) = (82) e (у) = (48) 


14 Mostre que sex, + x». a equação da reta contendo os dois pontos (х,у) e (къу) é 


15 Uma agência de publicidade afirma que as vendas de uma loja de móveis aumenta- 
rão em Cr$ 20,0) por mês por cruzeiro adicional gasto em publicidade. A venda 
média mensal é de Cr$ 140.000,00 com uma despesa de Cr$ 100,00 por més para 
publicidade. Determine a equação que descreve a venda média mensal 
relação ao total gasto “x” em publicidade. Determine o valor de y se o gerente da 
loja decide gastar Cr$ 400,00 por mês em publicidade 


16 Prove quef %1 + X2 en o ponto médio do segmento de reta entre (ху) e 
2 2 


Ds ya) 
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17 Use o resultado do problema 16 para determinar o ponto médio dos segmentos de 
reta entre dois pontos dados. 


(а) (8.1) е (2.3) (b) (9,3) e e) (C711) e (5.3) 


18 Mostre que para cada número real o ponto(tx, + (1— t). 
à reta que passa pelos pontos distintos(x,,yy e (xo,y,). Obs 
(ху), enquanto £ = 0 conduz à (хуз). 

19 A abscissa à origem de uma reta no plano cartesiano é definida pela abscissa do 
ponto onde a reta corta o eixo "x". Determine a abscissa à origem das seguintes 
retas. 


+ (1— дуз pertence 
eque ż= 1 conduza 


(a) 3x —2y 


6 (b) y=3x+9 (e) у={х—1 


20 (a) Mostre que a equação da reta cuja abscissa à origem é a + Oe a ordenada origem 
€ b + 0 pode ser colocada na forma x/a + y/b = 1. Esta equação é denominada 
forma secundária ou equação segmentar da reta. 

(b) Determine a equação da reta passando pelos pontos (3,0) e (0,8) na forma 
segmentária conforme descrição no item (a). 

Nos problemas 21 a 24, suponha que m, e ms são os coeficientes angulares de duas 
retas distintas L, c Lo, respectivamente. Indique se as retas são (a) paralelas, (b) 
perpendiculares ou (c) nem paralelas nem perpendiculares. Supondo então que L, 
contenha o ponto (3,2) e que L, contenha o ponto (—2,5). esboce L, e L, num mesmo 
diagrama. 


20,—-3 e m-à 22 m = c m=} 2%юу=] е m=-3 


Nos problemas 25 até 27 ache o ponto (x,y) no qual as duas retas dadas se 
encontram. Ilustre 


27 |у= x 


dx] 
28 Se m, + ma. mostre que a reta y = mix + b, intercepta у = max + bs no ponto 


ba—b, nmyb— mb, 


mm m -m 


29 Mostre que o quadrilátero ABCD é um paralelogramo se A = (—5,—2), B = (1,-1), 
C = (44) e D = (-2,3). (Sugestão: mostre que os lados opostos têm a mesma 
inclinação.) 

30 Determine a distância (medida perpendicularmente) entre o ponto ( —4,3) e a reta y 
= 3x — 5 seguindo o esquema abaixo. 
la) Determine a equação de reta que passa por (—4,3) e que é perpendicular a reta y 

= 3x5. 
(b) Determine о ponto (xy) no qual a reta do item (a) encontra a reta y = 3x — 5. 
(c) Use a fórmula da distância para achar a distância entre (—4,3) е (y). 
31 (a) Determine d de tal modo que a reta contendo A = (d,3) e В = (-2,1) seja 
perpendicular à reta contendo C = (5,-2) e D = (1,4). 
(b) Determine£ de tal modo que a reta contendo E = (4,3) e B= ( - 2,1) seja paralela 
à reta contendo С = (5,2) e D = (1,4). 
32 Considere o quadrilátero ABCD com A = (3,1), B = (2,4), C = (7,8) e d = (83). 
(a) Use o conceito de inclinação para determinar se as diagonais AC e BD são ou 
nào perpendiculares. м d К 
(b) ABCD é um paralelogramo? É um retângulo? É um losango? É um quadrado? 
Justifique a resposta 
33 Mostre que a reta Ax + By + C = 0 é perpendicular à reta -Bx + Ay + D = 0. 


(d) у= тх b, onde mz 0 


5 Funcóes e Seus Gráficos 


O conceito de função é tão fundamental no cálculo que as funções são 
quase literalmente o objetivo de tal estudo. De fato, muitos dos mais sofisti- 
cados tópicos em cálculo são estudados sob o nome de teoria das funções. 


DEFINIÇÃO 1 


DEFINIÇÃO 2 


EXEMPLO 
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Embora o conceito de função seja introduzido e brevemente explorado nesta 
seção, ele será desenvolvida ao longo do livro. 

A idéia geral de função é simples. Suponha que uma quantidade varias el. 
digamos y, dependa de um modo bem definido de uma outra quantidade 
variável, digamos x. Portanto, para cada valor particular de x existe um único 
valor correspondente de y. Tal correspondência é denominada função e se 
diz quea variável y é uma função da variável x. 

Por exemplo, se x simboliza o raio de um círculo e y simboliza a área 
deste círculo, então y depende de x de um modo bem definido, formalmente y 
= mx”, Por conseguinte, diz-se que a área de um círculo é função de seu raio. 

As letras do alfabeto são frequentemente utilizadas para simbolizar as 
funções, são elasf, g ch, bem como F, G e H. As letras do alfabeto grego são 
também utilizadas. Se f é uma função, é comum representar-se o valor de v 
que corresponde ax como fx), lê-se “f dex''. Por exemplo, sef é uma função 
que fornece a área do círculo em função do seu raio, então f(x) =mx*. De um 
modo mais geral, pode-se usar a seguinte definição: 


Função como regra ou correspondência 

Umafuncáo f é uma regra ou uma correspondência que faz associar um e 
somente um valor da variável у para cada valor de variável x, Deve ser bem 
compreendido que a variável x é denominada variável independente, pode 
tomar qualquer valor num certo conjunto de números denominados domínio 
de f. Para cada valor de x no domínio de f, o valor correspondente de y é 
denotado por fx) tal que y = Дх). A variável y é denominada variável 
dependente, visto que seu valor depende do valor dex. O conjunto de valores 
assumidos pory à medida quex varia no domínio é denominado imagem de f. 

Usualmente, mas não sempre, utiliza-se x para a variável independente e 
» para a variável dependente, Uma equação que fornece y em termo de x 
determina uma função, e diz-se que a função f é definida pela equação (ou 
dada pela equação). 

Se a função € definida por uma equação, então (a não ser que recomen- 
dações explícitas sejam feitas) compreende-se que o domínio de f consiste 
naqueles valores de x para os quais a equação faz corresponder um e somente 
um y (diz-se que f é definida no ponto). Portanto, a imagem def é automati- 
camente determinada, visto que esta consiste naqueles valores de y que 
correspondem, pela equação de definição, aos valores de x no domínio. 


Gráfico de uma função 

O gráfico de uma função f é o conjunto de todos os pontos (x,y) no plano 
xy tal que x pertence ao domínio de f e y a imagem de f, ey (x). 
Esboce o gráfico da função f definida pela equação y = 2x* com a restrição 
x. 


SOLUÇÃO 
Comecemos assinalando um pequeno número de valores positivos de x e 
calculando os respectivos valores de y = flx) = 2x2, como na tabela da Fig. 1. 


au 


Fig. 1 


tt 


EXEMPLO 


CÁLCULO 


Aqui, AI) = 2(1) = 2,12) = 22)? = 8, Д3) = 2(3)* = 18 e (4) = 24) 
portanto, os quatro pontos (1.2), (2,8), (3.18) e (4,32) pertencem ao grá 
Visto que o domínio de f consiste somente em números positivos (devido à 
restrição x > 0). o ponto (0,0) é excluído do gráfico. Este ponto excluído é 
indicado por um pequeno círculo aberto 

Tal procedimento para o esboço de gráficos, localizando uns poucos 
pontos bem escolhidos e ligando-os por uma curva contínua, nem sempre 
funciona, já que deveria ter em mente a suposição de que se conhece a forma 
do gráfico entre os pontos estabelecidos. Se a forma da função é simples, isto 
geralmente funciona bem; contudo, funções mais complicadas requerem 
métodos mais sofisticados, que estudaremos mais tarde. 

Na definição 1, a necessidade de que uma função f associe um e somente 
um valor de y para cada valor de x em seu domínio corresponde à condição 
geométrica de que dois pontos distintos de um gráfico não podem possuir a 
mesma abscissa. Portanto, a curva na Fig. 2 não pode corresponder ao 
gráfico de uma função, porque os dois pontos P e Q têm a mesma abscissa. O 
gráfico de uma função não pode passar acima ou abaixo de si mesma. 

O domínio e a imagem de uma função podem ser facilmente determina- 
dos no gráfico da função. Assim, o domínio de uma função é o conjunto de 
todas as abscissas dos pontos sobre o gráfico (Fig. За), enquanto sua imagem 
é o conjunto de todas as ordenadas dos pontos de scu grafico (Fig. 3b). 


y 
imagem J t 
1 def 
I 
1 
A — x - х 


=> 0 


° — 


Fig. 3 (a) (b) 


Seja f uma função definida pela equação y = Vx — 1 com a restrição x = 2. 
Esboce o gráfico de f e determine seu domínio e imagem, assinalando-os nos 
eixos x e y respectivamente. 


SOLUÇÃO 

Visto que y = Vx — 1, é necessário que x — 1 = 0, ou seja, x = 1. 
Tem-se também que x = 2 (restrição imposta acima) e assim | = x = 2, 
Escolhendo-se valores de x entre | e 2, determina-se os valores correspon- 
dentes de y = ух — 1. (Uma calculadora manual ou uma tabela de raízes 
quadradas seriam útcis aqui.) Localizando os pontos correspondentes e 
ligando-os por uma curva contínua, obtém-se o gráfico mostrado na Fig. 4. 


Evidentemente, o domínio de f é o intervalo [1.2]. e a imagem de f é o 
intervalo [0,1]. 


1— 2 
domínio 


def 


Fig. 4 
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Os seguintes exemplos ilustram a afirma 
f é definida poruma equaçào e nenhuma restriçào е 
de f consiste nos valores de x para os quais a fum 
Determine o domínio ea imagem def definida pela equação e esboce 
da função. 


у= 3х+1 


SOLUÇÃO 

Nesse caso y = Дх) = 3x + 1 e a variável independente x pode assumir 
qualquer valor, então o domínio de f é o conjunto R de todos os numeros 
reais, Analogamente a variável dependente pode assumir qualquer valor. De 
fato. se quisermos que y tenha qualquer valor por exemplo v. isto e. se 
quisermos que v = 3x + 1. Determinando-se nesta equação, obtemos o valor 
x = Чар — 1). Portanto, sex tiver o valor Ya(v — 1). y terá o desejado valor г 
Portanto, a imagem de f é o conjunto IR (Fig. 5). 


jesus 


ye 


-x 
fs 

Fg. 5 

SOLUÇÃO 

Já que V/4 — xé definido somente para 4 — x = 0, isto é, para x = 4,0 dom 

def é o intervalo (—,4]. Assim, se у = V/4 — x, segue-se da pi 


de raiz quadrada principal que y = 0. Observe que a variável dependente y 
pode assumir qualquer valor nào-negativo v (simplesmente faça x = 4 — v”); 
portanto. a imagem de f é o intervalo [0.>) (Fig. 6). 


ex 


Fig. 6 


SOLUÇÃO 

A variável independente x pode assumir qualquer valor, portanto o domínio é 

o conjunto dos números reais IR. Para x < 0, tem-se y , enquanto que 

para x = 0 tem-se y = x. A variável dependente y não pode ser negativa mas 

pode assumir qualquer valor não-negativo. Assim a imagem def é [0,%) (Fig 
). 


р +2 sex > 3 
TUS L4 вех 
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Fig. 7 


SoLucAo 

A variável independentex pode assumir qualquer valor, portanto o domínio é 
o conjunto R. Ao se esbocar o gráfico, deve-se considerar separadamente a 
porção à direita da reta vertical x = 3 e a porção à esquerda desta reta. Para a 
direita de x= 3, o gráfico é a porção de reta com inclinação 1 e que contém o 
ponto (3,5). Para a esquerda de x = 3, o gráfico é parte de uma curva 
(denominada parábola). A reunião das duas porções se constitui no gráfico 
de f (Fig. 8). Deste gráfico vemos que a variável dependente y pode assumir 
qualquer valor maior ou igual a —4; portanto, a imagem de f é [-4,+5). 


4 
—2 


Fig. 8 


SoLucáo 
A função é definida para todos os valores de x, excetuando-se x = 2 (que 


anula o denominador da fração): portanto, o domínio consiste em dois inter- 
valos (—,2) c (2,+=). Observe que 


x? — 4 = (x + 2)(x — 2); 


portanto, para x * 2 


Za = A 


0—0, x—2 


a 


Concluímos então que a condição 


4 éequivalente ay = x +2, 
0—2 
desde que x + 2. 
Logo. o gráfico consiste em todos os pontos da reta y = x + 2exceto o 
ponto (2,4), que é excluído (Fig. 9). Evidentemente, a imagem de são todos 


os números reais exceto o 4, ou seja, a imagem consiste em dois intervalos: 
(754) e (4.2). 
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Se f é uma função e x pertence ao domínio def, então f(x) é um numero 
dependente dex e não a função f. Tampoucoé a equação y = fla) o mesmo que 
a função f. Algumas vezes, usando maior simplicidade permite-se falar da 
“função Ях)” ou da “função y = Ax)”, ainda que incorretamente. 

Provavelmente não se causa nenhum dano com esta prática desde que 
aquele que fala (e sua audiência) saiba do que se trata realmente. Embora 
devamos evitar tal prática quando se deseja precisão absoluta, devemos 
também aceitá-la. quando for conveniente. 


EXEMPLOS | Considere a função f(x) = 1/( 
А12). О que é ft 1)? Esboce орг: 


x). Calcule f( -3), 4-2), R- D, Д0). Am e 
ode e calcule o domínioe a imagem def 


SOLUÇÃO 
Nesse caso, 


1 1 


sc 
А-3 
Analogamente, (—2) = Ya, fL— 1) = Y2, R0) = 1, Дт) = 1/(1— т) еу 8/2) = -2. 
Visto que o denominador é nulo quando x = 1, f(1) é indefinida, isto é, 1 nào 
pertence ao domínio de f. O domínio def consiste em dois intervalos (— 2.1) e 
(1,2). Se x está próximo de І, porém um pouco menor, então 1 — x é muito 
pequeno e positivo, de modo que Дх) = I/(1 — x) é grande e positivo. Do 
mesmo modo, se x é um pouco maior que 1, então | — x é pequeno e negativo: 
assim, Дх) = 1/(1 — x) é muito grande e negativo. Se x é muito grande em 
valor absoluto, então f(x) é muito pequeno em valor absoluto. Tendo isto em 
mente, determine uns poucos pontos e podemos construir o gráfico def como 
na Fig. 10. Neste gráfico podemos observar que a imagem de f consiste em 
todos os valores de y exceto y = 0: portanto, a imagem consiste em dois 
intervalos (-0,0) e (0,2). 


Fig. 10 ! 


2 Considere a função gfx) = 4x + 7. Calcule 90 + h) — 90) para h + 0e 
h 
simplifique sua resposta. 


SOLUÇÃO 


#@ + h) — g6) 
h 


[4(3 + 


к) +7] - [4(3) +7] 
h 


DAM 7 12-7_4h_, 
Е h E ай 


Na notação para as funções não é essencial a escolha de 
representar as variáveis independentes e dependentes. respects = 


DEFINIÇÃO 3 


EXEMPLO 
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5.1 Funções como conjuntos de pares ordenados 

O conceito de função como uma regra ou correspondência é fácil de 
compreender e portanto sera usado ao longo deste livro. Contudo, para 
propósitos mais formais, esta idéia pode ser algo intangível. Assim, matem: 
ticos desenvolveram uma definição alternativa, que é mais concreta. Resu- 
mindo a idéia é que o gráfico da função a determina de modo único; portanto, 
pode ser interpretado como se fosse a função. Tem-se então a seguinte 
definição alternativa: 


Função como um conjunto de pares ordenados 


Uma função é um conjunto de pares ordenados no qual dois pares 
distintos não possuem nunca o mesmo primeiro membro. Se (x,y) é um par 
ordenado neste conjunto. diz-se que corresponde a x pela função f. 


De acordo com a definição 3. que conjunto é uma função? 
(a) O conjunto de todos os pares ordenados (х.х) tal que xy 
(b) O conjunto de todos os pares ordenados (х.т) tal que xy 


SOLUÇÃO 

O conjunto descrito em (a) não pode ser uma função já que dois pares 
diferentes (1.1) e (1. – 1), ambos pertencentes ao conjunto, possuem a mesma 
abscissa 1. O conjunto descrito em (b) é uma função, já que, se (х,у) e (х,у) 
pertencem ambos ao conjunto, então xy, = Í exys = 1, e portantoxv, = xy, = 
1: logo, y, = у; e os pares são os mesmos. 


Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas de 1 a 14 ache o domínio e a imagem da função definida pela 


equação dada e esboce o seu gráfico. 


Ly=-=5x+7 2 у= [sx] 3) | 4› 
9x?—4 |-1 sex «2 
esi in 3 del pa e 

З wel Fes pese] "ag 2p l sex>2 
5 Ed SUM 10 = [6+7 xs py y led j Poe 

y ж = шш HE ae sebe 2 TSi] sexz3 ae 
15 Seja f a função definida pela equação y = x + 1/x. 

@ gua o domínio de f? 

b) Qual a imagem de f? 

(c) Esboce o gráfico de f. 

(d) Quais dos seguintes pontos pertencem ao gráfico de f: (—1,—2), (2,1), (1,2), 

(72,—5/9), (3,72). 

16 Seja f uma função. Explique com suas próprias palavras a distinção entre f. fix) e y 

Me 
17 Seja f uma função definida pela equação flx) = xº — 3x — 4. Esboce o gráfico f, 

determine o domínio e a imagem de f e calcule o seguinte: 

(a) fü (b) £(2) (o) f(-1) (d) (4) 

(e) ft) (b fab) (e) Hab) (n) fio) 
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18 Seja f a função definida pela equação Ax) = x^. Determine RA 2) e f(fi3)). O que é 


Айх? 


2 
19 Sejaf uma função definida por f (x) = 7: Qual é o domínio def? Calcule. 


dot 


а) fü) (b) f(-5 (c) f(ai3) (d) /(4а) 
) 


(e) fla=2) (f) fla? (g) [f (a)? (h) fixo) 
29 Uma funçào f é denominada aditivase o domínio def é Re fla + b) = Да) + fib) é 

verdadeiro para todos os números reais a e b. 

tar Dé um exemplo de função aditiva. 

їр) Dê um exemplo de função náo-aditiva, 

ic) Mostre que sef é uma função aditiva, então Д0) = O(Sugestão: Façaa = b = 0). 

(d) Mostre que uma função aditiva deve satisfazer a л) = —fl3) (Sugestão: 

Faça a = x e b = —x, usando a parte (c) 

21 Se g é uma função definida pela equação 212 3x + 5, qual o domínio de g? 

Calcule: 


a) g(-9 (b) al 
2) gla?) (f) [gl 


3) a) (à) a(—1) 
(ay à Kos +1) (h) g(xo + h) 


22 Determine o domínio e a imagem da função F definida por F(x) = |x + 2]. Calcule: 


a) F(-2) (b) FQ) (0 F(-3) 
a) [F(—3)] (e) FQ)- F(-3) (0) Fla?) 
23 Se G é uma função definida por G(t) => qual o domínio de G? Calcule: 
aa) (b) G(—3) (e) Gla) (d) G(a?) 
Ga) (© GQ)- 6(-3) (e) бб) 
24 Seja h a função definida por h(x) Ws ir? т, *9 esie: 
a) h(—4) (b) h(4) (c) h(—1) 
БЕ (e) a(x?) (D) Mv) 
El h(a+ 1) (h) а — 1) () A(h(x) 


y 
4 


ja g a função definida por (х) = x(x + D (x + 2) (x + 3. 
а! Calcule gía + 1) 
by Calcule gta + 2). 


gla +1) — Ma + 2 


c) Mostre que para a + —1 e a 


a+I a+5 


2$ Quais dos gráficos da Fig. 11 são gráficos de funções? 


— = 


o) 


Fig. 11 
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27 O raio r de um círculo é função de sua área A? Se descrita, e em caso afirmativo, 

descreva a função através de uma equação. 

Uma caixa fechada com base quadrada de x centímetros por x centímetros tem um 

volume de 100 centímetros cúbicos? Expresse a área total A do exterior desta caixa 

em função de x. (Suponha que a espessura da parede da caixa é desprezível.) 

29 A velocidade v de um carro é medida durante um certo intervalo de tempo e varia 
de acordo com a seguinte equação 


s 


„180: paraosi<s 
С 1300 parar>S, 


onde v é medida em metros por minuto e o tempo t é medido em segundos. Se V é a 
velocidade medida em quilómetros por hora e T é o intervalo de tempo medido em 
minutos, determinar V como funçào de T. 

30 Uma quadra de beisebol é um quadrado de 90 metros de lado. Um jogador está 
correndo da base inicial (home base) para a primeira base a uma velocidade de 30 
metros por segundo. Expresse a distância corrida s da segunda base como uma 
função do tempo t em segundos contados a partir do instante em que o corredor 
deixou a base inicial. 

31 É necessário que um retângulo tenha área de 25 centímetros quadrados, mas suas 
dimensões podem variar. Se um lado tem comprimento x, expresse o perímetro p 
como função de x. 

32 Um retângulo com dimensões 2x por 2» está inscrito num círculo de raio 10. 
Expresse y e a área À do retângulo como função de x. 

Nos problemas de 33 a 38, determine a expressão simplificada de 


f(x + h) — fixo) 


com h * 0. 
E y 
33 Ate): 34 (х) = 5x — 10 35 f(x)= —8x +3 
36 f(x) = 42 37 /(x)=2/x 38 f()- Ex 


39 De acorda com a definição 3, quais das seguintes relações são funções? 
(a) у? = л? 
(b) O conjunto de pares ordenados (х,у) com x 
(c) O conjunto de pares ordenados (х,у) com y 
(d) О conjunto de pares ordenados (xy) com x = 
(e) x? 
(d) y 

40 Para cada equação determine se o conjunto dos pares ordenados (х,у) que satisfa- 
zem a equação é uma função de acordo com a definição 3. 


(a) х2у= 5 

(c) х2+у2 = 

(e) у= х? Y 

(g) 3|x| -2]y| =6 (h) 3|x| +2y=6 
() = 1+ х2 Ü) у= x<|/x 


41 Verdadeiro ou falso? Se f é uma função, o gráfico de f consiste em todos os pontos 
no plano xy da forma (x/tx)) à medida que x percorre o domínio de f. 
42 Verifique se cada um dos conjuntos de pares ordenados abaixo é uma função (de 
acordo com a definição 3). 
(а) O conjunto que consiste em (0,1) e (0,-1). 
(b) O conjunto que consiste em (1.0) e (- 1.0). 
(c) O conjunto que consiste de todos os pares ordenados (х,у) tais quex é um inteiro 
positivo e y é o maior inteiro positivo mais próximo. 
(d) O conjunto consistindo em todos os pares ordenados (х,у) tais que x é um inteiro 
positivo e y é um múltiplo inteiro exato de x. 


6 Tipos de Funções 


Nesta seção descrevemos certos tipos ou classes de funções que são 
importantes ao cálculo. Entre estas estão as funções pares, as ímpares, as 
polinomiais; as racionais, asalgébricas e as transcendentais» 
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6.1 Funçoes pares e ímpares 

Considere as funcóesf e g, definidas pelas equaçõesftx) = x° — 4e g(x) 
x? (Fig. 1). Na Fig. la observe que f(—x) = Дх); portanto, o gráfico de f é 
simétrico em relacáo ao eixo y, isto é, que se o ponto (x,y) pertence ao 
gráfico, o ponto (—x,y) também pertence. Na Fig. 1b observe que g(— x) = 
— g(x); portanto, o gráfico de g é simétrico em relação à origem isto é, se o 
ponto (x,y) pertence ao gráfico, o ponto (—x,—y) também pertence. 


1 У ma 
fu)ext-4 
pasti (d) 
ii é х 
(—x, —x3) 4 

fa 0) 

De modo mais geral podemos definir estes tipos de funções do seguinte 

modo: 
DEFINIÇÃO 1 Funções pares e ímpares 


(a) Ота função/ é par se, para todo x no domínio def, —x pertence também 
ao domínio de f e f( —x) = f(x). 

(b) Uma função f é ímpar se, para todo x no domínio de f, —x pertence 
também ao domínio de f e fl —x) = —f(x). 
Obviamente as funções pares são, precisamente, as funções cujos gráfi- 


cos são simétricos em relação ao eixo vertical, enquanto que as funções 
ímpares são aquelas cujos gráficos são simétricos em relação à origem. 


EXEMPLOS 1 Mostre que as funções abaixo são pares 


(a) др) ==* (b) f = 22 +31] 


SOLUÇÃO 
(а) g(—x) = (=x)! = x* = g(x), portanto g é uma função par. 
(b) A-4) = X -0*  3|- i = 2º + 34 = Ri), portanto f é uma função par. 


ы 


Mostre que as funções abaixo são ímpares 


(a) g(x)=x% (b) fe)ex 


SOLUÇÃO 
(a) g(—x) = —g(x), portanto g é uma função ímpar. 
(b) A—x) = = — fa), portanto f é uma função ímpar 


Há muitas funções que não são nem pares nem ímpares. Por exemplo. as 
funções dadas pelas equações fix) = 1 + xe g(x) = Vx não são nem pares nem 
ímpares, portanto nenhum dos gráficos correspondentes são simétricos em 
relação ao eixo y ouà origem (Fig. 2). Contudo, se a função for par ou impar. à 
construção do seu gráfico será facilitada devido à simetria envolvida 


6.2 Funções polinomiais 
Uma função definida por uma equação da forma 


f(x)= ao +ax + ax? ++ 
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Геје 1+х РЕ 
go) = ух 


(a) 


DEFINIÇÃO 2 


o 


(b) 


onde n é um inteiro não-negativo e os coeficientes do 21, as... а, SãO 
números reais constantes é denominada função polinomial Sea, * 0 diz-se 
que esta função polinomial é de gran n. Por exemplo, f(x) = 7 + 5х — 3x? + 8x 
é uma função polinomial de grau 3 com coeficientes а, „a = 5,0 = —3е 
аз = 8. 

Uma função polinomial da forma f(x) = ay é denominada função cons- 
tante, Seu gráfico é uma reta com coeficiente angular nulo e cuja ordenada do 
ponto de interseção com o eixo y é igual a as. Se ay + 0, a função polinomial 

fx) = ay tem grau zero; no entanto, à função polinomial f(x) = 0 (isto é, aquela 
função constante cujo valor é zero) não é atribuído nenhum grau. 

Uma função polinomial da forma f(x) = ао + ax, onde a, + 0, é 
denominada йил, ао afim, e seu gráfico é uma reta com coeficiente angular a; 
e ordenada à origem ao. Evidentemente, as funções afins são as funções 
polinomiais de grau 1. Uma função afim particularmente importante é a 
função identidade, definida pela equação Дх) = x. É claro que o gráfico da 
função identidade é uma linha reta, com coeficiente angular 1, passando pela 
origem (Fig. 3). 


6.3 Funções racionais e algébricas 


A soma, diferença ou produto de duas funções polinomiais é ainda uma 
função polinomial, mas o quociente de duas polinomiais não é, geralmente, 
2 
= l 


uma polinomial. Por exemplo, 25. — r não é uma função polinomial. 
—X 


Esta observação motiva a seguinte definição: 


Função racional 
A função definida pela equação f(x) = p(x)/q(x), onde p eq são funções 
polinomiais e q não é uma função constante nula, é denominada fenção 


racional (Lembrete: quando se vé a palavra “racional” pensa-se em “ra- 
záo”.) 


DEFINIÇÃO 3 


DEFINIÇÃO 4 
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O domínio da função racional definida por f(x) = p(x)lq(x) consiste em 
todos os valores de x para os quais q(x) + 0. Os gráficos das funções 
racionais, que podem assumir uma grande variedade de formas, serào discu- 
tidos mais tarde no Cap. 1, seção 6, e novamente no Cap. 3, Seção 3 

Observe que as próprias funções polinomiais são casos particulares de 
funções racionais — bastando para isso fazer q(x) = 1 na definição 2. Alguns 
exemplos de funções racionais são: Дх) = x/(x + 1), g(x) = 2/x, h(x) = x° + 2x 
+ L, FO) = x, e Hx) = (° — D/( — D. 

Pode-se observar que se f e g são funções racionais, então as funções 5, 
P, De Q, definidas por 5(х) = Дх) + glx), Pix) = fu): 209, Dx) = fu) — 20) e 
О0о) = Дх)/е(х) também o são, ou seja, a soma, o produto, a diferença e o 
quociente de funções racionais são ainda funções racionais. Contudo, extra- 
indo-se a raiz de uma função racional, pode-se encontrar uma função que não 
sejaracional. Um exemplo disso é a função dada por h(x) = V x° = |], queé a 
função modular (valor absoluto) 

O conjunto das funções racionais não é o suficiente para incluir muitas 
das funções que encontraremos no cálculo, o que conduz à seguinte defini- 
ção: 


Funções algébricas elementares 
Uma função algébrica elementar é uma função que pode ser obtida 
através deum número finito de operações algébricas (sendo estas operações a 
adição, a multiplicação, a subtração, a divisão e a radiciação com índice 
inteiro positivo), começando pelas funções identidade e constantes. 
Alguns exemplos de funções algébricas elementares 


y 
ro ALE 


тт, 


Ainda se poderia observar que qualquer função racional é, automaticamente, 
uma função algébrica elementar. 

Em cursos mais avançados, um conjunto de funções mais abrangente, 
denominado conjunto das funções algébricas (sem o adjetivo “elementar”, 
é definido. Genericamente, estas são as funções acessíveis através de opera- 
ções algébricas. As funções restantes, aquelas que não são algébricas, são 
denominadas funções transcendentes, já que elas transcendem aos métodos 
algébricos. Por exemplo, as funções trigonométricas que serão revistas na 
Seção 7 são funções transcedentais, bem como as funções exponencial, 
logarítmica e hiperbólica, que serão estudadas no Cap. 9. 


6.4 Funções descontínuas 

Muitas funções consideradas no cálculo elementar têm gráficos que são 
“conexos”, entendendo-se com isso que constituem uma única curva conti- 
nua. Tais funções são denominadas funções continuas e serão discutidas 
detalhadamente no Cap. 1, Seção 4. A fim de compreender e apreciar com- 
pletamente a natureza das funções contínuas, é conveniente examinar fun- 
ções específicas que não são contínuas. Uma das mais interessantes funções 
descontinuas é a função maior inteiro, que, assim como a função valor 
absoluto, tem seu próprio símbolo especial. 


Função maior valor inteiro 

Sex é um número real, o símbolo [x] denota o maior inteiro que 
é maior que x, ou seja, [x] é o inteiro que está mais próximo de x mas 
é menor ou igual ax. A função maior inteiro é a função f definida por 
Pl- 

Observe que [x] é o único inteiro que satisfaz a condição 
[x] + 1. Por exemplo, [37] = 3. [2 + 35] = 2. [3,2343347 
—-3,1-23434] 5 —3, [-4] = 1, [/3] 1.027 
—2. Uma tabela de valores de [x] para —3 < x < 4e dada aba: xc 
gráfico correspondente a f (x) = [x] é visto na Fig. 4 
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—3 para —3 < x< —2 
—2 para —2 < x< –1 
—1 para —1 < x <0 
[х]=4 0 para0<x<1 
1 paral<x<2 
2 рга2 < х<3 
3 рга3 ax «4 


Na Fig. 4, usamos pequenos pontos cheios рага enfatizar que os pontos 
na extremidade à esquerda dos segmentos horizontais pertencem ao mes- 
mo. A descontinuidade da função do maior valor inteiro pode ser constatada 
pelo próprio gráfico. 


feos [x] 
-x 
4 
Fig. 4 
. 
Conjunto de Problemas 6 
Nos problemas de 1 a 9, verifique se a fungáo dada é par, ímpar ou nem par nem 
impar. 
1 f(x)=x* +3 2 g(x)= -x$ +2x? +1 3 f(x) x*-x 
4 gt)- 0 + || 5 F(x) = 5x* + 7x 6 /(0) = –12 +7, 
3 * +1 
7 hix) = /8x! + x 9 = 
10 Discuta a simetria dos gráficos das funções nos problemas de 1 a 9. 
Nos problemas 11 a 18, verifique se a função é uma função polinomial. Em caso 
afirmativo. indique o grau e identifique os coeficientes. 
H (х) = 6х2 —3x—8 12 у(х) = x +2х 13 g(x) = (x – 3х - 2) – x? 
14 бх) = 271 15 F(x) = /2x* 5-15 + 20 16 f(x) = 210х117 — 11x — 40 


17 gix)-0 18 h(x) = х? — 6x? + 2x — 8 


19 Explique com as suas próprias palavras a distinção entre a função constante f, 
definida pela equação fix) = 2, e o número real 2. 


20 A função £ definida pela equação f(x) = x^! 


é uma função constante? 


Nos problemas 21 a 24. determine a função afim que satisfaz as condições: 
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M of)-5ef(-3 =7 22 fQx-3)-2f() 43 
23 {(5х) = Sf(x) 24 f(x 7) - FG) +/(7) 
25 Um númeror é denominado raiz(ou zero) de uma função веј) = 0. Prove que toda 


função afim tem uma raiz. 
26 Seja f uma função afim. Prove que 


Ste + (1-00) = f (c) + (1 = 0f() 
é verdadeiro para quaisquer números reais c, d e t. 


Nos problemas 27 a 31, especifique se a função algébrica é ou não uma função 
-acional, Em cada caso especifique o domínio de f. 


xl 
Top(x)- 28 (х) == 29 f(x +2x +1 
y2x? + 5 
JE 
2 2 
6r 
30 fi) 31 /üÇ]=——= 
MEJ 
x 1 
32 Mostre que f(x) = a To é uma função racional representando tal fun- 
=x x 
ção por uma razão entre funções polinomiais. Qual o domínio de f? 
33 A Junção sinal (abreviada sgn) é definida por 
El sex #0 
sgnx-| x 
0 sex=0 
(a) Calcule sgn(-2). sen(=3), sgn(0), sgn(2), sen(3) e sgn(151). 
(b) Prove que |x| = x sgn x para todos os valores de x. 
(c) Prove que sgn(ab) = sgn(a):sgn(b) para todos os valores a e b. 
(d) Esboce o gráfico de função sinal. 
(e) Determine o domínio e а imagem da função sinal, 
(f) Esboce o gráfico da função definida por ftx) = sgn(x — 1). 
(g) Explique por que a função sinal é descontínua. 
Nos problemas 34 a 45, esboce o gráfico da função e especifique o domínio e à 
magem. 
M of()- [xl +1 35 f(x) |3x!— 3x 36 f(x)» = 3x — 2] 
37 H(x)= |x +11 - [xl 38 h(x) = —3|х + x 39 f(x) = 13x] 
40 х) = Гах 41 f(x) = in] 42 а(х) = 11] 
х 
43 х) = |l 44 т 45 (х) = 37" 


46 Seja f uma função com domínio R. 


-x) 


(a) Define-se uma função g pela equação g(x) . Prove que g é 


par. 


-x 
(b) Define-se uma função h pela equação h(x) = LACA vee 


ímpar. 


(c) Prove que f(x) = g(x) + h(x) é verdadeiro para (ойох, Assim conclua então que 
qualquer função com dominio R é a soma de uma função par e uma função 
ímpar. 

(d) Suponha que G é uma função com domínio R, que H é uma função ímpar com 
domínio R, e Дх) = G(x) + HG) é verdadeiro para todo x. Prove que G(x) = g(x) 
e que H(x) = Alx) para todo x. 

(e) Mostre que f é par se e somente se flx) = g(x) para todo x. 

(D Mostre que é ímpar se e somente se fx) = h(x) para todo x. 

(g) É possível que f seja par e ímpar ao mesmo tempo? 
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7 Funcóes Trigonométricas 


As seis funcóes trigonométricas, seno, co-seno, tangente, secante, co- 
Sccante e co-tangente (abreviadas, sen, cos, tan, sec, csc e cot, respectiva- 
mente) são, provavelmente, já bastante familiares ao leitor, e assim nos 
restringimos a uma breve revisão. 

Certas fórmulas fundamentais do cálculo tornam-se muito mais simples 
se os ângulos são medidos em radianos e nào em graus, Por definição, a 
medida de um ángulo 0 em radianos (Fig. 1) é o número de vezes que o raio 
como unidade de comprimento está contido no arco s subentendido pelo 
ângulo 6 num círculo de raio r. Isto é 


Ü tem radianos) 


,, Visto que o comprimento da circunferência s = 27r e o arco subenten- 
dido é 360°, tem-se: 360º = 2zry radianos. isto é, 360º = 2 radianos, ou 


т radianos = 180º, 


Portanto, | radiano = (180/7)? = S7º18', 


Fig. 1 


A Tabela 1 nos apresenta as medidas em graus e em radianos correspon- 
dentes a certos ângulos particulares. Doravante, todos os ângulos serão 
medidos em radianos, a não ser que estejam explicitamente indicados pelo 
uso do símbolo para graus, 


Tabela 1 
Graus 30º | 45º | 60° | 90° | 120° | 135 | 150° | 180° | 270° | 360° 
T n n n л 2n Зп 5л 3n 
d z E i: ES = E = E 
Radianos r: 4 | 3 j 3 TA 2 п 2 2n 


Passemos a definição das seis funções trigonométricas. 


DEFINIÇÃO 1 Funções trigonométricas de qualquer número real £ 

Seja t um número real qualquer e associado a um ángulo de |r| radianos 
com vértice na origem contado a partir do eixo dos x positivo, no sentido 
contrário ao dos ponteiros do relógio se t = 0, e no sentido contrário set < 0. 
Constrói-se então um círculo de raio 1, com centro na origem (Fig. 2). Seja 
(x,y) o ponto onde a reta-suporte do lado do ângulo encontra a circunferência. 
As seis funções trigonométricas relativas ao ângulo 7 estão discriminadas 
abaixo: 
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Fig. 2 


O domínio das funções seno e co-seno é R. Os dominios das outras 
ro funções são os conjuntos dos valores det para os quais o denominador 
:ão é diferente de zero. 


Como auxílio desta definição e um pouco de raciocínio geométrico, os 
valores das funções trigonométricas associadas a certos valores particulares 
det podem ser determinados. Estes valores estão indicados na Tabela 2. (Os 
traços em algumas das colunas da tabela indicam que a função não está 
definida para aquele valor de 1.) 


Tabela 2 


Valor de t 0 


als 

ELI 

E 

NIN 
a 


cse — à | 4 ай 1 — 
cot = 3 1 as 0 - 


As seis funções trigonométricas satisfazem certas identidades que são 
deduzidas das definições anteriores. 


Identidades trigonométricas padrão 
As seguintes identidades são válidas para todos os numeros 
que pertencem aos domínios das funções em questão: 
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sen! 
1 tant= 
cost 
1 
2 sect =- 
os t 
1 
3 csct= 
sent 
cost 
4 cott= 
sent 


5 sues (5-1) 


n 
6 cost = sen (3—1) 


7 sen(—t) = —sent 
8 cos (—t)=cost 

9 sen'i- cos? t 
10 tan? t+ 1— 
ll cot r- 1= oe 
12 sen(t +s) 
13 cos (t + s) 
14 sen(t — s) = sen cos 5 — sens cos 1 
15 cos (t — 5) = cos t cos s + sent sen s 
tan + tan s 
— tan rtan s 


ес 


sen / COS 


5 + sens cos ( (fórmula do seno do arco-soma) 


COS t COS s — sen sen s (fórmula do co-seno do arco-soma) 


16 tan (f + 8) = (fórmula da soma para tangente) 


tant — tan s 
17 tan (1=s)= E 


+ tan rtan s 

18 sen2t = 2 sent cos t (fórmula do seno do arco duplo) 

19 cos 2t = cos? t — sen! t, ou) 
соз 2{ —2cos^t — l,ou — (fórmula do co-seno do arco duplo) 
cos2t= 1 — 2sen* t 


20 sen? (3) = (1 — cos r) (fórmula do seno do arco-metade) 


a [t 
21 cos? ( ) = M1 + cos t) (fórmula do co-seno do arco-metade) 


Exemplos Utilizando as identidades trigonométricas fundamentais, simplifique as ex- 
pressóes dadas. 


1 (sent + cost)? — sen 2 
SOLUÇÃO 
(sen t + cos 1)? — sen 2t = sen? t + 2 sent cost + cos? t — sen 21 


Б 
1 + 2 sent cos t — sen 21 
1 + sen 2t — sen 2t 

1 


2 sen (+ m) 
SoLUÇÃO 


sen (f + л) = sen t cos = + sen z cos 1 = (sen r(—1) + (0) cost= —sen г. 
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Tr 
3 cos — 
ST 
SOLUÇÃO 
cos cos E n Esen Z 
m Nat, 
A fs 
Ape 
2 2 


Os gráficos das seis funções trigonométricas são apresentadas na Fig. 3. 

Observe semelhança com ondas, periodicamente espaçadas, destes grá- 
ficos. Quando os gráficos são construídos em grandes intervalos, verifica-se 
que as formas geométricas apresentadas na Fig. 3 se repetem indefinida- 
mente. É precisamente esta forma de onda das funções seno e co-seno que 
são responsáveis pela sua tão grande utilidade nas aplicações da matemáti 
Além disso, muitos fenômenos naturais, desde ondas eletromagnéticas ao 
fluxo e o refluxo das marés, são periódicos, e por isso estas funções são 
indispensáveis à construção de des ões matemáticas ou modelos associa- 


dos a tais fenômenos. 


y=tan x 


Fig. 3 (a), (b), (c) e (d) 


38 CÁLCULO 


y y 
4 4 
š 1 у= сх | „| 
| i | | 
| | | | 
| | I | I 
| | | I 
! l 
| | | П 
! | | | | | 
| | | | 
| ! l 1 
1 ! 1 
А | | | - cM В Es 
A Пу 50 ш | «ттл à í ж 
| | | | | П 1 
l ! 1 l I! і 1 
| | | | | | | 
| | | | | i ! 
I I l D | I 
| | | 1 
| 
! I | ! 
| | i 
(e) t 
Fig. 3 (cont.), (e) e (f) 
А 
Conjunto de Problemas 7 
1 (a) Dada a medida do ángulo em graus, determine a medida correspondente em 
radianos. y 
(i) -45° (Gü) 175° (ш) —300° 4 
(b) Dada a medida do ângulo em radianos, determine a medida correspondente em 
graus. 
2 T 43: 
DE G) —— ш) E 
2 (a) Na Fig. 4 mostre que 
G) x=rcost (ü) у= rsenr 
Gi) ^ 2x +y (v) tane=? 
x Fig. 4 
(b) Determine x e y para cada valor de r e r. 
G) r=1,t=0 
" JE ses л 
i) r= 6,t= -— 25127 
(i) r= 6 4 Gi) "= 51-2 
3 Se cos 0 = —*/s e a semi-reta que contém o lado do ángulo está no terceiro 
quadrante, determine: 
(a) sen 0 (b) tan 6 (c) cot 0 
(d) sec 0 (e) ссд 


4 Considerando que as funções trigonométricas são periódicas — isto é T(1) = T(r + 
27), onde k é um inteiro — determine o valor de: 


(a) sen SE (0) cos HE (c) tam (- 5) 
(d) cot (- z) (e) ве" (E) «se (- 2) 


5 Use as identidades fundamentais para simplificar cada expressáo. 


(а) (I-cost(l + cost) (b) 2senrcostcset (c) sec? (esc? t — 1)(вепг + 1) — cse t 
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(e) cost— 1 

Qj REC 

sect—1 

А z 

ЕЕС sen [E 1) = cost (6 atep a san {+ 

E A ЖЕ гш 10 
1 Considerando >= + E = DE „achar sen — ecos —. 
a meg mur 


^; Determine tan 195º (Sugestão: 195º = 1509 + 459.) 


t um número real qualquer, e s = t — 2m [t/27] e suponha que f seja uma 
ão trigonométrica qualquer. Prove que 0 = s < 27 e que t) = fls). 
$ Smplifique as expressões abaixo 


sen? 2r cost t — ѕеп t 
y tl LS 
(1 + cos 21) sen 2t 
c) cos? 2t — sen? t (d) tan t — esc t(1 — 2 cos? t) sec t 


cos (5 — г) cos t — sen (s — t) sen t 


м Provea identidade sena cos = V4[sen (a + b) + sen (a — b)]. E, com auxilio desta, 
prove que sen x + sen y = 2[sen (x + y)/2][cos (x — »)/2]. 

11 Se sen = ае coss = — s onde 1/2 < t < me m/2 < s < m, como auxílio das 
dentidades calcule o valor de cada expressão. 


а) sen (s.— t) (b) cos (5 + t) (c) cot (s — t) 
12 Prove a identidade cos 3t = 4 cos? t = 3 cost, Com o auxílio desta mostre que cos 
= 9) é a solução da equação &? — 6x — 1 = 0. 
13 Esboce o gráfico de cada função no intervalo [27,27]. 


ta) f(x) 


14 Mostre que a tangente, co-tangente e co-secante são funções ímpares. E sobre a 
secante, o que se pode dizer? 


sen 2x (b) g(x) = 2cos x 


8 Álgebra de Funcóes e 
Composição de Funções 


Nesta seção veremos como as funções podem ser combinadas de vários 
modos visando à obtenção de novas funções. Em particular, veremos como 


as funções podem ser somadas, subtraídas, multiplicadas, divididas e com- 
postas. 


8.1 Álgebra de funções 

Se Дх) = x° — 2e g(x) = —Vax + 1, pode-se obter uma nova função Л 
definida por Alx) = Дх) + glx) = x? — ох — 1, simplesmente ao somar f(x) е 
g(x). Naturalmente nós nos referimos à função h como a soma das funções f e 
g e denotamos h = f + g (Fig. 1). Observe que o gráfico de h provém dos 
gráficos def e de g, simplesmente pela soma das ordenadas correspondentes; 
por exemplo, h(=2) = Д—2) + g(-2). 

Seria claro que duas funções genéricas cujos domínios se sobreponham 
possam ser somadas conforme foi supracitado. Este conceito é crucial, na 
matemática aplicada, já que as funções que descrevem os fenômenos naturais 
(por exemplo, ondas de luz ou som) quase sempre se somam quando os 
fenômenos são combinados. 

Se tais funções podem ser somadas, deve ser possível também multipli- 
cá-las, subtraí-las ou dividi-las. A definição seguinte mostra exatamente 
como isto pode ser feito. 
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y 


y 


Jax 2 


gi)ecix*l 


ho уо) gon 


ql 


(b) (e) 


DEFINIÇÃO 1 Soma, diferença, produto e quociente de funções 
. Sejamfeg duas funções cujos dominios se sobreponham. Definem-se as 
funções f + g, f — g. fee flg pelas seguintes equações: 


(f + gx) = f(x) + (х) 
(= ax) = fi) — aix) 
(f gx) = f(x): glx) 
Ë] 
x)' 


(еа 


Em cada caso. o dominio da função definida consiste em todos os valores 
dex comuns aos dominios def e g. exceto que no quarto caso os valores para 
os quais g(x) = 0 serão excluídos. 


Geometricamente, o gráfico da soma, diferença, produto ou quociente 
de f e g tem em cada ponto uma ordenada que é respectivamente a soma, 
diferença, produto ou quociente das ordenadas dos gráficos de f e g nos 
pontos correspondentes, 

Para a soma ou diferença, isto é relativamente simples de visualizar. 


EXEMPLO Ѕејат fix) = x' + 3e gx) = 2x — 1, Calcule (a) (f + g)(x) 


ЖЖ euo ta) (2) оо 


SoLucAo 
(a) (f + ax) = f(x) + glx) = (x? +3) + Qx- 1) = 
(b) (£ — gx) = f(x) — g(x) = (2 + 3) — Qx — 1) 
(с) (Geo) = 06): SNC HIP = D= 


Na fe) 243 
o (= = 


g 


8.2 Composição de funções 
Dadas as equações 


y=fet=2x-5 


é possível determinar y em função de x pela substituição da segunda equação 
na primeira, obtendo 


y=(2x— 5) 


A equação у = f’ define a função Дт) = (^, enquanto a equação t = 2x — 5 
define a função g(x) = 2x — 5. As equações originais podem ser colocadas na 


DEFINIÇÃO 2 


EXEMPLOS 


REVISÃO а 


forma у = fi) e = g(x); desse modo, determina-se y em função dex. obtendo 


= fax). 


Para evitar confusão de parêntesis, geralmente substituímos os parénte- 
sis externos na equaçào anterior por colchetes e escrevemos 


у= lao). 


А equação y = f [g(x)] define uma nova função h,de tal modo que л(х) = f 
[е(х)]. A função h obtida pelo “encadeamento” de f e g nesta ordem é 
denominada composição de f e g e é simbolizada por h = feg. A definição 
mais precisa da noção da composição é dada abaixo. 


Composição de funções 
Sejam f e g duas funções que satisfazem a condição de que pelo menos 
um número da imagem de g pertence ao domínio de f. Então a composição de 


fe g, simbolizada por f ° g, é a função definida pela equação 


(7 gx) = foto]. 


Evidentemente, o domínio da função composta f °g é conjunto de todos 
os valores de x no domínio de g, tais que g(x) pertence ao domínio de f. A 
imagem def °g é justamente o conjunto de todos os números da forma f [g(x)], 
construída à medida que x percorre o domínio de f ° g. 


Nos exemplos de Та 5, seja Дх) = 3x — 1, g(x) = x* e р(х) = "alx + 1) 
Calcule (f^9g2) e (ge /)(2). 
SoLugáo 

Vena) = fa 


а (в n 
(g° ne) 170) = 


3)= /(8) 3(8) — 
(2) - 112 96) = 


Ache (f «gx) e (go fx) 

SOLUÇÃO 

(«ax = Flo = f(x] = З — 1 

(g ° f Xx) = g[f (x)] = g[3x — 1] = (3x — 15 2 27238 — 27x? + 9x — 1. 


Ache (fo pix) e (po Fx) 
SoLUÇÃO 
(f s р(х) = /[р(х)] = Лх + 1)] = 3Be +1)] — 1= x 
(po Л) = к] = nx — 1] 24x - 1 1) = 


Ache (f o f)(x). 
SoLUCAO 


(fs ЛО) = SUL] = Bx- 1] = 38x - 1) - 12 9x4 


Ache [7 o (9 + px) e [(f 29) + 
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SOLUÇÃO 


U ° (a + р)](х) = fI + p)(x)] = f[g(x) + 069] = fp? + 3(x + 0] 
23p?3-4(x-41]—-1232 + x 


[f °g) + (f ° р)](х) = (f ° g)(x) + (f ° р)(х) = (3х° — 1) + x 


=3 +x- 1. 


Embora o símbolo f °g, para composição de funções, lembre vagamente 
algum tipo de produto, nào deve ser confundido com o produto real f.g de f 
com g. Se bem que f'g = g-f, observe (no exemplo 2) quef ° g + g «f. Ainda 
que f.(g + p) = fg + f.p, observe (no exemplo 5) quefe(g + p) # feg + fep. 

O exemplo ilustra uma situação interessante e importante na qual duas 
funcóes f e p são inversas uma em relação à outra, entendendo-se com isso 
que f ep ep ef fornecem a função identidade. Estudaremos tal situação com 
mais detalhe na seção. 9. 


Conjunto de Problemas 8 


Nos problemas de 1 a 4 utilize os gráficos das funções eg para esboçar o gráfico 
de f + g, somando-se as ordenadas. 


1 f()e3x e g(x) 3 2 рх) = 2° e дк) = 5 
3 Лх) = —2x e g(x)21 4 f()ex e g(x) 


5 Sejam as fungóes f e g definidas por f(x) = x? + 1 para —3= x= se gx) = 2x +1 
para —1 = x = 2. 
(a) Determine (f + £X1), (f — &)(1), (FX) e (flg)( 1). 
(b) Determine os domínios de f + g, f — g, fg c flg. 
Nos problemas de 6 a 10, determine f + g, f — g, f.g e fig. Determine também os 
domínios de f + g, f — g, fg e flg. 


6 f(x)=2x-5 e gi)e x1. 7 (х) = /x е 

9 fi) - /x 

11 Suponha quef eg sejamfunções pares. Mostre que / + g, f — g, f:g efle são também 
funcóes pares. 


Nos problemas de 12 a 16, seja f(x) = sen x, g(x) = x°, e h(x) = cosx. Determinea 
fórmula da funcáo dada. 


12 f+g+h 13 f-(g—h) 14 ff 
15 fih 16 2: fh 


-2x* 


х2+4 8 f(x)=3x+5 e (х) = 7—4x 


3 e sx)-lx — Д) = |x| е их) = |2] 


17 Sejaf uma função constante definida por f(x) = c, onde é um número real fixo. Seja 
g a função identidade, isto é g(x) = x. Determine 


(а) 7+9 (6) 7-9 (e) fg 
(d) fla (e) 97 


18 Sejama, b, c ed constantes reais. Definem-seas fungóesf e g por Дх) = ax + be 
g(x) = cx + d. Determine: 


(а) f+g (b) f-& () 79 [227 


19 Sejam f e g definidas por Дх) = V4 — x! e gix) = —V4 — Z. Esboce o gráfico: 


la) f (b) g (c) f+g 
id) f-g (е) fg (f) fig 


REVISÃO 


Seja f definida por fx) = х — 3 e g por g(x) = x° + 4. Determine 

а (f -g)4) (b) (f ° g)(2) (с) (g ° £9 

e) (g- SNS) (f) (90 (g) (f ° g)(x) 

Sejam Ax) = sen (x), g(x) = х? e h(x) = cos x, Determine a fórmula para a função 
dada. 

a fog (b) go f (с) а °9 

z) g= (fih) (f) (fh) ° (hf) (g) f (gh) 


Sesam f. g e h definidas por fix) = 4x, g(x) = x — 3 e h(x) = V x. Expresse cada uma 
as funções abaixo através das composições de funções escolhidas entre f, g e h. 


a) Р(х) = 4./x (b) Glix) = /x—3 (c) H(x) = 4x — 12 


d) d eur (e) K(x) = /4x 


Sesa uma função definida por flx) = 5x + Зе seja a função definida por glx) = 3x + 
ndek éuma constante real. Determine o valor dek de tal modo quef °g = g ef. 
La função identidade, isto é Да) = x, para todos os valores dex. Mostre que sef 
-ma função genérica, então / ° f = [е] 
4 denota a função identidade, então / o Z 


. (Por qué?) Determine uma outra 
função dada por fx) = 1/x não tema 


zropniedade de f ef = 1. 
` = campo de beisebol é um quadrado de 90 metros de lado. Uma bola é arreme: 


sata da terceira base com uma velocidade de 50 metros/segundo. Seja y a dist 
27 metros da bola para a primeira base e sejax sua distância à base inicial. Seja! o 

ralo de tempo, contado em segundos a partir do momento em que a bola é 
essada. Nesse caso é função de x, isto é fix) ex é função det, isto é. x = 
m: Determine f(x) e e(t) explicitamente. Determine (f ° ругу explicitamente. 

aplique por que y = (f ° g)(). 

I Seam as funcócsf e g dadas por flx) = 
ie e fg °G). bd 


= —atunçdo linear fracionária é definida por f (x) = ‚ onde a, b, c ed são 
cx+d 


аг 


Tx 23e gix) = тх + Bh. Determinetf e 


constantes € ad + bc. A composição de duas funções lineares fracionárias é uma 
ura função linear fracionária? 


(4) (g ° M2) 
h) (ge f(x) 


(d) golf +h) 
h) (fegloh 


9 Funções Inversas 


DEFINIÇÃO 1 


Na Seção 8 (exemplo 3) dissemos que as duas funções fix) = 3x — 1e px) 
= а(х + 1) se constituem na inversa uma em relação à outra no sentido de 
que o que f faça a xp desfaz e dá plfix)] = x, enquanto que o que p faça a xf 
desfaz, isto é, /[p(x)] = x. Duas funções que se constituem no inverso, uma 
emrelação a outra, são ditasinversas uma daoutra. Observe agora as funções 
abaixo: 


g(x)=x° para x > 0. 
Portanto, se x 2 0, temos 


(706) = FN = x 
(9 » Лб) = ТО] = М = x. 


Estes exemplos nos conduzem à definição abaixo. 


Funções inversas uma da outra 
Duas funções f e g são inversas, se as quatro condições seguintes são 
satisfeitas. 


EXEMPLOS 


CÁLCULO 


G) A imagem de g está contida no domínio de f. 
(1) Para todo número real x no domínio de g, (f ° g)(x) = x 
(їй) А imagem de f está contida no domínio de g. 
(iv) Para todo número x no domínio de f, (g ° f(x) = x 
Uma função f para a qual exista a tal função g é dita invertfvel. 


Suponha que f e g sejam definidas pelas equações abaixo. Prove quef eg são 
inversas. 


1 f(x)e3xeg(x) =x/3 
SoLUÇÃO 


Ré a imagem e também domínio de f e g, de modo que as condições (i) e (iii) 
também são satisfeitas. 


T == 5) =3(5) =x 


lg 76) = a LAG] = 6 


portanto. as condições (ii) e (iv) são satisfeitas. Logo f e g são inversas. 
2 fx) = x — 4para -1 = x = le g(x) = x + 4 para —5 = x = —3 


SoLução 
O domínio de fé [-1,1]e a imagem de g é o mesmo intervalo [= 1,1] (Fig. 1); 
portanto. a condição (i) da definição 1 está satisfeita. O domínio de g é 
(—5,—3) e a imagem de f é o mesmo intervalo [—5.—3]: logo, a condição (iii) 
da definição | também está satisfeita 

Já que 


(7 2а) = Sato] = flx + 4] = (x +4)- 4= x 


para todo x em [-5,—3] a condição (ii) também foi verificada. Do mesmo 
modo, 


(ge Nx) =S= gix- 4] = (х—4)+4=х 


para todox em [—1,1], de modo que a condição (iv) também foi verificada. 
Portanto concluímos que f e g são inversas, uma em relação à outra. 


y y 


Fig. 1 


200 ex e4, 
$Ex&-3 


(b) 


Segue-se a definição І, que se f е g são inversas, o domínio de f deve 
coincidir com a imagem de. g e a imagem de f com o domínio de g. 

Geometricamente, é fácil verificar se duas funções são inversas. De 
fato,as funções f e g sao inversas precisamente quando o gráfico de g ë o 
simétrico do gráfico de f em relação à linha reta y = x (Fig, 2). 


REVISÃO = 


simétrico do gráfico de, 
femrelgioay - x Y 


a reta vertical 27 
corta gráfico” 
em dois 7 
pontos ^ 


DEFINIÇÃO 2 


EXEMPLO 


=x 
Fig. 3 


De fato, o simétrico de um ponto P = (a,b) em relação à reta y = x é o 
ponto Q = (b,a). Mas se fe g sáo inversas e se o ponto P = (a,b) pertence ao 
gráfico def, então b = fla) e g(b) = g[fla)] = a. isto é, Q = (b,a) pertence ao 
gráfico de g: por outro lado, é fácil ver se f е g sao inversas e se Q = (b,a) 
pertence ao gráfico de g, então P = (a,b) pertence ao gráfico de f. Se o: 
gráficos de f e g são simétricos em relação à reta y = x, então não é difícil 
mostrar, da mesma forma, que f e g sáo inversas (Problema 17). Desta 
característica geométrica das funções inversas podem-se tirar duas conclu- 
sões imediatas: 

1 Nem toda função é invertível. De fato considere a função cujo gráfico 

é apresentado pela Fig. 3. O simétrico do gráfico de f em relação a y = 
x não é o gráfico de uma função, já que a reta vertical corta o gráfico em 
dois pontos. Logo f não pode ser invertida. 

2 Se uma função f é invertível. existe uma e somente uma função g tal 
que f e g sejam inversas uma da outra. De fato, g deve ser a única 
função cujo gráfico é simétrico do gráfico de f em relação a y = x. E 
comum denominar-se g de a inversa de fe utilizar a notação £ 
fato precedente pode ser formalizado através da definicáo seguinte: 


A inversa de uma função 

Suponha quef seja uma função invertível. Define-se a inversa da função 
f. simbolizada por f". como a função cujo gráfico é simétrico do gráfico de f 
Em relacio a reta y = x (Fig. 4). À função f `! é denominada a inversa de f. 


y 


Fig. 4 


Sejaf'a função definida pela equação Ax) = 2x + 1. Esboce o gráfico da função 
inversa f^ e determine a fórmula para f (x). 


SOLUÇÃO 


O gráfico de f é uma reta de coeficiente angular 2 com ordenada na origem 
igual a 1. O simétrico de uma reta em relação à reta y = x é novamente uma 


EXEMPLOS 


m 
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reta, visto que (0,1) e (1.3) pertencem ao gráfico def; (1,0) e (3,1) pertencem 
ao simétrico do gráfico em relação a y = x, ou seja, ao gráfico def", Portanto, 


š Р si T—D i 
o gráfico de f ' é uma reta de coeficiente angular Т д QoS ponto 
(1,0). Da forma ponto-coeficiente angular de uma reta y — y, = m(x — ху), 
temos que 
y = Ma(x — 1), isto é, f (x) = Wax — 1) (Fig. 5). 


Observe que f^", a inversa def, não tem o mesmo significado que If, o 
inverso de f. No exemplo acima, f (x) = Valx — 1), enquanto 

1 1 1 

к Чже с ien a 

f fix) 2x41 


Se f é uma função invertível, o gráfico def ! é o conjunto de todos os 
pares ordenados (b.a) tal que (a,b) pertence ao gráfico def. Esta observação 
estabelece a base para o seguinte método de determinação de f-': 


Figure 5 x 


fe)-2x*1 


Fig. 5 


Método algébrico para determinar f-' 

Passo 1 Escreva a equação y = fix) que define f. 

Passo 2 Resolva a equação no Passo | para x em função de y para obter x = 
f(x). Esta equação define f“! 

Passo 3 (Opcional) Se você prefere obter x como a variável independente na 
equação para =! ou se pretende esboçar os gráficos de f e def! no 
mesmo diagrama, então troquex рогу na equação obtida no passo 2. 


Utilize o método algébrico para determinar a inversa da função dada. Exe- 
cute o passo 3. 


f(x) 22x 1 
SoLucáo 


y = 2x + 1, 2x = y — 1e x = Ya(y — 1). Em seguida, trocandox por y na última 
equação, obtém-se y = Ya(x — 1). Portanto f”! é definida pela equação 


f (x) = 36 — 1). 
(Os gráficos de f ef”! aparecem na Fig. 5). 


SoLucáo * 
y=- 8, xX = y + 8 e x = Xy + 8. Em seguida, trocando x por y na última 
equação, obtém-se у = Yx + 8. Portanto, f! é definida pela equação. 


REVISÃO т 


о) УГЕ. 


Se estivermos utilizando certas variáveis para especificar determinadas 
quantidades físicas ou geométricas, é melhor não executar o terceiro passo do 
método algébrico, mas simplesmente pararao término do segundo passo. Por 
exemplo, o volume V de uma esfera de raior é dado pela equação V = “алғ. 
Sejaf a função definida por Ar) = Y%anr*, então V = fr). Utilizando o método 
algébrico, deve-se resolver а equação V = ftr) comr em função de V a fim de 
obterr =/1V). Tem-se então V бота 1 Vian = NAVIS. portanto, 
f é a função definida por f Ут. Мао se devem trocar as 


variáveis г e V na equação r Ат, sob o risco de abandonar nossas 
considerações iniciais — a interpretação de quer é o raio da esfera e V o seu 
volume. 


Conjunto de Problemas 9 


Nos problemas de 1 a 6, a função dada f tem uma inversa f". Em cada caso, 
diese mise f“! pelo método algébrico e então verifique diretamente que (f sf” x) = x 
qu naco х no domínio de f^! e que (Ft > f)(x) = x para todo x no domínio de f. 


E Элр=7х—13 2 f(x) = mx, m # 0 AMO 
ax+b 
= 7, ad + b 
s 6 f(x) ug * bc 


Mesire que as funções f e g definidas por f(x) =” “eg(x)= são 
mmersas uma da outra. 


8 Fome que sem e b são constantes com m * 0, as funções afins dadas por fix) = mx 


1 Bs 
e g(x) = — x — — são inversas uma da outra. 
m m 


9 Sejafa função definida por f(x) = V4 — х? para x > 0. Mostre que f é a sua 
propria inversa. 


BB Seja Га função identidade е ѕеја uma função qualquer tal que Г ef sejam 
m»ersas uma da outra. O que se pode concluir sobre f? 

l+ x 

E Yenfique se as funções f e g, definidas por f(x) = Nº para x > O e 

2 1- x 

god v 

йх}= [É 5) para x # = 1, são inversas uma da outra. 

pe 1 


її Suponha que f seja uma função invertível e que os números reais a e b 
pertencam ao domínio de f. Prove que se fla) = fb), então a = b. 

1З Mostre geometricamente que a função f é invertível se e somente se 
nenhuma reta horizontal intercepta seu gráfico em mais de um ponto. 
Sugestão: Ао se considerar o simétrico de uma reta horizontal em 
relação a y = x, obtém-se uma reta vertical.) 

MH Quais das seguintes funções são invertíveis? 

consiste em quatro pares ordenados (0,1), (1,2), (2,1) e (3.2). 
ib) f é definida por Дх) = 3x + 5. 
te) f é definida por Дх) = x° + 1 

15 Mostre que a função f é invertível se e somente se possuem a seguinte 
propriedade: se a e b são dois números reais distintos no domínio de f, 
então fia) e fíb) são sempre números reais distintos. 

16 Determine se cada uma das funções cujos gráficos são apresentados pela 
Fig. 6 admitem uma inversa f-'. Em caso afirmativo, esboce o gráfico da 
função inversa em relação ao mesmo sistema de coordenadas xy. 

17 Suponha que f e g sejam funções tais que os gráficos de f e g sejam 
simétricos em relação à reta y = x. Utilize a definição 1 e mostre direta 
mente que f e g são inversas uma da outra. 
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š 
t 1 
А 
=x = 
y o o 
tad (b) 
2 y 
4 4 
T 
— — 
= eo 
0 0 
(o) (dy 


Fig. 6 


Conjunto de Problemas de Revisão 


1 Suponha que a e b sejam números reais tais que a < b. Quais das seguintes 
afirmações são verdadeiras ou falsas? 


(а) a« Sb (b) —3a < —3b (c) Sa < —(—5b) 
(d) a+5<b+5 (e) 1/a> 1/b (1) a-7>b-7 
Nos problemas de 2 a 13, resolva a inequacáo e represente a solugáo na reta 
numérica. 
2x-6 
2 х—5<7 33x 4228 43x-2>1+2x 5—8 
2243 т 26х20 <0 8 x!-éx-7«0 9 25945 
x-4 
us 
x43 
Ld Ж! 1 I 
a) —<— b) =< — c) — < — 
Ma (9 x1 © G 1 106 
(d —x<x (e) — < 
15 Dé dois exemplos diferentes de números reais a, b, c ed com a < be c < d, porém 
ac > bd. 
2ab b 
16 Mostre que = rS ab < = paraa e b, números reais positivos. 
" 
17 Use a notação de valor absoluto para obter uma expressão para a distância entre os 
dois números dados numa reta numérica. Simplifique sua resposta. 
1 1 x 
а) —6 e 5 b) 1 ão Š 
(a) —6 e re bed e 


REVISÃO 


Жез problemas de 18 a 23, resolva a equação de valor absoluto. 


шю :-1j-3 19 [2x-3|=5 20 |x—6| =- 


23 |e —$|=0 


28 Comprove ou rejeite as seguintes afirmações: Se x é um número real, 


Nos problemas de 25 a 32, resolva a inequação de valor absoluto e indique а 
na reta com números. É 


= x+5|<6 26 |3x+4|<2 27 |1— x| > 


1 
“2-6 d « 8 di as 
xd LS i [х=] 


ЗВ Mostre que os pontos (12,9), (20,—6), (5.—14) e (—3,1) são os vértices de um 
do. 


Эа Mostre que os pontos (8,1), (-6,—7) e (2,7) são os vértices de um triângulo 
músceles. 
ЗЕ Utilize o conceito de coeficiente angular para mostrar que os pontos A = (—2,1), B 
= 12.3) e C = (10,7) são colineares. 
mu шге a fórmula da distância e o conceito de coeficiente angular para mostrar que 
as pontos (6,1), (5,6), (—4.3) e (—3,—2) são os vértices de um paralelogramo. 
Nos problemas 37a 41, determine a equação da reta que satisfaz a condição dada. 
Ж O coeficiente angular é —12 e a reta contém o ponto (1,3). 
Æ A reta contém os pontos (5.6) e (—1,2). 
39 O coeficiente angular é zero e a reta contém o ponto (3,-7) 
A reta é paralela à reta 4x — 5y + 6 = 0 e contém o ponto (5, —3). 
dB A reta é perpendicular à reta бх — 2y + 7 = 0 e contém o ponto (-8,3). 
Nos problemas de 42 a 47, determine o domínio da função dada e verifique se 
amste simétrico deste gráfico em relação ао eixo y e em relação à origem. Esboce 
também o gráfico da função. 


€ i= yE 43 g(x) = (x* — 1)? 44 f( 


© бх) = [3x 7| 46 g(x) = 47 h(x) = 


= 


48 Mostre que o simétrico do ponto (a,b) em relação a y = x é (b,a). 


x [E 
49 A função f definida por f (x) => — T se БЕ iii Explique. 
£ 


x| 


3 Seja f a função definida por f(x) = 


ze seja g(x) a função definida por 
d 


ax) = 


Ei 


x+ 


(a) Determine os domínios de f e de g. 
(b) f e g são funções algébricas? 
(c) É verdade que = g? Explique. 
51 Seja f a função definida por fx) = 4x". Calcule, 


(а) f(-1) (o) (ü) (6) f(-3) 
(e) 704) O jx). (g) f(x 5) 
a) G v) 


52 Para a funcáof, determine se [fx)F = ft) é satisfeita para todos os valores de x. Se 
nào for satisfeita tal condição, determine os valores dex para os quais ela é falsa. 


(а) /(х)=х (с) Дх) = [x] 


Nos problemas 53 a 56, determine o domínio da função e determine se ela é par, 
impar ou nem par nem ímpar. Esboce o gráfico. 


(4) 10) 


(В) fix +h- 


Fx) 
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83 fixi ?x| 54 х) = |х| x 55 hix) = (2x] 56 F(x)= 9 45 


Nos problemas 57 a 62, determine as identidades trigonométricas comuns para 
simplificar as expressóes dadas. 


57 cos [x — y) cos y — sen (x — y) sen y 58 sen 20 cos Ü + cos 26 send 
secr + tant sen x(sec x — 1) cos x 
59 A yn Jess 
cos! — tan г — sec t cosx— 1 
(sen? t — cos? г)? & 1 " 1 
sen* t — cost r 1+ ѕепг l—senr 


63 Seja f uma função definida por Дх) = 5x* — 1 е g definida por glx) = 5x + 7 
Determine cada expressão 


(a) (f gy4) (b) (/ + 5g3) (с) (7 — 39)2) (d) (1:00) 
e (е O (^ 2249 e (Eles (в) (^f 
(ü — ыш (j) лы 
64 Sejafa função definida por f(x) = 2z qj Determine constantes A e B tais que fi)- 
idi 


Nos problemas 65 a 67, achef eg e g «f se: 
{хе gx) = Vx 
m+ 7e g.) = 
Y + 2re gin) 
68 Suponha que/fornece a área de um quadrado em função do comprimento de uma de 
suas diagonais. Expresse f como composição de duas outras funções. 
Nos problemas de 69 a 71, mostre que f e g são inversas uma da outra, 
69 Ax) = x! para x > 0 e g(x) = * 


T+ 4x 
2— 3x + 2рагах «3 e gx) = — v — Tox zd 


70 f(x) 5 


тї f(x)= 


Te 


72 Seja g a função definida por g(x) = |x + 2]. g é invertivel? Por r que? 

73 Se f é invertível, mostre que f ! é também invertível e f) 

74 Suponha que A, B e C sejam constantes com A > 0. Scja a função definida por fx) 
= Ax? + Bx + C com x = —B/2A. Mostre que a função inversa é dada por 


-B+ BE 4AC +4Ах 4AC- В? 
ii v 
f '()= zi раа X2 
75 Use o método “algébrico” para determinar a inversa de cada uma das funções 
abaixo: L 
13 
(a) f(x) = 7x — 19 (b) а(х) = —7х* (c) Mx) == 


76 Suponha quef, g eh sejam funções cujodomínioé i. Prove que (f+ g) sh = fh + g 
eh. A afirmação f ° (g + A) = f° g + f = h é verdadeira ou falsa? Explique. 


EXEMPLO 


LIMITES E CONTINUIDADES 
DE FUNCÓES 


O conceito básico sobre o qual o cálculo se apóia é o de limisede função. 
Neste capítulo apresentamos a idéia de limite e a usamos para estudar a noção 
de continuidadede função. Em capítulos subseqüentes a noção de limite será 
usada na formulação das definições de derivada е integral, O cálculo é o 
estudo dessas idéias específicas — limite, continuidade, derivada eintegral. 


Limite e Continuidade 


A idéia de limite é fácil de ser captada intuitivamente. Por exemplo, 
imagine uma placa metálica quadrada que se expande uniformemente porque 
está sendo aquecida. Se x é o comprimento do lado, a área da placa é dada por 
А = x°. Evidentemente, quanto mais x se avizinha de 3, a área A tende a 9 
centímetros. Expressamos isto dizendo que quando x se aproxima de 3, x? se 

aproxima de 9 como um limite. Simbolicamente, escrevemos 


lim x? =9, 


x3 


onde a notação "x — 3" indica que x tende a 3 e “lim” significa “о limite 
de^. 


Se f(x) = x?, mostre graficamente que lim x? = 9 
28 


SOLUÇÃO 
Do gráfico da Fig. 1, podemos ver claramente que se x tende a 3, o valor da 
função f(x) tende a 9 como um limite. 


Generalizando, sef é uma função ea é um número, entende-se a notação 


lim f(x) = L, 


xa 


сото "'o limite de f(x) quando x tende a a é L”,isto é, f(x) se aproxima do 
número L quando x se aproxima de a. Embora não apresentemos uma 
definição mais formal na Seção 1.1, uma compreensão prática de limites pode 
ser adquirida tomando em considerações os próximos exemplos e ilustrações 
geométricas. 


Determine lim (5х + 7). 
2-4 


SOLUÇÃO 
Quandox tende a4, 5x tende a 20, e 5x + 7 tende a 27. Logo. lim (Sr - 7 


Infelizmente, não é possível a determinação do limite de uma 
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fsa? 


-x 


Fig. 1 


simples considerações aritméticas, como no exemplo anterior. Primeira- 
mente, os valores das funções variam tão desordenadamente que nunca se 
estabelecem e tendem a um limite, quando dizemos que o limite não existe 
(Na Seção 3 daremos alguns exemplos onde não existe limite; entretanto, na 
presente Seção nossos exemplos escolhidos de maneira que todos os 
limites requeridos existam). Em segundo lugar, a função pode ser tão compli- 
cada que o limite, mesmo que exista, não é evidente por simples inspeção. 
3x? — 4x —4 Я 

х5 7 * considere o problema da 


determinação do lim f(x). Aqui o comportamento de f(x) não é tão claro 
E 


Por exemplo, seja f(x) — 


quando x — 2; entretanto, podemos, intuitivamente, ter idéia do comporta- 
mento calculando alguns valores de f(x) quando x chega bem perto do valor 2, 
mas sem assumi-lo. Esses valores são mostrados na seguinte tabela: 


| 1,25 | 1,50 175 | 190 | 1,99 | 1,999 
| 


650 | 725 | 770 | 797 | 7997 


Igualmente. a próxima tabela nos mostra alguns valores de ffx) quando 
x se aproxima de 2. mas permanece maior que 2: 


x s | xs | 250 | 225 | 210 | 200 | 2001 


EXEMPLO 


1025 | 950 | 8,75 | an 803 | 8003 


Evidentemente, quando x tende a 2, f(x) tende a 8. Somos levados а 
supor que: 
"od 
lim — 
a2 


Esta suposição pode ser verificada por álgebra elementar, como no 
exemplo a seguir. 


sonans 302 = 4—4 
Determine lim —. 
хз x-2 
SoLução 
e 3x2 — 4x — 4 ЕМ А 
Se f(x) == - o domínio de f abrange todos os números reais х 


#—2 


Тоу =3х+ 2, 
x*2 


Ponto (2,8) 
excluído do 
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exceto para x = 2 (que anula o denominador). Estamos interessados com o 
valor de f(x) quando x se aproxima de 2. O que acontece quando x alcança 2 
não está em questão aqui. Para x + 2 


(х + 20x — 2) 


ж =2 


3x! - 4x — 4 


= 3x.+ 2. 
mE х+ 


fe) 


Em conseqüéncia, quando x tende a 2, f(x) tende a 8, isto é, 


2 
ы ш  anxa2)-s 


lim f(x) = lim É 
2 1-2 


х-2 


х2 
O limite achado no exemplo anterior pode ser ilustrado geometricamente 
3x2 — 4x —4 
figa 
rasa 


2 
Desde que f(x) = 3x + 26 válido parax + 2, este gráfico é uma linha reta сото 
ponto (2,8) excluído. А Fig. 2 nos mostra claramente que f(x) pode assumir 
valores tão próximos de 8 quanto desejarmos pela simples escolha de x 
suficientemente perto de 2 (mas não igual a 2). 

Vimos па Fig. 2 que na determinação do limite de f(x), quando x tende 
para a, nào interessa como f está definido em a (nem mesmo se f está 
realmente definido). A única coisa que interessa é como f está definido para 
valores de x na vizinhança de a. De fato, podemos distinguir trés casos 
possíveis como segue: 


com o traçado do gráfico da função (Fig. 2). 


Suponha que limf(x) = L. Então exatamente um dos três casos é válido: 
Caso 1 f está definido em a e fla) = L 

Caso 2 f nào está definido em a 

Caso 3 f está definido em a e fla) + L. 


Os três casos são ilustrados pelos exemplos seguintes. 


Determine lim f(x) e trace um gráfico da função para ilustrar o limite envol- 
vido. ss 
1 fe) =x +2 


SOLUÇÃO 

Aqui, f está definido em 2 e (2) = 4. Quando x tende a 2, x + 2 claramente 
tende a4, então lim f(x) = 4, o mesmo valor que a função fassume emx —2 
(Fig. 3). Ro 


Mx) =x +2 
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| ponto 42.4] 
S —|- excluido do 
gráfico 


Fig. 4 
SOLUÇÃO 
Aqui, f não está definida em 2. mas para x + 2, 
2 
х2-4 (x-2)x42) 
em —— Б 
A x—2 x—2 


conseqüentemente, Jim Дх) = lim @ + 2) = 4 (Fig. 4). 


_ |х+2 sex £2 
“6 sex=2 


lculo de tal limite, fazemos x se aproximar de 2, mas obrigando que x + 
2. Então temos lim f(x) = lim (x + 2) = 4. Consegiientemente, Д2) = 6 + 4, 
2 m 


de tal maneira que o limite de f(x) quando x tende a 2 não é o mesmo que o 
valor da funçáo em x = 2 (Fi 

Nos Exemplos 2 e 3. a função f " porta-se mal" em x = 2, enquanto que 
no Exemplo 1, o valor (2) de f em 2 coincide com o valor limite, isto é, lim 


a 


Ях) = 52). Em geral, se lim fx) = fia), dizemos que a função f é contínua 


ema. Assim, as funções traçadas nas Figs. 4 e 5 nào sào contínuas em 2, 
enquanto que a função traçada na Fig. 3 é contínua em 2. A idéia de continui- 
dade será estudada mais detalhadamente na Seção 3. 


Fig. 5 


1.1 Definição formal de limite 

Na discussào anterior tratamos da idéia de limite intuitivamente, porém, 
os cálculos realizados numa firma de fundações exigem uma definição mais 
formal de limites. Dizer Хх) tende a L quando x tende para a" carece de 


DEFINIÇÃO 1 


EXEMPLOS 1 
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ж 


precisão. O quanto próximo de f(x) está L? O quanto próximo de 

Em considerações rigorosas envolvendo limites, os matemáticos 
mam utilizar as letras gregas e e à (chamadas épsilon e delta. respe; 
mente) para denotar números reais que indicam o quanto perto de fix) L es 
o quanto x está perto de a, respectivamente. Evidentemente. dizer que fix 
está perto de L é equivalente a dizer que | f(x) — L| é pequeno. Analogamente 
x está perto de a quando |х — a| é pequeno. Sendo assim, afirmar que lim fix: 


= L é afirmar que, para qualquer número positivo є, por menor que ele seja. 
haverá sempre um número positivo ë suficientemente pequeno tal que fix) — 
L|< e válido sempre que 0 <  — a| < $. Na maioria dos casos o valor de à 
dependerá do valor de e, e quanto menor for o e escolhido, menor será o à 
necessário. 


Fig. 6 


Na discussão realizada acima, a condição 0 < k —a| significa que x +a e 
reflete nossa afirmação anterior de que, ao achar o limite de fx) quando x 
tende a a, o valor de f(x) quando x = a não tem importância. 

A Fig. 6 mostra que a condição 0 < |x — a] < 8 significa que x se encontra 
no intervalo aberto (a — 8, a + 8), mas x + a. Igualmente, a condição | f(x) — 
Ц < e significa que f(x) se encontra no intervalo aberto (L — e, L + e). 
Geometricamente, lim f(x) = L significa que, para x + a, podemos garantir 


que fix) se encontra em qualquer pequeno intervalo aberto em torno de L se 
garantirmos que x está em um intervalo aberto escolhido em torno de a. 


Resumamos, agora, estas considerações em uma definição formal 


Limite 


Seja f uma função definida em um intervalo aberto qualquer que conte- 
nha a, excluindo o valor a. A afirmação lim Дх) = L significa que, para cada 


número positivo e. há um número positivo tal que | f(x) — L| < e sempre que 
0< x- a| < 5. 


Dado e = 0,03, determine um 8 positivo tal que |(3x + 7) — 1| < e sempre que 
0«|x—-(-2| < 8. 


SoLUÇÃO 
Temos 


|Gx4 7)—1|= [3x 6| = |3(х+2)|=3|х-2 e 
Ix - (-2)1= |x +2); 


Assim, devemos determinar um 8 positivo tal que 3 x — 2 < ses 
válido sempre que 0 < lr + | <à. 5 em 
A condição 3 [x + 2| < 0.03 é equivalentea x = 2 «0.053 = 
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devemos determinar um à positivo tal que |x + 2] < 0,01 é válido sempre que € 
< k + 2| < 8. Obviamente, à = 0,01 serve, bem como qualquer outro valor 
positivo menor. 


2 Usea Definição | para provar que lim (x *7)21. 
e 
SoLução 
Seja e > 0. Devemos determinar 8 > 0 tal que |(3x + 7) — 1| < e sempre que 
9 < |x — (- 2)| < 8, isto é, sempre que 0 <| x + 2| « 8. Como no Exemplo 
1, temos (3x + 7) — 1| 2 3 |x + 2| 
, 
( 
-x 
Fig. 7 


Consegüentemente, a condição (Зх + 7) — l| < eéequivalentea3 |x + 2| < e. 
isto é, k + 2| < ef3. Assim, devemos determinar um б positivo tal que |х + 2 
< el3 sempre que 0 < k + 2| < à. Obviamente. 8 = e/3 serve, assim como 
qualquer outro valor positivo menor para 8. Isto prova que 


lim (3x + 7)= 1 


(Fig. 7). 


Conjunto de Problemas 1 


lusu OS problemas 1 a 6, determine o limite e trace o gráfico de cada função para 
ilustrar o limite envolvido. 


1 dim3x 2 lim (3x — 6) 3 lim (2 3х) 
id xs sa 
e 

4 lim é 5 lim |1—2x| 6 lim 


хәз X 


x=1:2 asa Х— 3 


Nos problemas 7 а 12, determine cada limite. (Tente simplificar fatorando e 
cancelando se possível.) 


12 622+ 1 

8 im Atl 
m” 143 
2 

Xi, iis ce 
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13 Lose > gráficos dos problemas 1 a 6 e diga quais das funções são contínuas nos 
de x dados: 


+ cix) 3x para x (b) g(x) = 3x – брагах = 1 
< Fu)22-3xparax =- 2 “para x = 5 
х 
=. 
= а) = |1 2х|рагах = Ye @ ro) y para x = 
x-3 

Nos problemas 14 a 20, para o e dado, determine um ë positivo tal que | Ax) — L| 
< e sempre que 0 < | x — a| < 8. 
Ww oou-x-3L254a-22.€-001 lim (x +3) =5 

222 
E -01=4x—1,L=11,4=3,6=0,01. lim (4х — 1) = 11 
хәз 
ne 4x L=7a=-1,2=002, lim (3 — 4x) = 7 
т = 0 
= 
+1 x+1 
P (t= L pusupa s pai h tis 
2 x5 
3 '"x)-2x,5L-94,4—2, 2-01, lima = 4 
E 

Nos problemas 21 a 26, verifique se cada limite está correto, pelo uso direto da 
Def идо 1. Isto é, para e > 0, ache 8 > 0 de tal maneira que | f(x) — L | < e válido 
sempre que 0 < [x —a | «8 
Zoim(x-5)-3 22 lim(2—5x)-2 23 lim (4x — 1) - 11 

sá x20 223 

2-16 * " 

Mim 25 lima = a, onde a é constante 26 lim|x—2]=0 

m х-э x 


2 Propriedades dos Limites de 
Funções 


Até agora, temos estimado os limites das funções por intuição. com 
auxílio do gráfico da função, com o uso de álgebra elementar, ou pelo uso 
direto da definição de limites em termos de e e ô. Na prática, entretanto. os 
limites são usualmente achados pelo uso de certas propriedades. que vamos 
estabelecer agora. 


Propriedades básicas de limites 
Suponha que lim fix) = L e que lim g(x) = M, então 


1 lim [f£ (x) + g(x)] = lim f(x) + lim (х) =L + M е 
lim [f (x) — g(x)] = lim f(x) = lim g(x) = L М 


=a xa 
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2 lim [cf (x)] = c lim f(x) = cL (c é uma constante qualquer). 


xa xa 


3 lim 70) 9) = [im ғо : lim аб) | =L:M. 


a im f(x) 
deei g(x)=M + Sedis m = Tm Ий” Ea 


5lim[f/(x) = [im л] = L" (п ё um inteiro positivo qualquer). 


xa 


6 lim f(x) = йт f(x) = J/Lse L > 0 enéum inteiro positivo, 


xa xa 


ou se L = 0 e n é um inteiro positivo ímpar. 


7 lim |j] = 


xa 


= Ш. 


lim f(x) 


8 lim c = c (c é uma constante qualquer) 
xa 
9 lim x= a. 


10 Se é uma função tal que A(x) = f(x) é válido para todos os valores 
dex pertencentes a algum intervalo ao redor dea, excluindo o valor 
X — a, então 


lim h(x) = lim f(x) = L. 


xa xu 


As propriedades | e 3 podem ser estendidas (por indução matemática) 
para um número finito qualquer de funções. Todas as propriedades acima 
devem parecer bastante razoáveis para os leitores que adquiriram um con- 
ceito intuitivo de idéia de limite. As propriedades Та 10 podem ser demons- 
tradas a partirda definição formal de limite. Entretanto devemos adiar essas 
provas atéa Seção 7 eaceitar tais propriedades, por agora, como verdadeiras. 


EXEMPLOS Nos exemplos 1 a 5, ache cada limite e indique quais das Propriedades de la 
10 você usou. 


1 Seja lim ft) =9e lim g(x) = 4. Ache: 
Ee m 


(2) lim Lts) а) (0) im [3/69 - 2009) 


© lim TA) (0) lim 7e 
SOLUCAO 
(a) lim [/(х) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) (Propriedade 1) 
ed хәз x3 
=9+4 = 13. 


(b) lim [3 f(x) — 29(x)] = lim 3f (x) — lim 2g(x) (Propriedade 1) 
хәз хэз 123 
=3 lim f(x) — 2 lim g(x) (Propriedade 2) 
хоз 123 


= 3(9) — 2(4) = 19. 
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(c) lim VJE) g(x)= nt TONO ' 


NIE 


= {/%(4) = ,/36 = 6. 


x3 


А a| š 
d) lim |== |= |lim ——— | (Propriedade 7) 
(a) aos | de) | tros 90%) 
lim f(x) 
= |223 | (Propriedade 4) 
lim g(x) 
23 
“ _|9|_9 
FIE EF 
2 lim (41? + 5t- 7) 
152 
SOLUÇÃO 
lim (4? + 51 — 7) = lim 41? + lim 5t + lim (—7) 
t2 pex 12 t2 
= 4 lim £? +5 lim i + lim (-7) 
En m аз? 
= 4 lim £? + 5(2) + lim (— 7) 
pe 2 
=4 limt? + 10 + (—7) 
+2 
4 2 
= afim ) +3 
192 
-24(Qy +3=19 


3 lim 


y23 


SoLUÇÃO 
Procedendo com no Exemplo 2, temos 


lim (y? + 5y + 3) = 32 + S( 


a 


us 
+ 
\ 


lim METTE 


y>3 


Conseqüentemente, usando a Propriedade 6, obtemos 
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Propriedade 6) 


| ato) (Propriedade 3) 


(Propriedade 1) 
(Propriedade 2) 
(Propriedade 9) 


(Propriedade 8) 


(Propriedade 5) 


(Propriedade 9). 
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" ut ni 
4 lim 
хәт Х—7 
SoLução 
A Propriedade 4 não é aplicável aqui, pois lim (x — 7) = 0. Entretanto, 
х2 — 49 -— 
2” х +7 éválido para todos os valores dex com exceção do valor 
x- 


X = 7; assim, pela Propriedade 10, 


2 


lim tim (х 7) =7+7=14, 


кей X x1 


5 lim 
x0 x 


SOLUÇÃO 

Note que, novamente, não podemos aplicar a Propriedade 4, pois o denomi- 
nador tende a 0. Aqui devemos aplicar o seguinte artifício — multiplicar o 
numerador e o denominador por VZ+x + 2 para racionalizar o numerador, 
Temos 


М#+х—2 _(%+х—2%+х+2) 
х x( [4 + x +2) 


x 1 
S= — para x +0, 
x(/4 + x 4-2) 4+x+2 


Assim, pela Propriedade 10 


pow Xx _ 1 
lim - = lim — =— 
x-0 x x50 f A + x 2 
E L 2 
JA«2 "4 


Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas 1 a 6, ache cada limite, Suponha que йт) = 4 e lim ебх) = 3 
E E 


1 lim [/(х) + g(x)] 2 lim [/(х) — а(х) 3 tim [769 ato] 
) a | 
gba zs] 5 lim JN ah) 6 Ly 


Nos problemas 7 a 27 


valie cada limite. Indique quais das Propriedades de 1 a 10 
são usadas 


2 
7 lim(s-3x- x) 8 lim (5x2 — 7x — 3) 9 lim” 


х--1 х-з xi 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNCOES a 


"T E" 
ji jns E 12 ша” 
х 52 2x—5 


my + 4y-4 
18 Him (EU sn 
yai Ny" +4? + Зу 


23 lim 


Же  i1-—— 1—. 26 lim 
cw чу NRI 1-0 


Д8 1 тооттоР está se movendo ao longo do gráfico de fdefinido pelaequação fix) =x? 
em corno da origem O. Se a mediatriz do segmento de reta OP intercepta o eixo y no 
жо D qual o limite de D quando P tende à origem O? 


3 Continuidade — Limites 
Laterais 


Mencionamos na Seção 1 que quando o lim ftx) = fla). a função f é 
contínua em a 
De agora em diante consideraremos isto uma definição oficial 


DEFINIÇÃO 1 Função contínua 
Dizemos que a função f é continua em um número a se e somente se as 
seguintes condições forem válidas. 
G) f(a) é definido, 
(ü) lim f(x) existe, e 


(Gü) lim f(x) = f(a). 


хва 


EXEMPLOS 1 А função f definida por f(x) = x? —3 é contínua em 0? 


SoLução 
Como f(0) = 0* — 3 = — 3, /(0) é definida. Também, 
lim f(x) = ш (x? —3)- lim x? — lim 3 
x20 х=0 E 
= (im x)” —3=0%—3=—3; 
1-0 
Assim, 
lim f(x) = 
20 


Como as condições de (i) a (iii) da Definição 1 foram satisfeitas. con- 
cluímos que f é contínua em 0 (Fig. 1). 


EXEMPLO 
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Fig. 1 


ө 


Mostre que a função f no Exemplo | é contínua para qualquer valor de a. 


SoLução 
Aqui, fla) = a? — 3 é definido. Como no Exemplo 1, 


im f(x) = lim (x? -3)2a? — 3 = f(a); 


1 
xa ха 


assim, f ё contínua para todo nümero а. 
,  Sequalqueruma dascondições (i) a (iii) da Definição 1 falha, dizemos quef 
€ descontínua no número a. 


Verifique se a função f definida por 


2x! + 3x +1 1 
— sexo 
J=; x+1 

b sex= —1 
é contínua para o número — 1. 
SoLucáo 
Para x £ — 1, temos 

2x? (2x + 1)(x + 1) 


Дх) = 


* # L 


assimaretay = 2x + 1 representa o gráfico de f'para todos os pontos dex com 
exceção do ponto x = — 1, onde surge um “buraco”. O valor definido da 
Гипс̧ао f em — I é — 3, surgindo, então, um ponto (— 1,3) no gráfico da função 
f. acima do “buraco” (Fig. 2). Como f(x) = 2х + 1 para todos os valores de x, 


com exceção de x = — 1, a Propriedade 10 da Seção 2 dá 
lim f(x) = lim (2x + 1)= —1. 
adc YE 


Assim, f(— 1) = 3 £ — 1, então temos 
lim /(х) # f(-1) 
35-1 
Conclui-se que f é descontínua no número — 1. 
Outro exemplo de funçào descontínua é dado por 
_|3х—2 sex<3 
5— x sex 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNCOES a 


foy 2x + 1, 
x*-l 


Fig. 2 


Fig. 3 


O gráfico def (Fig. 3) indica visualmente uma descontinuidade em x = 3. 
Com o fim de estudar esta descontinuidade, é conveniente a introdução da 
idéia de limite lateral,ou seja, um limite de f(x) quando x tende a 3 através de 
valores em um único lado de 3. A Fig. 3 mostra claramente que o valor 
numérico f(x) tende a 7 quando x tende a 3 para valores menores que 3. 
Denotamos tal fato simbolicamente como 


lim f(x) 7, 


x23- 


a condição de x tender a 3 pela esquerda sendo denotado por х —3-. 

Da mesma maneira, a condição de x tender a 3 para valores sempre 
maiores que 3, isto é, x tender a 3 pela direita, é denotado por x — 3*. 

Da Figura 3 vemos que 


lim f(x) = 


rar 


Se os dois limites laterais de f(x) quando x — 37 e quando x — 3* não são 
iguais, nào é possível haver lim f(x). Conseqüentemente (como já esperáva- 
E 


mos por inspeção da Fig. 3), f é descontínua no número 3. 

Não obstante nós darmos definições formais de limites laterais na Seção 
3.1, oleitor deve ter uma idéia bem clara de limite pela esquerda e pela direita. 
De fato, lim f(x) = L significa que podemos fazer | f(x) — L | tão pequeno 
quanto desejarmos ao se fazer x suficientemente perto de a, porém е que 
a. Da mesma maneira, limão = = R significa que podemos fazer fix)— c 
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pequeno quanto desejarmos ao tomarmos x suficientemente perto de a, 
Porem maior quea. Se os dois limites laterais lim f(x) e lim f(x) existeme têm o 


mesmo valor, é claro que lim f(x) existe e que todos os trés limites tém o 
mesmo valor (Problema 29). 
Se lim/(x) existe, os dois limites laterais limf(x) e lim f(x) existem e todos 
ха mier 


Б, 

os trés limites são iguais (Problema 27). Conseqüentemente, sc os dois limites 

laterais lim f) e lim f(x) existem, mas têm valores diferentes, então lim fx) 
e кыш 


não pode existir, (Por quê?) Este método de mostrar que um certo limite não 
existe foi usado para a função traçada na Fig. 3. 

Pode ser mostrado que limite lateral satisfaz propriedades análogas às 
Propriedades 1 a 10 de limites, dadas na Seção 2. Por exemplo, suponha que 
lim Дх) = L e que lim g(x) = M. Então temos 
хә? 


хз 


lim [/(х) + g(x)] = L + M, 
lim 170) 90)] = L- M, e assim por diante. 


Em cada exemplo, (a) trace o gráfico da função, (b) ache os limites laterais da 
função quando x > a” e quando x > a*, (c) determine o limite da função 
quando x — a (se ele existe) e (d) diga se a função é contínua no número a. 


_ 2x-F1 зех<3|_ 


PE ape 
Fig. 4 
SOLUÇÃO 


(a) A Fig. 4 mostra o gráfico de f. 
(b) lim f(x)= lim Qx 4 1)=7 
хәз 


123 


lim f(x)= lim (10 x) 2 7 
132 x3 
(c) Como os dois limites laterais existem e têm o mesmo valor 7, então 
lim f(x) = 7. 
x3 
(d) Como/(3) = 10 — 3 = 7, então f está definido em 3. Como lim fix) existee 
E 
lim Дх) = 7 = f(3), então f é contínua em 3. 
E 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNCOES 


_ ||ж—2[| sex s 21. 
2 = sex=2 


— 


Fig. 5 


SoLução 
(a) A Fig. 5 mostra o gráfico de f. 
(b) Pela Propriedade 10 da Seção 2, 


lim f(x) = lim |x — 2|: 
ка и 
Assim pela Propriedade 7 da Seção 2, 
lim f(x) = lim (х —2)|= |0|= 0. 
el ES 


Segue-se que 


127 1227 


lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) =0. 
2 


0. 


(c) Como já vimos no йет (b), lim f(x) 


(d) f(2) = 1, lim f(x) = 0 + 1; assim, f é descontínuo em 2. 


E 2 


3 f(x) 


hex sex dl 


Fig. 6 


SOLUÇÃO 
(a) A Fig. 6 mostra o gráfico de f. 
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(b) lim f(x) = lim 3—x2)-2 


x-1 x17 
lim f(x) = lim (I + x?) 22 
xit [auc d 
(c) Como os dois limites laterais existem e têm o mesmo valor 2, segue-se que 
lim f(x) = 2. 
= 


(d) Comof(1) = 3 — 1° = 2, entãof está definido em 1. Como limfix) existee 
lim f(x) = 2 = f(1), então f é contínua em 1. 


3.1 Definicóes formais de limite lateral Р 
As definições formais dos limites laterais em termos de e e 8 são obtidas 
por algumas modificações da Definição | da Seção 1.1. 


DEFINIÇÃO 2 Limite à direita 
Seja f uma função definida em pelo menos um intervalo aberto (a, b). 
Dizemos que L é o limite de f(x) quando x tende a a pela direita e escrevemos 
lim f(x) = L se, para cada número positivo e, existe um número positivo 8 tal 


г-а+ 


que | fix) — L |< e sempre que 0 < x -a < 8. 


DEFINIÇÃO3 Limite à esquerda 
Seja f uma função definida em pelo menos um intervalo aberto (с. a). 
Dizemos que L é o limite de f(x) quando x tende para a pela esquerda e 
escrevemos lim f(x) = L se. para cada número positivo z. existe um número 


positivo 8 tal que | f(x) — L | < e sempre que — £ — ë g; 

A relação existente entre limite, limite lateral à direita e limite lateral à 
esquerda é dada pelo próximo teorema, cuja demonstração deixamos a cargo 
do leitor (Problemas 28 e 30). 


TEOREMA 1 Limite e limites laterais 
O limite lim f(x) existe e é igual a L se e somente se ambos os limites 


laterais lim f(x) e lim f(x) existem e têm o valor comum L. 
mai acus 


Conjunto de Problemas 3 


Nos problemas 1 a 14, (a) trace o gráfico das funcóes dadas. (b) ache os limites 
laterais das funções dadas quando x tende para a pela direita c pela esquerda, (c) 
determine o limite da função quando x tende para a (se o limite existe) e (d) use a 
definição de continuidade e diga se a função dada é contínua em a. 


cp EX sep 
|5 +х sex «3l. |с ёз = 


= Р(х) = s =0ta= 
uu Beer сЕ 2 F(x) p sexe да 0 
de Pro ssl PEA A 
dalla gens |a= 1 & ав) кусур! 
x-2 
_!|х—5| sex 5i _ est sexta) > 
s Hi)= |, a 6 H(x) = 4 |x-2] pet 
1 sex=2 
I 1 sex#2 
¿fa Aer seo) ИИ Жеты d rac: 
? Fixe sers sa- ;а=2 
O sex-2 
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I 3-x? sex « —2 
10 R(x)= | 0 sex= ha 
= х? sex> —2 


12 g(x)=[x] + [5 — x],a = 4 


14 т(х) = [1 x] - Ix - 1]. a2 1 


É 4х) = |25] 16 f(x) = Зх + |3x| 17 Ех) = 18 (х) = 33 - 4 5 
19 Сіх)= 20 G(x) = [3x] 2 H(x)- il 


= Explique: Se f é uma função racional e se está definida em um número a, então lim 
=n = fla). 
=3 2) Explique por que frequentemente achamos lim f(x) apenas pelo cálculo do valor 
de f no ponto a. ай 
=, Dé um exemplo para mostrar que lim f(x) = fla) pode não ocorrer. 


34 Dada uma função g definida pela equação 


xii 


sex# 1 


sex= 1. 


determine o valor de a para que g seja contínua em 1. 


= Ache lim Vx = e diga por que lim V x = Z nào existe. 
bl bel 


ж ache lim Í e explique por que lim — não existe. 
a-0- X x-0 


17 suponha que lim ftx) = L. Dê um argumento intuitivo que explique por que 
necessariamente lim f(x) = L. 

28 Suponha que lim ftx) = L. Dé um argumento formal usando a definição de limite 
zom e, 8 para provar que lim fo) zL. 

29 Suponha que lim f(x) = tm f(x) = L. Dê um argumento intuitivo para explicar por 
que. conseqüentemente, lim Дх) = L. 

æ Suponha que limfe) = lime) = L. Dë um argumento formal usando a definição de 
¿mite com e e 8 para ла que limfa) = L. 

31 Estabeleça a propriedade análoga à Propriedade 3 da Seção 2 para limites à 


esquerda. 
э: Estabeleçaa propriedade análoga à Propriedade 10 da Seção 2 para limites à direita. 


4 Propriedades das Funções 
Contínuas 


Suponha que f e g sejam duas funções contínuas no número a. Ert: 
tanto fla) como g(a) são definidas, e consequentemente (f -gila = 2 
g(a) é definida. Além disso, pela Propriedade 1 da Seção 2. temos que 
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lim (f + g)(x 


xa 


lim [f (x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) 


= f(a) + gla) = (f + ga). 


Concluímos que f + g é contínua em a. Analogamente par: diferenca, 
produto, quociente e composição de f e g (para maiores detalhes veja Seção 
7), obtemos as seguintes propriedades. 


Propriedades básicas de funções contínuas 
1 Se f e g são contínuas ema, entào f + g, f — g ef е também o são. 
2 Sef' eg são contínuas em a e g(a) + 0, então flg é contínua em a. 
3 Seg écontinua cma ef é continua emg(a). entàof eg é continuaema. 
4 Uma função polinomial é contínua em todos os números. 
5 Umafunção racional é contínua em todo número no qual está definida. 


f= Ixltx 


Fig. 1 


ху = |x3| 


Fig. 2 


EXEMPLOS 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNÇÕES Lad 


Use as propriedades básicas de função contínua para determinar em goas 
números as funções dadas são contínuas. Trace o gráfico das funções 


So) = |х| + x 
SoLucáo 


Note que f = g + h, onde g(x) = |х| e h(x) =x. Pela Propriedade 4. a função 
polinomial% é contínua em todos os números. Pela Propriedade 7 na Seção 2. 


lim x 
xa 


lim g(x) — lim | 


= |а|= g(a); 


assim, g é contínua em todo númeroa. Segue-se pela Propriedade 1 quef = е 
+ h é contínua em todos os números (Fig. 1). 


SOLUÇÃO 

Aqui. f = g oh onde h(x) =x* e g(x) = |x|. No Exemplo 1 vimos que o valor 
absoluto da função g é contínua em todos os números, enquanto a função 
polinomial A também é contínua pela Propriedade 4. Conseqüentemente. 
pela Propriedade 3, f = g ° h é contínua (Fig. 2). 


2 
| x-1 


SOLUÇÃO 

Aqui, f é uma função racional que está definida para todos os números x 
exceto para x = 1. Pela Propriedade 5, f é contínua em todos os números x. 
exceto para x = | (Fig. 3). 


4.1 Continuidade em um intervalo 

Dizer que uma função f é contínua em um intervalo aberto 1 significa. 
por definição, que f é contínua em todos os números no intervalo I. Por 
exemplo, a função f(x) = Y 9 — x° é contínua no intervalo aberto (— 3,3) (Fig. 
4). 


/х)=/9 — х? 


Fig. 4 3 o] 3 


Da mesma maneira, dizer que uma função f é contínua em um int 
fechado la,b] significa, por definição, que f é contínua no intervalo aberto 
(a,b) e que f satisfaz as seguintes condições de continuidade nos pontos <: « 
aeb: 


lim f(x) = fla) e lim f(x) = ftbi 


Por exemplo, a função f(x) = V/9 —x?é contínua no inten alo * 
(Fig. 4). 
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a) gráfico de b) gráfico de 
uma função uma função 
Fig. 5 contínua em |а, b | descontinua em [a. b| 


Intuitivamente a afirmação de ser a função f contínua em um intervalo 
(aberto ou fechado) / significa que, se x é um número em 7, então mudanças 
suficientemente pequenas em x produzem somente mudanças pequenas no 
valor da função f(x). Em tais funções contínuas, os valores da função f(x) 
nunca “pulam” repentinamente quando x se move regularmente ao longo do 
intervalo; assim, podemos dizer que a ponta de nosso lápis não sai por um 
único instante do papel ao desenharmos o gráfico da função f (Fig. 5). 


" — " j xt7 , " " 
EXEMPLO Determine se a função racional f(x) = x^ 36 é contínua ou nào nos 
х ~ 3 


intervalos a seguir: (— = 6). [- 6.6]. (— 6,6) e (6,0). 


SoLução 

Aqui. f(x) é definido para todos os números reais x exceto para os valores x = 
— 6ex = 6 (que anulam o denominador). Assim, a função racional f é 
contínua em (— «=, — 6), (— 6,6) e (6,2) pela Propriedade 5 de funções 
contínuas como — 6e 6 não pertencem ao domínio de f, segue-se que f não é 
contínua no intervalo fechado [— 6.6]. 


Conjunto de Problemas 4 


Nos problemas 1 a 10, trace o gráfico das funções dadas e determine os números a 
nos quais a função é contínua. Use as propriedades de funções contínuas quando for 


necessário. 
1 f()-2|x| 2 g(x)=|1-x| 
—2|x| 4 қы) = 
era 
T sex «0 
fos lx? sex>0 


10 G(x)= EPT 


3-x sex<1 
12 ѕех > 1 


p sex «l| 


fix) = poa 
lex sex» 1l 


е (x 


Quais das seguintes funções são contínuas em 1? 


(al 7—4 (b f -g (с) feg 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNÇÕES п 


d) 7-9 (е) — 


12 Suponha que f é contínua no número a, mas que g é descontínua no número a. 
A função f + g é contínua ou descontínua no número a? Ilustre com um 
exemplo. 


Nos problemas 13 a 19, determine se cada função é contínua ou descontínua em 
=ada intervalo. 


13 of(x)24/4—-x'em[-2.2) [2.3] (22,2). e (—1,5) 

1 aq) ЕЕЕ ТЕСТЕ СТЕУ 

as Fi) 2-335. em(-00,6) (—%, —4), (26) [-6,9), e [-7,00) 
x!-36 

16 ví je ES emp) c1 (C189) Comes e [-8,6] 
4x-3 š 

r 005) = 5 em [780 [-40) (400) [-2,00) е (71-3) 

зо perra m[— 11] 

19 на la) 


29 O peso de um objeto é dado por 


ax sex<R 
b 
2 Sex>R, 
x 


onde x é a distância do objeto ao centro da Terra, R o raio da Terrae a e b são 
constantes. Que relação deve existir entre estas constantes para que w seja 
uma função contínua? 


21 Se uma esfera oca de raio a é carregada com uma unidade de eletricidade 
estática, a intensidade do campo E no ponto P depende da distânciaz do centro 
da esfera a P pela seguinte lei: 


0 se0xx«a 
| зе. 
A x- 
E(x) = (247 š 
1 
mi sexa. 
E: 


ia) Trace o gráfico de E. 
+) Discuta a continuidade de E. 


5 Limites Envolvendo Infinito 


Na Seção 1 introduzimos a noção de limite, lim ix) = L. dos x 


função f(x) quando x tende ao número a. Uma extensão conve 
idéia é sugerida pelo comportamento da função f definida po 
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dex = 0. (Obviamente f nào é definido em 0). Certos valores de f(x) corres- 
pondentes a valores cada vez menores de x sáo mostrados na seguinte tabela: 


x 1 | 95 | 025 | 01 | 0,01 | 0,001 | 0,0001 


(у= | 1 4 | 16 | 100 | 16000 | 1000000 | 100.000.000 


-x 


nor 


Fig. 2 


Para correspondentes valores negativos de x, a tabela seria idêntica, pois f é 
uma função par. 

Vemos pela tabela ou pelo gráfico de f (Fig. 1) que os valores numéricos 
de f(x) tornam-se grandes quando x se aproxima de 0. Expressamos isto, 
simbolicamente, escrevendo lim 1 = + x. 


£ d 
(Atenção: + 2 nào é um número real; logo o símbolo lim „= + 
x=0 
deve ser usado com cuidado!) 
Agora considere a função racional f definida pela equação 
4 ' , 
/(х) = =—» Note que f está definida para todos os números x, exgeto 
x 
para x = ?/2. O gráfico de f (Fig. 2) mostra que quando x se aproxima à 
esquerda de 2/2, f(x) decresce ilimitadamente. De fato, fix) pode ser feito 
menor que qualquer número prefixado, tomando x perto o bastante, porém 
menor que 2/2, Isto é expresso simbolicamente escrevendo 


lim 
xia 


(Novamente, — œ não é um número real!) 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNÇÕES э 


A Fig. 2 nos mostra também que, quando x se aproxima de Ps nes 
direita, f(x) cresce ilimitadamente. De fato, f(x) pode se tornar maior que 
qualquer outro número prefixado ao tomarmos х suficientemente proximo de 
/2 por valores maiores que ?/. Isto se expressa simbolicamente escrevendo 


lim 
xo 2x — 


Em geral, há quatro possibilidades para limites laterais infinitos: 
1 O limite de f(x) quando x tende para a pela direita é infinito e positivo 
lim f(x) = +00 (Fig. За). 
Pi 
2 O limite de fx) quando x tende рага a pela esquerda é infinito e 
positivo, 
lim f(x) = +00 (Fig. 3b). 


y y 
4 | 4 | 
y | lim f(x) = +оо ¡ lim Ро) = + 
| at ks 
| PE 
| 
| - - 
or a a 
| 
I 
в) [I 
y › 
1: | à | 
1 1 
| f I 
| | 
А f | 
| 
| | 
| ! 
- =x L = х 
о a [Л 1 
I | lim 70) = = 
es bec 
Fig. 3 e (4) 


3 Olimite de f(x) quandox tende para a pela direita é infinito e negativo. 
lim f(x) = —о Fig. Зс). 

4 Olimite едх) quandox tende paraa pela direita é infinito e negativo. 
lim f(x) = —oo (Fig. За). 


swa- 


Não obstante as definições formais de limites infinitos sejam dadas == 
Seção 5.2, normalmente determinaremos tais limites informalmente por si™- 
ples inspeção das funções envolvidas. (Em um curso rigoroso de алал+е 
matemática, deve-se proceder mais cuidadosamente.) 

Ao se trabalhar com funções da forma f(x) = Р(Х). deve-se smars 
lembrar que, se o denominador da fração tende a zero enquanto o n 

PS dead ра sies ыйдана ЫЛ 
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tende a um número qualquer diferente de zero, a fração tenderá a ter um 
enorme valor absoluto. Mais precisamente, se 


р(х) 


lim р(х) = L£0 e — limq(x) 20, então lim ge) 


"m xa xa 


)| 
[E 


Naturalmente, o mesmo é válido para limites à direita e limites à es- 
querda. 


(a) lim Дх), (b) lim f(x) e (c) lim feo) para as funçoes dadas 


2x! + 5х + 1 
f(x) eec с. 


—y=B 
SOLUÇÃO 
Note, inicialmente, que lim (2х2 + 5х + 1) = 34е lim QC -x-6- 
pu 2-5 
conseqüentemente 
2x? + 5x +1 


a | = bos; 
х2-х-6 


lim 


x3 


(a) Quando x tende a 3 pela direita, tal que x > 3, o numerador tende a 34: 
sendo assim, o sinal algébrico da fração é controlado pelo sinal algébrico 
do denominador, 

=х-6= (х — 3)(х +2). 


Mas sex > 3. entàox — 3 > дех + 2 > 0. então 


GQ 


Em conseqüéncia disso. para valores de x perto de 3, porém maiores que 
3. temos fix) > 0, Segue-se que 


2x^ + SX 1 
=ж-% 


lim 
nado X 


+, 


(b) Quando x tende a 3 sujeito à condiçào x < 3, o numerador tende a 34 
enquanto o denominador tende a zero. Para — 2 «x < 3 temosx —3 «0e 
X + 2 > 0, sendo, então, o denominador x? - x — 6 = (x — 3) (x +2) 
negativo. Assim, quanto x tende a 3 pela esquerda, temos f(x) — 0. 
Conseqüentemente, 


2x4 Sx +1 
li —.—— — —— =s 
py Ж 6 
e) Pelos itens (a) e (b) vemos que lim f(x) = + = e lim f(x) = — «o. Segue-se 
= E 
que f(x) nào tem limite, finito ou infinito, quando x — 3. 


Јо) = 


z е À 


3 


SOLUÇÃO 
O limite do numerador é lim 4 x = 20. Quando x tende a 5, o denominador 
295 


(x — 5)? se aproxima de zero por valores positivos; assim, para valores de x 
perto de 5, a fração é positiva e muito grande. Conseqüentemente, 


(a) lim f(x) = +æ (b) lim f(x) = +оо е (е) іт f 0 = ++. 


A 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNÇÕES 


5.1 Limites no infinito 
Considere a função f(x) = 1/x. Cada vez que x cresce ilimitadamente. o 
valor da função f(x) se aproxima de zero (Fig. 4); simbolicamente. 


lim f(x) = 0. 


Quando x decresce ilimitadamente, o valor da função f(x) tende a zero: 
simbolicamente. 


lim f(x) = 0. 


pode ficar tào 


Generalizando, lim fix) = L significa que | fe) — L 


pequeno quanto desejarmos ao se tomar x suficientemente grande. Da 
mesma maneira,lim fix) = L significa que | f(x) — L| pode tornar-se tão peque- 


no sunm desejarmos ao se tomarx negativo com |х| suficientemente grande. 
(Detiniçóes formais de limites no infinito podem ser achadas na Secào 5.2). 


Naturalmente, a definicáolim f(x) = +% significa que f(x) pode se tornar 


bastante grande se escolhermos x adequadamente grande. Definições análo- 
gas podem ser aplicadas a expressões tais comolim for) =u, limfix) =. 


e assim рог diante (Problema 23). 


y 


-x 


Fig. 4 


No cálculo de limites no infinito, é de utilidade termos em mente que, 
para qualquer inteiro positivo p, 


ү” , 
e lim (1) = а 
x 


" 1 

lim 

xc MX Weeks 
Esses fatos estão ilustrados para valores ímpares de p na Fig. Sa e para 

valores pares na Fig. 5b. 


Fig. 5 w 
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E bastante útil também. ao se trabalhar com limites no infinito de funções 
i dividir o numerador e o denominador pela variável independente 
elevada à maior potência que apareça na fração. Os exemplos que vêm a 
seguir ilustram esta técnica. 


Calcule o limite dado 


e 
2x? — 


gu 


lim 


xm 


SOLUÇÃO 

Quando x cresce, tanto o numerador como o denominador crescem, ficando 
difícil dizer em um simples relance o que realmente acontece à fração. 
Entretanto. dividindo tanto o numerador como o denominador porx?, temos 


Quando x — +=, 1/x? tende a 0 (Fig. 5b), então 3/x? tende a 0. Conse- 
qüentemente, 


Na última fração, quando x tende a — » o numerador tende a 1 enquanto o 
denominador tende a 0. Entáo, o valor absoluto da fração tende a + o». O fato 
dafração tender a + æ ou — » depende do denominador 1/x — 1/x* ser positivo 
ou negativo quando x é negativo e tem um valor absoluto grande (isto é, 
quando x — — х), De qualquer modo 


assim, se x é negativo (de tal maneira que 1/x seja negativo) e se |х| é grande 
(estando | — 1/x? bem perto de 1), então 1/x — 1/2 é negativo. Conseqüente- 
mente, 
3 lim A 
Yn +3 


DEFINIÇÃO 1 
DEFINIÇÃO 2 


DEFINIÇÃO 3 


DEFINIÇÃO 4 


Conjunto de 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNCOES n 


SOLUÇÃO 

Neste exemplo a função não é racional; não obstante, tentemos nosso arif 
cio de dividir o numerador e o denominador por uma potência dex. Dividindo 
por x, o numerador simplifica para 5. Assim, 


5 


š 5х š 5 E 
lim > 5 = lim 1 = lim 7 
atu I + 3 MATES un nes 3 


x 


4 lim (7х2 + 3х3) 
m 
SOLUÇÃO 
Fatorando, temos 7x? + 3x* = x° (7 + 3x). Se x é negativo e tem um valor 


absoluto grande, então x? é positivo e grande. Além disso, sex < — 7/3, então 
7 + 3x é negativo. Segue-se que 


lim (7x? + 3x2) = lim x2(7 + 3x) = — 


хэ-= xo 


5.2 Definições formais de limites envolvendo infinito 

Propriedades envolvendo limites podem ser desenvolvidas rigorosa- 
mente baseadas nas seguintes definições formais. 
Limites infinitos pela direita 


Suponha que a função f esteja definida em pelo menos um intervalo 
(a,b). Então lim f(x) = + > (respectivamente, lim Дх) = — œ) significa que 


para cada número positivo M há um número positivo 8 tal que f(x) > M 
(respectivamente, f(x) < — M) sempre que 0 < x — a < 8. 


Limites infinitos pela esquerda 


Suponha que a função f seja definida em pelo menos um intervalo aberto 
(c.a). Então, lim f(x) = + » (respectivamente, lim f(x) = — =) significa que 


para cada número positivo M há um número positivo ё tal que f(x) > M 
(respectivamente, f(x) < — M) sempre que — ô < |x — a| < 0. 


Limites infinitos 
Dizer lim ftx) = + œ (respectivamente, lim f(x) = — ®) significa que lim 


f(x) = + »elimfix) = + = (respectivamente, lim f(x) = — ve limflx) = — =). 
E E 2—0 
Limites no infinito 


Suponha que a função f 
aberto ilimitado (a, °) (respecti 


definida em pelo menos um intervalo 
mente, (— з, a)). Definir lim f(x) = L 


(respectivamente, lim f(x) = L) significa que para cada número positivo e ha 


um número positivo N tal que fix) — L| < e sempre que x > N (respectiva 
mente, х < — N). 


Problemas 5 


че» problemas 1 a 22, calcule o limite. 
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z- 
7 é jj, = 
ar D 
Ei 2х2 +x+1 
Am саха 5х + 10 
o 5х2 — 7х +3 ааа! amp xr 
13 1 d i "Ecl 
E LAPA Ev Um 16 im IGT 55 
18 19 lim 20 lim 
Nm: a ida 
3 5 7х3 — 15x2 
21 dim ( E | 22 Jim E Da 
carti 2-1 Aet жй 3x 


23 Escrevarigorosamente definições formais, baseado naquelas dadas no texto. para: 
(a) lim (х) = +o — (b) lim f(x) = x 


(c) lim f()- —2 — (d) "im fa -x 


E xx 


24 Prove que lim f(1/t) = L se e somente se lim f(x) = L 
104 А 


6 Assíntotas Horizontais e 
Verticais 


Limites envolvendo infinito são úteis no traçado de gráfico porque 
podem ser usados para a localização das assíntotas dos gráficos. Por exem- 


plo, considere o gráfico de f(x) H (Fig. 1). Note a maneira pela 


qualo gráfico se aproxima da linha reta vertical x — 5 imediatamente à direita 
da linha e imediatamente à esquerda da linha; isto é, 


lim f(x) = ^oc e im f(x)= —@. 


хәз+ x-5- 


= 


Fig. 1 


DEFINIÇÃO 1 


DEFINIÇÃO 2 
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Tal reta é chamada de assíntota vertical do gráfico. Da mesma maneira. 
a linha horizontal y = 2 é chamada assíntota horizontal do gráfico. pois 


lim f(x)=2 e lim f(x) - 2. 


xu x=- 
Mais precisamente, façamos as seguintes definições. 


Assíntota vertical 
2187 linha reta vertical x = a é chamada de assíntota vertical do gráfico da 
função f se pelo menos uma das seguintes condições for válida: 
(i) lim f(x) = +00. 
а? 
(ü) lim f(x) = +00. 
x-a- 
(ш) lim f(x) = —*%. 
(iv) lim f(x) = — 


Assíntota horizontal 
A linhareta horizontaly = b é chamada de assíntota horizontal do gráfico 
de uma função f se pelo menos uma das seguintes condições for válid: 


lim f(x)=b ou lim f(x)=b. 


Note, por exemplo, na Fig. 5 da Seção 5 que os eixos coordenados x = 0 
еу = 0 são assíntotas verticais e horizontais do gráfico de y = (1/0)? = к”, 
séndo p um inteiro positivo. 

Assíntotas verticais envolvem limites infinitos, enquanto que assíntotas 
horizontais envolvem limites no infinito. Fica, então, bem claro como se 
devem achar assíntotas horizontais — simplesmente calculando os limites 
apropriados quando x > + % e quando x > — oc. Para localizar as possíveis 
assíntotas verticais x = a de funções da forma f/g, devemos simplesmente 
procurar valores dea para os quais g(a) = 0. Deve-se ter cuidado, pois podem 
existir valores de a que não dêem assíntotas verticais, assim como nem todas 
as possíveis assíntotas verticais são obrigatoriamente determinadas por este 
processo (veja problema 11). 


Ache as assíntotas horizontais e verticais do gráfico da função f e trace este 
gráfico. 


ло) = 


SoLUÇÃO 
Para achar uma assíntota horizontal, calculemos 


3x 


x—1 


3 


Й " 3x 3 
lim f(x) = lim —— = lim 1-1 


x 1 ata 


assim. y = 3 é uma assíntota horizontal. Note que também temos 


sata xx 


" 3x > 
lim = lim 
xul uud 
xu HE | | 
Como lim т + 20 segue-se que x = | é uma assíntota vertice! N 
xut X — 


que também temos 


(Fig. 2). 
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-r 


Assim, y = 2 é uma assíntota horizontal. Para valores negativos de x, 
V I" 


temos = l/(— x), e então 
T * m] = -2 
lim f(x) = lim 1 = lim —HT 
x 2-0 xa |х + 4 
VEET. mre 
=% = 
-2. 
Sendo assim, y — — 2 é outra assíntota horizontal. O gráfico (Fig. 3) nào 


mostra assíntotas verticais. (Note novamente que o denominador VX? + 4 
não é nunca igual a 0.) 


Fig. 3 
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2x! +1 
3 (Ж =з з 
fe) 2x? — 3x 
SOLUÇÃO 
Como 
lim BEES im 2+ UM 2 x 
pana BN a Bax QD € 
então y = 1 é uma assíntota horizontal. | Note, também, que 
"E us š 3 
lim -= 1.| O denominador se fatora em 2x? — 3x = х(2х — 3), 


2D —3x 


então há suspeita de existência de assíntotas verticais emx = 0e emx — 3/2. 
Para pequenos valores positivos de x, 2x — 3 < 0, então 


2х? +1 =й 
х(2х — 3) 
е 
lim Cari lim 2 © 
sad 2х®—3х „шт XË š 
Do mesmo modo, 
lim Bab _ i al MN иба 
sad- 2X7— 3x a0 3) | ` 
lim cae 1 + 
= = im = = 
caps epa 
e 
эх? +1 
Ша, >= fm 


im 
aer 2x? — 3x 02 Җ2х — 3) 


confirmando a existência das assíntotas verticais. Na Fig. 4 está traçado o 


gráfico mostrando as assíntotas. Note que o gráfico corta sua própria assín- 
tota no ponto (— Ya, I). 


Fig. 4 
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Conjunto de Problemas 6 


Dos problemas 1 a 10, ache as assíntotas horizontais e verticais do gráfico de cada 
função e trace o gráfico. 


7x 


i £p 2 Fl 
= (x) 
5 6 f(x) 
9 f()- 10 f(x) 
11 (a) Mostre que mesmo que x = 0 апше o denominador x de 


Jo 
7 — zero, х = 0) — não é uma assíntota vertical da função f definida 
x 


x-1 
pela equação ftx) = м pec 
x 


1+0 
(0) Mostre que não obstante x = 0 não anular denominador 1 + x de — S 
" 4 " P ” 1 + 1/x 
x = 0 é uma assíntota vertical da função F definida pela equação F(x) = F(x) = "Las 
12 A amplitude AG) de uma partícula forçada a oscilar em um meio resistente é dada 
pela equação 
1 
A(x) 


Vvu n 
onde x é a razão da frequência forçada com a frequência natural de oscilação e k é 
uma constante que mede o amortecimento causado pelo meio resistente. 
(a) Trace o gráfico de A para valores k = 0, k = Vaek = 1. 
(b) Mostre que o gráfico de A tem uma assíntota vertical quando k = 0, mas que 
para 0 < k < 4 o gráfico de A nào tem assíntota vertical. 

13 Suponha que A, B, С, a, b ec são constantes tais que ax? + bx + c + 0 para todos 
valores de x, com В? — 4ac < 0. Ache todas as assíntotas horizontais e verticais do 


AX + Bx + C 
gráfico da função f definida por f(x) = HZ L Bx ©. 
ax? bxc 


14 Sejaf uma função definida por fix) = (sen x)/x. Mostre que o gráfico de f atravessa 
sua própria assíntota infinitas vezes. 


7 Demonstrações das 
Propriedades Básicas de 
Limites e de Funções 
Contínuas 


Embora fosse melhor deixar as demonstrações rigorosas de muitos dos 
teoremas de cálculo, é interessante a apresentação de algumas demonstra- 
ções típicas para que o leitor possa se familiarizar com algumas técnicas 
envolvidas. ната com a demonstração de parte da Propriedade 1 na 
Seção 2. 


TEOREMA 1 


TEOREMA 2 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNÇÕES з 


Adição de limites 


Se lim fix) = L e lim g(x) = M, então 


lab) ) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) = L + M. 
PROVA s ы 


De acordo com a definição de limite (Seção 1.1,), dado um número positivo e, 
devemos mostrar que existe um número positivo 8 tal que 


[ Ах) + g(x)] — [L + М] < e sempre que 0 < |x — a| < 8. 
Pela desigualdade triangular, temos 
I) + 0] = [E+ MI] = [/(х) — L] 106) — M]| 
<| f(x) = L| + |0(х) - M|; 
isto é o bastante para determinarmos um número positivo 8 tal que 
|) — L| + | eG) — M| < e sempre que 0 < |x — a| < 8. 
Agora, para garantir que 
16) = L| + 106) - M| < s, 
basta termos 
lf()-L]«i e |g(x)- M|< 4e. 
Note que 1/2 e é um número positivo: daqui, como tim fe) = L, existe (pela 
definição de limite) um número positivo 8, tal que 
|x) — L| < Ya e sempre que 0 < |x — a| < à. 
Da mesma forma, como lim g(x) = M, existe um número positivo às tal que 
lex) — M| < "2 e sempre que 0 < lr — a| < &. 


Seja 8 o menor dos dois números 8, e 8; (ou o valor comum se forem iguais). 
Entào 


ôs ess 
de tal maneira que, se 0 < x — a| < 8, ambas as condições 
O<|x-al<ô e O<|x—-a)<ô, 
são válidas, e segue-se que 
[/б) + a9] = IL м] < s 


como desejado. 


A demonstração do teorema a seguir pode ser bastante útil para o 
estabelecimento das propriedades restantes de limites. 
Teorema da limitação 

Se lim f(x) existe, então existem números positivos N e ë, tal que =: 


N sempre que 0 < [x — a| < &. 
PROVA 
Suponha que lim fix) = L. Então, como 1 é um número posit: c 


TEOREMA 3 
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um número positivo à, tal que 

| Дх) — L| < 1 sempre que 0 < |x — a| < i. 
(Мао há nada de especial na escolha do número | — qualquer número 
positivo dará certo.) Agora. seja V = | + Ш. Se fx) — L| < 1, então, 
adicionando |/.| a ambos os lados. temos 


|x) — L| + |L| < 1 + |Д = N; conseqüentemente, 
| Ах) — L| + |L| < N sempre que 0 < | x — a| < à. 
Mas, pela desigualdade triangular. 
|/(х)| = 176) = L+ L| |70) - L| + [E], 
€ segue-se que 
| Дх)| < N sempre que 0 < | x — a| < 8. 


O Teorema 2 é usado no decorrer da demonstração do próximo teorema. 
que estabelece a Propriedade 3 da Seção 2 


Propriedade multiplicativa dos limites 


Se lim fix) = L e lim gtx) = M. então 


х-а хэа 


lim [f(x) - g(x)] = 


lim f a] ju se) = LM. 


PROVA 
Seja e > 0 dado. Devemos mostrar que existe um número positivo 8 tal que 


| Ах) g(x) — LM| < e sempre que 0 < | x — a| < 8. 
Usando um pouco de álgebra elementar e a desigualdade triangular. 
temos 

|f(x)a(x) — LM|= | f(g(x) 0 — LM] 
= |f(x)g(x) + [— f(x)M + f(x)M] — LM] 
= |7(х)а(х) — f(x)M + f(x)M — LM] 
= |f(x)lg(x) - M] + [f (x) — LIM] 
< |f) — М]| |070) – 11M] 
= аб) = M|+ £6) LIM]. 


Conseqüentemente, para garantir que | Дх) g(x) — LM] < e, é suficiente 
que 


© [/e)|lgx) - Ме e (ii) |) - L||M| < lo 


Para obter a primeira condição, podemos usar o Teorema 2 para fazer 
| Дх)| menor que qualquer número positivo N fixado, e depois fazer |g(x) — M| 
menor que 1/N vezes !/2 e. Assim, pelo Teorema 2, existem números positi- 
vos М e 6, tal que 


| fool < N sempre que 0 < |x — a| < à. 


Também, como s/(2N) é um número positivo e lim g(x) = M, existe um 
número positivo ô; tal que iss 


lex) 


M| < e/2N sempre que 0 < x — a| < 8». 


TEOREMA 4 
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Se ambas as desigualdades {x)| < N e |e(x) — M| < e/(2N) são válidas. 
então 


|f69llatx) — M| < ШЕТ = le 


é sempre válida; conseqüentemente, a condição (i) vale se 
о< р-а <&е0 <р -a| < ô. 


Para a obtenção da condição (ii), usamos o fato de que limf(x) = L mostra que 
rd 
existe um nümero positivo 8; tal que 


| Дх) — Ll |M| < 1/2 e sempre que 0 < | x — a| < &. 


SeM =0, aúltima condição garante para qualquer 8, escolhido, restando 
apenas analisar o caso em que M % 0. Então, como ғ/(2|М]) é um número 
positivo e lim f(x) = L, existirá um número positivo à tal que 


E 


21M] 


16) = L| < 


sempre que 0 < |х-а|< às. 


Conseqüentemente, 


[a condição (ii) é válida se 0 < lx — a| < 84.) 
Agora. para finalizar a demonstração, façamos 8 o menor dos trés 
números à;, ёз, е ёз. tal que, se 0 < x — a| < 8, então 


O<|x—a|<ó, O<l|x-al<ô, 0<|х-а|<ӧз. 


Conseqüentemente, as condições (i) e (ii) são válidas sempre que 0 < k —a| < 
5. Segue-se que 


| fu) eG) — LM] < e é válido sempre que 0 < |x — a| < 8, como 
desejávamos. 

Usando as propriedades de limites e a definição de continuidade (Seção 
3), não é difícil estabelecer as propriedades básicas de funções contínuas. A 
demonstração do próximo teorema ilustra a técnica geral. 


Continuidade de um produto 


Se ambas as funções f e g são continuas no número a, então a função 
produto f.g também é contínua em a. 


PROVA 
Como ambas as funçõesf eg são contínuas ета, ambas são definidas em 
а; sendo assim, f-g é definido em a e 


(f ` g) (a) = fla) ` gla). 
Como tantof quanto g são contínuas ema, então tanto lim f(x) quanto lim 


gx) existem e lim f(x) = Да) enquanto lim g(x) = gía). Sendo assim. pelo 
E = 


teorema 3, lim [f(x) * g(x)] existem e temos 


lim (f : g)(x) = lim [f (x)g(x)] = | lim f(x) lim а(х) 


= f(aja(a) = (f (а). 


Segue-se que f - g é contínua em a 
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Conjunto de Problemas 7 


1 S< е ¿ma constante e fé uma função constante definida por flx) = c, prove que lim 


= - é válido para cada número a. 
2 Sene uma função identidade, isto é, sef é definido porfix) = x, prove que lim/(x) = 


š valido para cada número a. 
3 Combine o problema 1 como Teorema 3 para provar que se c é uma constante e se o 
limite lim g(x) existe, então lim [ce(xj] = c lim g(x). 


4 Prove que, se lim f(x) existe, então lim |х) = llim Ях). 


5 O Teorema | fornece uma prova de parte da Propriedade | de limites da Seção 2. 
Complete a demonstração da Propriedade | mostrando que, se lim 


fix) = L e lim g(x) = M, então lim [flx) — e()] = L — M. 
6 Seja lim g(x) = M + 0. Prove que existem números positivos N e б, tal que 
(i) g(x) + 0 é válido para 0 < |x — a| < dy, e 
(ii) 1/86) < N é válido para 0 < |x — a| < dp. 
(Sugestão: selecione 8, tal que |g(x) — M| < |M|/2 seja válido sempre que 0< |x — a| 
< 64. Faça N = 2/1M|.) 
7 Suponha que lim f(x), lim g(x) e lim A(x) existam. Prove que 
x4 = E 


lim [f (x) + g(x) + A(x)] = lim f(x) + lim g(x) + lim A(x). 


1 
xa E xa аза 


8 Sejalime(x) = M 4 0. Prove quelim 1/g(x) = ИМ. (Sugestão: escolha N e бе como 
no problema 6. Note que |l/g(x) —  1/M| pode ser escrito 
1 1 
tomb egi TT 19(х) — M|. Dados > 0, selecione ë, tal que [g(x) — M| < 
g(x)| |! 


(M| &JIN seja válido sempre que 0< |x — a| < 8,. Escolha 3 como o menor dos dois 
números à; e ô). 

9 Combine o Teorema 3 e o problema 8 e estabeleça a propriedade 4 de limites de 
funções da Seção 2. 


10 Seja lim Дх) =fb)=L e limg@) = b. Prove que lim (f° 2) @) = L. 


11 Com o resultado do problema 10, estabeleça a Propriedade 3 de continuidade de 
funcóes da Secáo 4. 
12 Quando falamos do limite de fix) sex se aproxima de a e usamos a notação lim ftx) = 


L, implicitamente supomos que existe no máximo um número L tal que, para cada e 
> 0, existes > 0 com a propriedade | f(x) — L| < e válida sempre que 0< [x — a| < 5. 
Prove que esta suposição é verdadeira. (Sugestão: suponha a existência de dois 
valores diferentes de L, como L, e Lz, satisfazendo as condições dadas, e faça 
e = Ya |L, — Lo.) 


Conjunto de Problemas de Revisao 


Dos problemas 1 ao 6, determine um número positivo 8 para o e dado tal que fa) — 
L < e sempre que 0 < jk — a| < 8. Desenhe o gráfico de f para ilustrar o limite 
envolvido. 


1 r(x)=2: 


x—7,a 


[m 


1х) = 1— Sx, a= 3, L= – 14, £ = 0,02 


in 
[ 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNÇÕES 


Ms = x -7,а = - l, L = — 9, e um número positivo pequeno arbitrário. 
жез problemas 7 a 12, use as propriedades de limites (Seção 2) para calcular cada 
sado que lim flx) = 12 e lim gG) = 3. 
p p 


s tim Trepi 9 lim YJE) (х) 


ams 
ы 6) 12 lim Ë) + gË) 
==: N gtx) x f(x) — g(x) 
| Mas problemas 13 a 24, use as propriedades de limites para calcular cada limite 


dá a m 
»-14y *5y-4 


| 
Tig C50) + б] 


11 dim f(x) — Cop? 
хәз 


[64h 
Ub din sau) 


NECI 
i41 


„6+г—\/6 /x-3 
t 


20 lim 


[EE 


— 23 lim Y 
=$ 


| am 


mas problemas 25 a 28, calcule cada limite lateral. 


26 lim 
уз?” 


28 lim (3 + 2x — 4]) 


х2 


dos problemas 29 a 32, trace o gráfico da função dada e ache, se existir, o limite 
иво: Se o limite não existe, dé as razões. 


lim f(x) 


3/2) 


_Px-3 sex>3, 
716 – 4х sex «3l 


lim f(x) е 


xam 


lim f(x) 


32 


1х2+2 sex «l|. 


lim A(x), lim h(x), e lim (х) 
espe ai 


ES pm 
2 
[2-9 usus 
**25 dmg lima) e gx) 
gei gnat E 
sex=2 
Elma sexz-2 
Œ =a] ; lim f(x) lim f(x) e lim f(x) 
Po ng eed 
lo sex= —2) 
<= problemas 33 a 38, calcule, se existir, o limite dado. 
ESI 
К» = % ME GST 
| h? – 3h 36? И; җе 
| ———— 37 lim 2—:——3 
= s Sht +702 +3 itta TE TE St 


Sea 5л: = У – 1. Sabemos que lim (3х — 1))23a- 1. 


ш Diga O quanto perto de a devemos escolherx para que f(x) alcance o valor 3⁄ — 1 
¿om z > 0. 

B» Sec = 0.01. o quanto perto de a devemos escolher х? 
Estaria ох no intervalo a — 0,1 < x < a + 0,1 perto o suficiente? Explique. 


o 
a i 
1 1 
18 lim = 
Pa 
Ëq n= 
12-4 /x* 3 
Pa 15 
за ti E 
1-0 t 
Ay + y 
d$ Tim LU aa 


j=- a Qy + 38y 


40 Mostre que se lim ^U) L e b + 0, então lim 24%) — pr 
хо X x40 X 


Nos problemas 41 a 44, trace o gráfico da função dada e indique se a função é 
contínua em x = a. 


2 


sex #3 ѕех #1 

41 f(x)e: x-3 ;a=3 42 g(x)= 
6 ѕех = 3 i sex=1 
Sex= 1 Mu ѕех #2 


43 fe = 44 х) -(2 -lx 


МЗ sex=1 1 sex=2 


45 A bandeirada do táxi é 60 centavos e mais 10 centavos para cada quarto de 
quilômetro ou porção dele. Se denotarmos f(x) da bandeirada para uma viagem de x 
quilómetros, trace o gráfico de f e indique onde é descontínuo. 

46 Assuma que se gasta 0,5 de caloria de calor para levantar a temperatura de 1 grama 
de gelo de 1 grau Celsius, que gastam-se 8O calorias para derreter o gelo a 0°C, e que 
gasta-se 1 caloria para levantar a temperatura de | grama de água de 1 grau Celsius 
Suponha que — 40 < x < 20 seja Q(x) o número de calorias de calor requerido para 
levantar 1 grama de água da temperatura de — 40°С para x°C. Trace o gráfico de Q e 
indique onde Q é descontínua. 


47 Dada a função f definida por 


E 


=x зех<0 
=. ѕе0<х<1 
Ле 2-x sel<x<2 
0 sex >2. 


(a) Trace o gráfico de f e discuta a continuidade de f nos números 0, 1 e 2, 
(b) Determine as constantes A, B, C, D e E tal que 


f(x) = Ах + B+ C|x| + D|x — 1| + E|x — 2]. 


48 Determine os valores das constantes A e B, de tal forma que a função веја contínua 
no intervalo (—®, œ), e trace o gráfico resultante da função. 


(зх sexx2 
f(x) e (Ax - B se2«x«5 
—6X rbs 


49 Determine se cada função é contínua ou descontínua em cada um dos intervalos 
indicados. 
(a) f() [LA (71,3) B.) 
3x—2 sex «1 
(b) аб) - | | (с, (1.2) [12] 


2-х selxx<2 


59 (a) Sejamfeg funções definas por f(x) = e g(x)- Vx. Determine 


x 


todos os valores de x para os quais cada uma das furcóes feg e gf é contínua. 
=" Mesmo enunciado da parte (а), para gx) = VT. 


Nos problemas 51 a 52, ache todas as assíntotas do gráfico de cada função e trace o 


fip 


1 
7+1) x se gl 


x43 
2x+1 


LIMITES E CONTINUIDADES DE FUNÇÕES 


38 Suvonha que lim f(x), lim р(х) e lim A(x) existam. Prove que 
тэш 57 r4 E 


lim h(x 


tim [f Goje()h()] = | tim f(x) 


lim g(x) 


3% Suponha que lim fL) = L # 0. Prove que existem número positivos A, B eô tais que 
a 


a< fij < B sempre que 0 < |x — a| < 8. 

Se ^ é um inteiro positivo e lim (fix) = L, prove que lim [ftx)]" = L". (Sugestão: use 
r= E 

adução matemática em n). 


"ace o gráfico da função definida por ftx) = [|1/x|] para x > 0, indique onde há 
zescontinuidade. 


A DERIVADA 


O conceito de limite, introduzido no Cap. 1. será usado neste capítulo 
para definir um processo matemático chamado diferenciação. Uma quanti- 
dade de problemas que não podem ser tratados por técnicas estritamente 
algébricas — incluindo problemas envolvendo a taxa de variação de uma 
quantidade variável — podem ser resolvidos usando este procedimento. De 
ponto de vista geométrico, tais problemas podem ser interpretados come 
questões envolvendo uma reta tangente ao gráfico de uma função. As regras 
usuais para a diferenciação também serão relacionadas. 


Taxas de Variação e 
Coeficientes Angulares das 
Retas Tangentes 


Nesta seção usaremos o conceito de limite para resolvermos dois pro- 
blemas aparentemente não relacionados: mais tarde, veremos que eles são na 
verdade o mesmo problema em discussão. O primeiro problema é o de 
acharmos a taxa de variação de uma quantidade variável -— por exemplo a 
taxa de variação da distância no tempo (velocidade). O segundo problema é o 
de acharmos o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de uma função 
em um ponto dado. 


1.1 Velocidade de um automóvel 

Um automóvel é dirigido através de uma estrada da cidade A para 
cidade B, possivelmente com uma taxa variável de velocidader. A distância 
do automóvel à cidade A depende do tempo? gasto desde o início da jornada 
(Fig. 1). Suponhamos que as funçõesf e g nos dão a distância d e a velocidade 
r, respectivamente, em termos de г, então 


d = fu) e r = gin. 


Posição do automóvel 


Cidade A Cidade B. 
= ; š 
—  Ór 


Fig. 1 


Por exemplo, se a taxa de velocidade r é constante, digamos r = 
milhas por hora, teremos a fórmula familiar 


distáncia IST 


UM ut MT NENNEN 
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assim, neste caso, f e g sào dadas por 
А) = 55 te gli) = 55. 


No caso mais geral no qual a velocidade do automóvel é variável, as 
funções f e g sào mais complicadas. 

Acharemos agora a relação entre a função de diståncia f e a função de 
velocidade g. Escolha e fixe (temporariamente) um valor: de tempo variável. 
Assim, no tempo ғ o automóvel está a d = fl!) milhas da cidade A e o 
velocímetro indica ғ = g(f) milhas por hora. Agora. deixe decorrer um 
pequeno intervalo de tempo adicional h. No tempo t + h o automóvel está a 
uma distância At + h) milhas da cidade A (Fig. 2) e sua velocidade ё g(t + h) 
milhas por hora. Evidentemente, o automóvel andou fit + А) — At) milhas 
durante o intervalo de tempo h; então, sua velocidade média (distância 


fu + h) — f(t) 


h 


dividida por tempo) durante o intervalo de tempo / é 


milhas por hora. 


No tempo г, f (t + h) 
— 


кы 
0—4 
fit 4) — —— 


Fig. 2 


Se o intervalo de tempo h é suficientemente pequeno. a leitura gír) do 
velocímetro no tempo t nào irá diferir apreciavelmente da leitura gír — h) do 
velocímetro no tempo logo após t + h. Além disso. durante este pequeno 
intervalo de tempo a leitura do velocímetro devera ser aproximadamente 


fü + һ)— ft) 
h 


igual à taxa média de velocidade . Quando o intervalo de 
tempo h vai diminuindo, essas aproximações ficam mais e mais precisas. e a 
velocidade no instante é dada por 


š h)— f 
at= i D ) i, 
5-0 h 


Essa equação expressa a relação prometida entre as funções f e e; de 
fato, ela mostra que poderemos calcular ou derivar a velocidade instantânea 
g(t) em função de distância f pelo cálculo de um limite apropriado. 


1.2 Taxa de variação instantânea em geral 

As considerações acima a respeito da taxa de variação da distância em 
relação ao tempo poderão ser generalizadas e assim serão aplicáveis para 
quaisquer quantidades variáveis de qualquer espécie. Desta maneira, sejam x 
ey quantidades variáveis e suponha que y depende de x. tal que y = ftx), onde 
f é uma função conveniente. 

Para calcularmos a taxa de variação de y por unidade de variação de x, 
naturalmente começaremos por considerar uma variação em x, digamos de 
um valor x, para um valor xs. Agora, seja 


x»-f() e у= (5) 
tal que, enquanto x varia de x, para xz, y experimenta uma variação corres- 
pondente de y, para ys. 


Е tradicional denotarmos a variação em x pelo símbolo Ax (lê-se “delta 
x°); então teremos 


AA 


x, — 
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DEFINIÇÃO 1 


DEFINICÀO 2 


EXEMPLO 


CÁLCULO 


Analogamente a variação resultante em y é denotada pelo símbolo Ау 
(lê-se `'delta y”); então teremos 


Ау = ya = yy = f(x:) — fei 
A taxa de variação em y para a variação em x que é formada é chamada 


taxa de variação média de y por unidade de variação de x(ou em relação a x 
Mais formalmente, teremos as seguintes definições. 


Taxa de variação média 
A razão 


Ay _ yy— 


Ах X4—3X X, — X, 


échamada de taxa de variação média de y em relação a x quando x varia dex, 
para x». 

Desde que Ax = x; — xı, então x, = x, + Ax, e também poderemos 
escrever 


Ay _ f(x, + Ax)— f(xi) 
Ax Ax 


Sea taxa de variação média de y em relação ax tende a um valor limitado 
quando Ax tende a 0, parece razoável nos referirmos a este valor limitado 
como taxa de variação instantánea de y em relação a x;desta forma, faremos 
a seguinte definição. 


Taxa de variação instantânea 
Se у = fix), definiremos taxa de variação instantánea de y em relação a z 
no instante em que x — x, como 


Ay f(x + Ax) — f(xi) 
lim == lim E 
A-O AX узд Ax 


Um cubo de metal com aresta x é expandido uniformemente como conse- 

qüéncia de ter sido aquecido. Calcule: 

(a) A taxa de variação média de seu volume em relação à aresta quando x 
aumenta de 2 para 2,01 centímetros. 

(b) A taxa de variação instantánea de seu volume em relação à aresta no 
instante em que x — 2 centímetros. 


SoLucáo 

Seja y o volume do cubo, então y = x? centímetros cúbicos. 

(a) Quando x = 2 centímetros, y = 2* = 8 centímetros cübicos. Sex aumenta 
de Ax = 0,01 centímetros para 2,01 centímetros, y aumenta para (2,01 
centímetros cúbicos. Assim, uma variação emx de Ax = 0,01 centímetros 
produz uma variação correspondente em y de 


Ay = (201) — 8 = 0,120601 centímetros cúbicos. 


Então a taxa de variação média de y em relação a x sobre o intervalo Ax é da- 
da por 


Ay _ 0,120601 
Ах 001 


= 12,0601 centímetros cúbicos por comprimento da aresta 
(b) Mais geralmente, se x varia de uma quantidade Ax de 2 para 2 + Ax 
centímetros, então y varia de uma quantidade correspondente. 


Ay = (2 + Ax —22 = 8 + ID Ax + 6(Ax)? + (Ax — 8 
= 12 Ax + 6(Ax)? + (Ах)? centímetros cúbic: 


EXEMPLO 
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Conseqüentemente, a taxa de variação instantánea de x em reiação k z 
desejada é dada por 


Ay . l2Ax+ó(Ax) + (Ах) 
im а ERP O A eft 
2x0 Ax-ó Ax Àx=>0 


= 12 centímetros cúbicos por comprimento da aresta em 
centímetro. 


No cálculo da taxa de variação de uma variável em relação a outra 
variável da qual depende, não é necessário o uso dos símbolos v e x para as 
duas variáveis. Por exemplo, suponhamos que uma partícula P se move sobre 
uma linha reta e está a uma distância s do ponto de partida A no tempo (Fig 
3). Se s = ft), a velocidade da partícula no instante em que t = t, é dada por 


jm lo fn) 
aro AC мз At 


Uma partícula se move sobre uma linha reta de modo que, no final de г 
segundos, sua distância s em metros do ponto de partida é dada por s = 31º + 
t. Calcule a velocidade da partícula no instante em que t — 2 segundos. 


SoLução 
Aqui, s = lt), onde f(t) = 3⁄2 + t. A velocidade quando t = 2 é desta forma 
dada por 


im /@+А)—/0) _ 


" [3(2 + A) + (2 + А!)] — [3(2)° + 2] 


lim 
м-о At м-0 м 
[12 + 12 At + (Arf +2 + Ar] — 14 
— lim = 
м-0 м 
3(Ar)? 3 
= їй (Ar)? + 13 At 
m Ar 


= lim (3Ar + 13) = 13 metros por segundo. 
м0 


1.3 Coeficiente angular da reta tangente a um mine em um ponto 
Suponhamos que P = (х,у) é um ponto no gráfico de uma função f. tal 
que y, =f(x,), e que queremos calcular a reta tangente ao gráfico de f em P 
(Fig. 4). Desde que essa reta tangente é a linha reta que contém o ponto P e 
**melhor aproxima” o gráfico de f nas vizinhanças de Р, é fácil desenhá-la 
grosseiramente “a olho”. 
No entanto, suponhamos que precisássemos desenhar esta reta tangente 


Reta tangente 
em p 


P= (х,у) 


Fio 4 
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precisamente. Já que uma linha reta no plano é completamente determinada 
quando sabemos o seu coeficiente angular e um ponto Р pertencente a ela, so 
precisaremos calcular o coeficiente angular da reta tangente. 

A Fig. 5 mostra um ponto Q no gráfico de f próximo ao ponto P. O 
segmento de reta РО que liga dois pontos de uma curva é chamado secante ea 
linha reta contendo P e Q é chamada reta secante ao gráfico de f. A coorde- 
падах de P ёх; c, se a coordenada x de Q difere da coordenadax de P por uma 
pequena quantidade Ax, então a coordenada x de Q é x, + Ax. 


Reta secante 


О = бох + Ах, уу + Ay) 


Reta tangente 
em? 


-x 
Fig. 5 


Como О pertence ao gráfico def, segue-se que a coordenada y de Q é fix. 
+ Ax). De novo, a coordenada y de Q difere da coordenada y de P por uma 
pequena quantidade Ay, onde 


Ay= f(x + Ах) - у, = f(xi + Ax) — fi). 
Assim, 
Q = (xı + Ах, f(x, + Ax) 
= (x; + Ax, y, + Ay). 
Pela fórmula do coeficiente angular, a inclinação da secante PQ é 


Fit Ах) – yi ЛЬ + Ax) — f(x) Ay 
(X, + Ax)— x, Ax B 


° Ay 
Assim,a reta secante também tem inclinação —. 


Ax 
Agora, se fizermos Ax tender a 0, o ponto Q se moverá sobrea curva y = 
fix) e tenderá ao ponto P; além disso, a reta secante irá girar em torno do 
ponto P e tenderá para a reta tangente. Assim, enquanto Ax tende a 0, a 


inclinação Ay/Ax da reta secante tende para a inclinação m da reta tangente: 
ou seja 


fes + Ax) — fex) 


ns Ay 
m= lim — = lim 
ax=0 АХ arad Ax 


As considerações anteriores nos levam para a seguinte definição formal 
de uma reta tangente ao gráfico de uma função. 
DEFINIÇÃO 3 Reta tangente a um gráfico 
Seja f uma função definida pelo menos em algum intervalo contendo o 
número x; e seja y, = Яху). Se o limite 
f(x, + Ax) — f(x 
ES 79 


m= lim 


EXEMPLOS 


A DERIVADA = 


existe, diremos que a linha reta no plano xy contendo o ponto .: nr 
coeficiente angular m é a reta tangente ao gráfico de f ет z 


Calculemos o coeficiente angular m da reta tangente ao gráfico 
dadas no ponto indicado P. Esquematizemos um gráfico de f mostrando 2 7212 
tangente em P. 


foy P= (1,1) 


SoLução 
y 
[o 
Reta tangente em 
0,0 
х 
Fig. 6 
1+ Ах) – f(1 
m= tim ГОА) fU) 
Ах-0 Ах 
212 
lim (1+Ax)? —1 
Ax=0 Ax 
.  14+2Ax+(Ax)— 1 
_ ——_——— 
Ax=0 Ax 
= lim (2+4x)=2 (Fig. 6). 
Ax-0 
f(x) =/x—3, P = (7,2) 
SOLUÇÃO 
mo tim LAO 
Ax=0 Ax 
2 Nr Ax) 3/73 
= lim X2————————— — 
4х0 Ах 
үз А 4 +. e Ax-2 
i I. 
a EE AEE +) 
дЕ тез +Ах+2) 
4+ Ax- 
= lim ———————— 
Ax=0 Ax(y/4 + Ах + dd 
1 
- lim — E = — (Fig. 7). 


Fig. 7 
Naturalmente, se a função f é contínua em x, e 


f(x, + Ax) 
= Ax 


lim 
5:50 


diremos que a reta vertical x = x, é a reta tangente ao gráfico de f no ponto 
(х/х). Para um exemplo de um gráfico com uma reta tangente vertical, 
veremos o Problema 18. 


Conjunto de Problemas 1 


1 Num certo instante o velocímetro de um automóvel indica r milhas por hora. 
Durante o próximo Ya de segundo o automóvel percorre 20 pés. Estimar a partir 
dessa informação. 


2 Explique por que a resposta no problema 1 é apenas uma estimativa para ғ e não 
precisa ser exatamente igual a r. 
Nos problemas 3 e 4, suponha у = Дх) como dado. 
(a) Calcule a taxa de variação média de y em relação a x quando se varia de x, para x; 
(b) Calculea taxa de variação instantánea de y em relação ax no instante em quex = x. 


4 
3 r-f()ex »x41x,23 x; 235 4 у= (к) = .x,=5,x,=6 
х 


Nos problemas 5 a 8, uma partícula se move sobre uma linha reta de acordo сота 
equação dada, onde s é à distância em metros da partícula ao seu ponto de partida no 
final de z segundos. Calcule 


(а) A velocidade média As/At da partícula durante o intervalo de tempo desde г = r, até 


= 
tb) A velocidade instantânea da partícula quando / = 1,. 


Ss=6n=2th= 


6 s=7,t =l, =2 


+Lh=3h=4 8 з= Vnt = 9,1 = 16 


Nos problemas 9 а 18, calcule o coeficiente angular т da reta tangente ao gráfico 
Че cada função no ponto indicado, esquematize o gráfico e mostre a reta tangente no 


ponto. 
9 1х) = 2x - x^ em(1,1) 10 f(x) = (x — 2? em(—2, 16) x? — 4xem(3, —3) 
12 fix) = x* em(-1, - 1) 13 f( 3 + 2x ~ x! em(0,3) m(4,3) 

15 ríx)=, x+ Гет(3,2) 16 f(x) = /9 — 4хет(—4,5) 

E flu em(1.1) 18 f(x) = x em(0,0) 
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8 Um objeto cai do repouso de acordo com a equação s = 16, onde s é o número de 
metros que o objeto cai durante os primeiros / segundos depois de ser solto. 
Calcule: (a) A velocidade média durante os primeiros 5 segundos de queda. (b) A 
velocidade instantánea no final deste intervalo de 5 segundos. 

28 Um projétil é lançado verticalmente para cima e está as metros acima do solo t 
segundos depois de ser lançado, onde s = 256t — 16°. Calcule: 

12) A velocidade do projétil 4 segundos após o lançamento. 

1b) O tempo em segundos necessário para que o projétil atinja a sua altura máxima 
(no ponto em que sua velocidade é 0 metro por segundo). 

zı A altura máxima que o projétil atinge. 

Z Um triângulo equilátero feito de uma folha de metal é expandido pois foi aquecido. 
Sua área A é dada por A = (V3/4)x* centímetros quadrados, onde x é o compri- 
mento de um lado em centímetros. Calcule a taxa de variação instantânea de A em 
relação a x no instante em que x = 10 centímetros 

E Um balão esférico de raio R centímetros tem volume V = 4л centimetros 
subicos. Calcule a taxa de variação instantânea de V emrelagáo a R no momento em 
que R = 5 centímetros. 

13 А pressão P de um gás depende do seu volume V de acordo com a lei de Boyle, P = 
C V. onde C é uma constante. Suponha que C = 2.000, que P é medida em quilos 
por centímetro quadrado e que V é medido em centímetros cúbicos, Calcule: 
tai А taxa de variação média de P em relação a V quando V aumenta de 100 

centímetros cúbicos para 125 centímetros cúbicos. 
fb) A taxa de variação instantánea de P em relação a V no instante em que V = 100 
centímetros cúbicos. 

ж Calcule a equação da reta tangente ao gráfico da função f(x) = 2x* — 5x + 1 no ponto 
2.-1). 

E Esquematize o gráfico da função/ definida por f(x) = VX. Compute o valor da razão 
*(0 + h) — f(0) 


j Para números positivos й. Identifique essas razões como coefi- 


sientes angulares de certas retas secantes. O que acontece a estes coeficientes 
angulares quando h tende a 0? 


2 A Derivada de Uma Função 


Na Seção 1.2 mostramos que se x e y são duas varias es 
uma equação y = f(x), então a taxa de variação instantán 


quando x tem o valor x, é dada por 


Ay fe 


lim — = lim 


mrelagáo ax 


Ах-0 АХ armo Ах 


Por outro lado, mostramos na Seção 1.3 que o coeficiente angular m da 


reta tangente ao gráfico de f no ponto (x,. fix.” tamben e dado por 
TES А 
т = lim —. Assim, o problema de encontrarmos « tara de variação de- 
aso Ах 


mos coeficiente 
ys pelo cálculo do 


uma variável em relação a outra e o problema de enc 
angular da reta tangente a um gráfico são ambos resc 
mesmo limite. 
Limites da forma lim Ду/Ах aparecem com tanta frequência em cálculo 
Arc 


que é necessário introduzir uma notação e uma terminologia especial para 
eles. Um quociente da forma 


dy _ fs As) = fts) 
Ax Ax 


é chamado um quociente de diferença. O limite quando Ax tende a O de um 
quociente de diferença define uma nova função f', leia-se “f linha”. pela 
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Р) = tim EA 


Desde que a função f’ é derivada da função original f, é chamada 
"'derivada'' def. Assim, temos as seguintes definições. 


DEFINIÇÃO 1 А derivada 
Dada uma função f, a função f" definida por 


é chamada a derivada de f. 

Na definição subentendeu-se que o dominio da função derivada f” é o 
conjunto de todos os números x no domínio de f para os quais o limite do 
quociente de diferença existe. No cálculo desse limite, devemos tomar cui- 
dado em tratar x como uma constante enquanto se faz Ar tender a zero. 


EXEMPLOS Calcule fx) para a função dada usando diretamente a Definição 1. 


1 (ае 
SoLUÇÃO 
is mo DE FAS f(x) _ (x + Ах)? — о? 
Pi iny Ax e - ue 
m. x + 3x2 Ax + 3x(Ax)? + (Ах)? — x? 
Resp Ax 
= lim [332 + 3x Ax + (Ах)?] = 3x2, 
Ax>0 
ulla = 
SOLUÇÃO 
1 s: 1 
(х) = lim LEAD ЛО) i. 3x Ax)-2. 3х—2 


Ax=0 Ax Ах-0 Ах 
y Ox -2) - Dix Ax) - 2] 
Кр Que 2) AS 
zi S BENE 
Tao А) - 2]8x— 2) - Gx — 2 


2.1 Notacóes da derivada 
A derivada foi criada independentemente por Isaac Newton e Gottfried 
Leibniz no século XVII. Newton usou a notação spara denotar a taxa de 


&aà Td " = 
variação no tempo lim — de uma quantidade variável s, onde s = ft). 
amo А! 
Assim, Newton escreveu $ para o que escrevemos como f (1), o valor da 
derivada f” no tempo г. A notação de Newton ainda é usada em muitos livros 
técnicos. 
Por outro lado. Leibniz. idealizando aue o valor nimérico da derivada é 


EXEMPLO 


EXEMPLO 
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pinto de S escritora rtu 
Ax dx 


De agora em diante, vamos fazer uso da notação de Leibniz: по entanto. 
antes das “diferenciais” dy e dx terem significação separadas (Seção 1 do 
Cap. 5), não veremos dy/dx como uma fração, somente como um simbolo 
conveniente para o valor de uma derivada. 

A notação f” para a derivada de função f, que foi introduzida por Joseph 
Lagrange no século XVIII, é a notação preferida sempre que são necessárias 
a precisão e absoluta clareza. No entanto, usando a notacio ^. pode-se 
facilmente distinguir entre a derivadaf" (que é uma função)! e o valor numérico 
f(x) da função derivada para o número x. 

A operação de calcular a derivada f" de uma função * «ou de calcular o 


valor f(x)) é chamada diferenciação. Assim, o símbolo incompleto — pode 
dx 

ser visto como uma instrução para diferenciar o que lhe acompanhar. Por 

exemplo, o resultado do Exemplo | acima pode ser escrito па notação de 


x? 


Leibniz como й. = 
dx 


x " R і 
Uma notação popular alternativa para o símbolo us e o simbolo simplifi- 
x 


cado D . (ou algumas vezes apenas D se a variável independente è subenten- 
dida), o qual é chamado operador diferenciação. Dessa forma. se v = x’. 


então Day = Dx? = 3x2. 
Reescrevaoresultado do Exemplo 2 nas notações de Leibniz e co operador. 


SOLUÇÃO 


a 1 1 —3 
x3 » [3] - ix gy 


Preferência por uma ou outra notação é normalmente apenas um pro- 
blema de gosto e conveniência. No restante desse livro. usaremos а simbolo- 
gia que parecer mais apropriada para o problema em mãos. Também. como 
mostram os exemplos a seguir, poderemos usar outros simbolos alem de y ex 
para denotarmos as variáveis dependentes e independentes 


ds 
Ses = 1/2 g, onde g é uma constante, calcule ` 


dt 


SoLução 
d: NE" A — 3⁄2 
SS Wai ig id _ lim (gr — y Mr) = gt. 
di amo At м=0 


Até aqui, temos tido o cuidado de distinguir a derivada f’ de uma função f 
e o valor f(x) dessa função derivada para um número x. Na prática, no 
entanto, é comum a palavra "derivada" para a função derivada f” e para o 
valor f'(x) dessa função para um número x. Daqui em diante, seguiremos esta 
prática comum, desde que normalmente pode-se saber o que é pretendido do 
contexto. 

Em suma, se y = fix), então a taxa de variação instantánea de y em 
relação ax, ou, o que é a mesma coisa, o coeficiente angular da reta tangente 
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ao gráfico de f em um ponto (x,y), é dada por 


а py =P (9) Tim 40-545 ЛӨ) _ i, Ay 


dx 


ах-о Ах ахо Ах 
desde que o limite exista. 


2.2 Diferenciabilidade e continuidade 
Considere a função f definida pela equação 


|5—2x sex <3 
fe) = i 
lax—13 sex>3 (Fig. 1). 
Desde que lim f(x) = —1 = f(3), segue que f é contínua em 3. 
2-3 
No entanto, se formarmos о quociente de diferença 


/@ + Ах)— 703) fG Ах)+1 


Ах Ах 
€ calcularmos seus limites quando Ax tende a zero, à direita e à esquerda. 
obteremos 
i x)— 3 + Ax) — 13 ] & 
lim £e Ad 16) _ lim [н да = let lim DR ad 
Ax Ax Ах-0+ Ах ах-0+ Ах 
enquanto 
" 3 + Ax) – f(3 $- 2(3 c —2 А» 
lim /@+А)-/@)_ qo [5—23+4х]+1_ py —2Ах__, 
Ах-0- Ах Ax-0 Ax axo АХ 


Desde que os l:.nitesá direita e à esquerda do quociente de diferença não 
são iguais, segue que o limite do quociente de diferença não existe; ou seja. а 
derivada f'(3) nào existe. A não-existência da derivada de f em 3 pode ser 
antecipada do gráfico na Fig. |, desde que esse gráfico não tem reta tangente 
em (3,—1). 


Em geral, definimos a derivada à direita de uma função f por 
5 x + Ax)— f(x 
S4(x)= lim fers- | Je 
Ах-0* Ах 


Similarmente, a derivada à esquerda de f é definida por 


fibus Jia f(x Ax) — fe) 


А-0 Ах 
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Assim, para a função na Fig. 1,7 (3) =4ef (3) = 
existe, De uma maneira geral, a derivada f(x) existe e tem o valor A se e 
somente se ambas as derivadas f .(x) ef (x) existem e têm o valor comum A 


EXEMPLO Seja a função f definida por 


5 sex«l 


2 1 sexo 


Fig. 2 
SoLUÇÃO 
Aqui, 
paj- tim +4070 
Ax0* Ax 
= tin РИЗА П 
Ax=0+ Ax 
zo 2Àx 
= li == 
ads s 
Também, 
ss Jl AD Mate 
А = 1 =} = х}=2. 
Hem m us a aem 


Desde que f',(1) = f. (1) = 2, concluímos que f'(1) existe e é igual a 2 
Esse exemplo mostra que uma função definida em intervalos pode ter uma 
derivada na vizinhança do número entre os intervalos. 


DEFINIÇÃO 2 Função diferenciável 
Uma função é dita diferenciável em um número x se f é definida pe 
menos em algum intervalo aberto contendo x e f'(x) existe e é finita 
Evidentemente, f é diferenciável em x se e somente se ambas as der» = 
das laterais /",(x) e f” (х) existem e têm o mesmo valor finito. Uma x 20" 
dita ser diferenciável no intervalo aberto (a,b) se é diferencia e: 
número nesse intervalo. Se uma função é diferenciável para cada 
seu domínio, é chamada uma função diferenciáve 
Geometricamente, dizer que uma função f é di TLITRETE 


x é dizer que o gráfico def tem uma reta tangente (TU ETT 


unen em 
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no ponto (x,f(x)). Obviamente, se um gráfico tem uma reta tangente em um 
ponto, não pode ter uma descontinuidade no ponto. O teorema a seguir 
confirma isso analiticamente. 


TEOREMA 1 Continuidade de uma função diferenciável 
Seuma funcáofé diferenciável em um número x, então ela é contínua em 
E 


PROVA 

Considere que f é diferenciável em x. Mostraremos que f é contínua em x 

demonstrando que lim f(x + Ax) = fix). Desde que o limite de um produto é o 
агы 

produto dos limites, temos 


lim [f(x + Ax) = f (x)] — lim шы 


Ax=+0 Ax=0 Ax 
Es [im + ii ^ 
"m Ax Ax=0 
= f'(x)-0- 0. 


Todavia, desde que o limite de uma soma é a soma dos limites, temos 


lim f(x + Ax)= lim [f(x + Ax) — f(x) + f(x)] 


AxcO Ax=0 


= lim [f(x + Ax) = f(x)] + lim f(x) =0 + f(x) = fixi 


I) 


Fig. 3 


Embora, como mostra o Teorema 1, uma função diferenciável sea 
automaticamente contínua, existem funções contínuas que não são diferea- 
ciáveis. O exemplo mais simples é a função definida por fix) = |x| (Fig. 31 
Note que f é contínua para o número 0, mas não é diferenciável em 0 desde 
que f (0) = 1 e f'_(0) = —1. Um exemplo semelhante é dado pela função 
mostrada na Fig. 1. 


Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas 1 a 6, calcule f'(x) diretamente de definição de derivada. 


2 у(х) = 2х2 -1 8. 
2 


5 f(x 


A DERIVADA 


Nos problemas 7 a 12, calcule a derivada pedida diretamente da definição 


7 85=——,Dj5=? 
t+ 
. 10 (И 902) = 2 
1 P 
ш 12 h(t) = (0) = ? 
+1 
Nos problemas 13 а 16, calculef (x,) para o valor dado de x, pelo cálculo direto do 
Эх + Ax) — fen) 
M AT PA 
e Ax 
B x)=1-2x;xm=-1 14 f(x) = 7х3; х =-2 
7 " 8 
© “= i= 3 16 Л) = т: -5 
Nos problemas 17 а 19, calcule o valor da derivada de cada função para о número 
lo. 
E or(4)sef(x) 


1 


18 D,semt-3eses—J/2t + 3 


P Cenr-2sey- 2 
dx 2x + 1 


28 Calcule РР se P = PR e R é uma constante. 
її Reescreva suas respostas aos problemas ímpares 1 ao 11 em ambas as notações de 
Leibniz e de operadores. 
2 Dado que y = f(x), escreva o valor da derivada f'(x) de tantas maneiras diferentes 
quanto possível. 
Nos problemas 23 e 24, calcule a derivada indicada para cada fungáo. 


23 D,sses = 16:2 + 30r + 10 24 Pise = 1602 + 300 + 10 
n 


Nos problemas 25 а 32, (a) trace o gráfico de f, (b) determine quando f é contínua 
зо número ху, e (c) determine quando f é diferenciável em x, pelo cálculo de f(x) e 
? xy. 


x49 sex < -1|, 


25 f(x) = x! 20% =% a c 
suelen nr ET tren 
э» fe nlsi? a A os -2 
м f()- duci m zuo =й эз fiet = зр =3 


33 (a) Explique, com suas próprias palavras, por que é geometricamente razoável que 
uma função diferenciável deva ser contínua. 
(b) É geometricamente razoável acreditar que toda função contínua seja diferen- 
ciável? Por que ou por que não? 
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34 Calcule os valores das constantes a е b para que f'(— 1) exista, onde 


mo? sex< —1 
охь sexx -1 


35 Trace os gráficos de cada uma das seguintes funções e indique onde as funções nào. 
são diferenciáveis. 


ta) fix) = |3x — 1| (b) f(x) = |? - 1] 


3 Regras Básicas Para a 
Diferenciacáo 


Na Seção 2 diferenciamos funções tais como fix) = 1/(3x — 2) pelo uso 
direto da definição de uma derivada (como um limite de um quociente 
diferencial). O cálculo direto das derivadas desta maneira pode ser cansativo. 
mesmo para as funções relativamente simples que temos considerado. So- 
corro para este cansaço está por chegar — existem regras gerais para diferen- 
ciação que permitem cálculos corretos de tais derivadas. Nessa seção apre- 
sentaremos regras para diferenciação de somas, produtos e quocientes de 
funções cujas derivadas já são conhecidas. De início, vamos simplesmente 


estabelecer essas cepas internamente e ilustrar suas aplicações em exem- 
plos. Mais tarde, na Seção 3.1, vamos estabelecê-las precisamente e dar-lhes 
provas rigorosas. 


REGRA 1 Regra da constante 
A derivada de uma função constante é a função nula simbolicamente, se 
c é uma constante, então 


D.c=0 ou fe 
dx 


No uso da regra da constante, é frequente confundirmos deliberada- 
mente um número constante tal como 7 e a função f constante que o determi- 
na de acordo com a equação, ftx) = 7. Desta forma, normalmente escrevemos 
“De(7) = 0" ou “ах (7) = ao invés de escrevermos “'f' é a função 
definida pela equação, f(x) = 0”. Desde que só podemos diferenciar funções 
— nunca números — uma expressão da forma D, (7) = 0 somente poderia ter 
sido interpretada como o foi acima. Assim, abreviaríamos a regra da cons- 
tante como D,c = 0 ou deldx = 0. 


EXEMPLOS 1 Sejaf uma função constante definida pela equação Дх) = 5 + т. Calculef". 


SOLUÇÃO 
Pela regra da constante, f” é a função constante definida pela equação 
f(x) = 0. 


2 Calcule D, (5 + V3) 


SOLUÇÃO 
Pela regra da constante, D(5 + у) = 0. 


REGRA 2 Regra da identidade 
A derivada da função identidade é a função constante 1. Simbolica- 
mente, 


A DERIVADA me 


EXEMPLO Se f é a função definida por f(x) = x, calcule f". 


SOLUCAO 
Pela regra da identidade, f’ é a função constante definida por fix» = 1 


REGRA 3 Regra da poténcia 
A derivada de uma poténcia inteira positiva de x é o expoente de x vezes 
x elevado à potência inferior seguinte. Simbolicamente, se л é um inteiro 
positivo fixado, entáo 


dx 


EXEMPLOS 1 Diferencie a função fx) 


SOLUCAO 
Pela regra da potência, f'(x) = 7х7! = 75. 


2 Seu = t, calcule du/dt. 
SoLução 
Pela regra da potência, du/dt = didt 1% = 131". 


REGRA 4 Regra da homogeneidade 
A derivada de uma constante vezes uma função é a constante vezes а 
derivada da função. Simbolicamente, se c é uma constante си é uma função 
diferenciável de x, então 
du 


D (cu) = cD,u ou 24а) ed 


EXEMPLOS 1 Diferencie a função fix) = 5x*. 


SOLUCAO 
Usando ambas as regras da homogeneidade e da poténcia, temos 


Fx) = DA5x*) = 5D, x* = S(4x*) = 203. 
2 Calcule D,(2/ax*). 


SoLução 
Pelas regras da homogeneidade e da potência, 


pi ) =2рдк) = 30%) = x$. 


3 Sec é uma constante e n é um inteiro positivo, calcule d/dx (cx”). 
SoLucáo 


4 Acl 4 d 290 DE um mt 
(A) con = el esce 


Uma сопѕедйёпсіа importante da regra da homogeneidade é que /) 1 — u 

== Dai Isso segue ao fazermos с = — 1 na regra 4. 
uitas funçôes encontradas na prática são (ou podem ser reescritas cœ 
mo) somas de funções simples. Por exemplo, a função polinomial fix) = ` 
+ 5x — 1 é uma soma de 2х?, 5x e — 1. Dessa forma, uma das mais úteis raai 


жыллы ән Gr Амы Л. 
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REGRA 5 


EXEMPLO 


EXEMPLOS 1 


REGRA 6 


ы 
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Regra da soma 
A derivada de uma soma é a soma das derivadas. Simbolicamente, seu e 
v são funções diferenciáveis de x, então 


d du | dv 
Dlu+v)=D,u+D,r ou + t) - ge. 
Calcule D;(3x* + 11x"). 
SoLUÇÃO 
Temos 
D(3x* + 11x%) = D(3xº) + D,(11x%) (regra da soma) 
=3D,xº + Пр, x° (regra da homogeneidade) 
= 3(5x*) + 11(8x”) (regra da potência) 
= 15x* + 88x. 
Se u, v e w são três funções diferenciáveis de x, então, pela regra dz 
soma, 
D (u +£ + w) = Du — (1 + w)] 
Deu + Du + w) 
= Deu + Div + D,w. 


"I 


De maneira mais geral, a derivada da soma de qualquer número finito de 
funções diferenciáveis é a soma de suas derivadas. Essa regra também é 
chamada de regra da soma. 

Usando as regras da soma, homogeneidade, potência, identidade e das 
constantes, podemos diferenciar qualquer função polinomial termo a termo. 
Isto é ilustrado pelos exemplos seguintes. 


Dado fix) = 3x!'" — 248 + 72 


— 2, calcule f". 
SoLução 


f'(x) = D,(3x'?? — 248 + 7x2 — x — 2) 
= D,(3x199) + D(— 243) + Dx?) + D,(-x) + D -2) 
= 300xºº — 72x? + 14x — 1. 


dy š 
Calcule 7^sey = Yu — utj + Su? + ú + т. 
u 


SoLUÇÃO 


h 
Ts 2u* — Au!) + 15u? + 1-0 — 52u — u + 1502 + 1. 


A regra para a diferenciaçào do produto de duas funçóes é mais compli- 
cada que a regra para a diferenciação de sua soma. No início do desenvolvi- 
mento do cálculo, Leibniz descobriu que, em geral, a derivada de um produto 
não é o produto das derivadas (veja Problema 51). Leibniz conseguiu achar a 
regra correta, que é a seguinte. 


Regra da multiplicação, regra do produto, ou regra de Leibniz 

A derivada do produto de duas funções é a primeira função vezes a 
derivada da segunda função mais a derivada da primeira função vezes a 
ы; EST de 


pue 


tmr Po 


A DERIVADA w 


então 
d š 
Dur) = (De) + (Буш: ou (ur) = us ES 
dx 
EXEMPLOS 1 Calcule D,[(3x? + 1)(7xº + x)] pelo uso da regra de multiplicação 
SOLUÇÃO 
DIG? + 1)(7x* + xJ] = (3x? + DIDADS + x)] + [D (32 + JC — + 
= (3x? + 1)(21x2 + 1) + (6х)(7х° + x) 
= (63x* + 24x? + 1) + (42x* + 6x?) 
= 105х* + 30x? + 1. 


2 Suponha quef e g são funções diferenciáveis no número 2 e que ff2) = 1, g(2, 
= 10,f(2) = Ya e g'(2) = 3. Se h = fig, calcule h'(2). 


SOLUÇÃO 
Pela regra da multiplicação 


Wx) = f(x) а(х) + fex): ge), 
então 
HO) = 7(2):90) + 70): g2) 
ou 
к@)= (103) + 8010) = 8 
REGRA 7 Regra da inversa aritmética* 
A derivada da inversa aritmética de uma função é a razão negativa da 


derivada da função para o quadrado da função. Simbolicamente se v é uma 
função diferenciável de x, então 


ado) E 


EXEMPLO Calcule D ,(1/x). 


SOLUÇÃO 
Pela regra da inversão aritmética 


REGRAS Regra do quociente 
A derivada de um quociente de duas funções é o denominador vezes a 
derivada do numerador menos o numerador vezes a derivada do denomina- 
dor tudo dividido pelo quadrado do denominador. Simbolicamente. se u è t 
são funções diferenciáveis de x, então 


n u 
s) |o vcD,u — uD, t =Ë ")- "d ds 


[ДЕ 


a 


*N. do T. Por inversa aritmética de uma função f. entende-se a função 117 Nas oefonar com 
noção de função inversa, que aparece a seguir. 
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EXEMPLOS 1 Calcule D, 


SoLucáo 
Pela regra do quociente 


Ld — Tue) = XD? + 7) o + 7)2x) — 2 
У (e xp "S (х? +7)? 


2 Suponha que f e g são funções diferenciáveis no número 3 e que f(3) =-2 
80) = —5,/'(3) = 3eg 13) = 1. Se h = fig, calcule o coeficiente angular de 
reta tangente ao gráfico дел no ponto (3.2/5). 


SoLuçÃo 
Pela regra do quociente 


= 4f (x) Sd) 
[ox : 


assim, o coeficiente angular desejado é dado por 


hix) 


KENE (ES 7257 


Desde que uma função racional é uma razão de funções polinomiais е 
podemos diferenciar qualquer função polinomial, podemos usar a regra de 
quociente para diferenciar qualquer função racional. O Exemplo 1 acima 
ilustra essa técnica. 

Aregra3, regra da potência. pode se generalizada para potências inteiras 
arbitrárias como se segue 


кз)= #@)/(3) — fis 03) _ (—5у3)— (=2)(1) T 


REGRAS Regra da potência para expoentes inteiros 
Sen é um inteiro fixado. então 


© LP a= 
DX" = nx ой — x*"—mnx i 
dx 


Paran = 1, essa fórmula nos dá d/dx x = 1x" = |, em conformidade cor 
a regra da identidade, exceto quando х = 0, desde que 0° é indefinido. E 
tradicional passarmos por cima dessa pequena dificuldade e simplesmente 
interpretar 0º como sendo | para propósito desta regra somente. А regra! 
nos permite usar à mesma fórmula como na regra 3, mesmo quando n é um 
inteiro negativo ou zero 


EXEMPLOS 1 Dada fix) = —2/xº, calcule f(x). 
SoLução 


Usando a regra da homogeneidade e a regra da potência para expoentes 
inteiros, temos 


fo) D(z) =D(— —2D,(x?) = (-2)(—3x7?7!) = 6х-* 


d 
2 Calcule a + 
= 


A DERIVADA w 


SOLUÇÃO 


Em resumo temos as seguintes regras básicas para a diferenciação 


de 
=0 
! dx 
dx 
2 a 1 
3 z хп ре! 
ах 


de 
dx 
d de du 
6 ar (ut) = u di" ax" 
“a 
7 d B Lo Mx 
dx ir t 
du di 


d quy "ах "dx 
8 al | s ss. 
dx Vc г 


Nessas regras, c denota uma constante, n é um inteiro, eu e v são 
funções diferenciáveis de x. 


3.1 Provas das regras básicas da diferenciação 

Destinamos essa seção ao estabelecimento preciso e a provas rigorosas 
das regras básicas da diferenciação. É conveniente provar os teoremas em 
uma diferente da qual as regras foram estabelecidas. 


TEOREMA 1 Regra da constante 
Scc é um número constante ef é a função constante definida por fi x: = 
entãof é diferenciável para todo númerox ef" é a função definida porfix = € 


Prova 
Six + Ax) - f(x) f 


f'(x) = lim = йа timo=0 
Arad Ax хэр AX amd 


TEOREMA 2 Regra da identidade 
Se f é a função definida por fix) = x, então f é diferenciave! гага cos 
número x ef” é a função constante definida por f(x) = 1 


PROVA 


(х) = lim Hx + pu ffs). y EA = he 
"dun: 9 BTE 


no CALCULO 


TEOREMA 3 Regra da soma 
Sejam / e g funções diferenciáveis em um número x; e seja h = f + £ 
Então ñ é diferenciável em x, e 


(ху) = f'(x) + g (xi). 
PROVA 


(ху) = lim Hsc 88) hixi) 


м0 Av 

= tim Ut AND gts Ах) — [/ (0) + lx] 
м0 Ах 

= tim At Ao а) + glxi + Ax) — glxi) 
эх-0 Ах 

ES fix, + Ax) — f(xi) | axi + Ax) — g(x1) 
320 Ax Ax 

= lim LU А) JO), uu gent Ax) — go) 
Ax20 Ax Ax-0 Ax 


Fl) + ati. 


TEOREMA 4 Regra do produto 
Sejam f e g funções ambas diferenciáveis em um número x,, e seja h = 
fg. Então h também é diferenciável em x, e 


(ху) = FG) arta) = P0) gl). 


PROVA 


h + _ h 
(ху) = lim w sep c MS) 


эх-о Ах 
= tim /® КАУ Ах) Ла) gli) 
= um 

йай Ах 


Usaremos agora um curioso mas eficiente artifício algébrico — a expres- 
são Ax, + Ax): g(x,) é subtraída do numerador e depois adicionada de novo (c 
que, é claro, mantém o valor do numerador sem alteração). 

O resultado é 


f(x. + Ax): gixi + Ax) — fix Ax) glxi) + /(х + Ax) goa) — fen) at 


ек, ~ 
afin Е +Ax)- feu + Ах) ge) /(х + Ax): gon) — fe) аба 
А0 Ах Ах 
xi Ax) — gii) | Л Ax) — 
= im, [res g Ax) fe а). a), fex = еа) s) 
= [im fx, + am]: [im deu P а] 
ах-о Ax=0 Ax 


+ E шы my. | 
me Ax 


= [iis fixi +As)| re rt tim 83 


TEOREMA 5 


TEOREMA 6 


TEOREMA 7 


A DERIVADA ш 


Desde que f é diferenciável em x, ela é continua em x. (Teorema 
Seção 2,2); assim, 


lim f(x, + Ах) = lim (х) = f(xi). 


Ax=0 x= 


Também, desde que g(x) é uma constante, 
lim g(x,) = g(xi). 
Ax 


Segue que 
Boi) = fex) goa) + Fx) (ха). 


Regra da homogeneidade 
Sejag uma função diferenciável em um númerox, e sejac uma constante 
Seja a função h definida por A(x) = cg(x). Então h é diferenciável em x, e 


(х) = eg'(xi). 
PROVA 


Seja f a função constante definida por f(x) = c. Pelo Teorema 1, f'(x) = 0. 
Evidentemente, 


h(x) = cg(x) = f(x): а(х). 
Desta forma, pelo Teorema 4, 
т) = fei) go) + Ра) (ха) = ed 6) + 0: g(x) 


Regra da potência 
Seja n um número inteiro maior que 1 e seja f: 
x^, Então f é diferenciável para todo número x cf" 


definida porfix) = 
função definida por 


J'y nr 


PROVA 
A prova se processa por indução matemática, iniciando com n = 2. Para n = 2 
temos, pelas regras do produto e da identidade, 
f(x) =D) = Dix x) = x: (D. x) + (D. x)x 
£ kos =; 


Il 


assim, o teorema é válido quando n = 2. Agora, assumindo que n é maior que 
2 e que o teorema seja válido para expoentes menores que n, os Teoremas 4 е 
2 implicam que 


LO) = Die) = Рх"! х) ext! (Бух) + Da Ha 
x"! 4 [(n— П) 2р x  (n— xo! 


mt 


\ 


= nx' 


Regra da inversa aritmética 
Seja g uma função diferenciável em x, e suponha que g(xy =Ù. Seja 
função definida por A(x) = 1/2(х). Então h é diferenciável em v, е 


xu _ F6) 
к= [gtx ir 


PROVA 
Desde que g é diferenciável emx;, ela é definida em algum 
redor de x.eé continua ету. Desta forma. nara valores 
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valor numérico g(x) fica próximo de g(x)). Desde que g(x) + 0, o valor 
numérico g(x) deve ser diferente de zero para valores de x bem próximos de 
Xi. Isso mostra que A(x) = 1/g(x) é definida em pelo menos um pequeno 
intervalo aberto ao redor de x,. Temos 


1 1 
den qus Patag- Ro) AS gx) 
kd mE umm xx 
ы _ 90) — аба +A) | 
axo Ах [g(xi) а(х, + Ax) g(x) ax, + Ax) 
= tim Mx) - gx + Ax) 
ах-о Ах g(x,)*g(x, + Ax) 
Р gx + Ax) — gii) 1 
= lim(-1 es 
Es | Ах (xi): g(xi + Ах) 
alg — =: l 4 
f im, Ax vui (x1) g(xy + Ax) 
(x). PD 
A тт is AS) 


ax=0 


Desde que g é contínua em x,. 


lim g(xi + Ax) = lim g(x) = (x) 


Ax—0 x= 
segue que 


ihn If] e yn clie 


TEOREMA 8 Regra do quociente 
Sejam f e g funções ambas diferenciáveis em um número x, e suponha 
que g(x) + 0. Então, se h = f/g, segue que h é diferenciável em x, e 


h'(xi) = ge) / Usi) - 


) - foi): g'() 
[aix )]? 


PROVA 
Note que h = f (1/9); assim, pelas regras do produto e da inversa aritmética. 


Wis) e fes) CIR ГОО де 


Sa) gba) оба) f(x) 


lex) об 
ху): PG) — fes) gi) 


CO 


TEOREMA 9 Regra da potência para coeficientes inteiros 
Se a função f é definida por f(x) = x", onde n é qualquer inteiro fixado. 
então f é diferenciável e 


Pituta, w d 


A DERIVADA из 


Aqui entenderemos que: 
(a) Sen = 0, então x pode ser qualquer número exceto 0. 
(b) Sen = 1, interpretaremos 0? como sendo o número | (apenas px 
objetivo desse teorema). 


PROVA 

O teorema 6 cuida do caso n > 2, enquanto o Teorema 2 cuida do caso n = 1. 
Para n = 0,х" = x° = 1 (exceto para x = 0); assim, para x + дел = 0, f(x; = 
Dax") = DAI) = 0 = 0:х7' = 0: х0! = nx"-1, como desejado. Finalmente. 
suponha que n < 0 e que x # 0. Note que —n é um inteiro positivo; dessa 
forma, pelo que acaba de ser provado para expoentes positivos e pelo Teo- 
rema 7, 


Conjunto de Problemas 3 


Nos problemas 1 a 31, diferencie cada função aplicando as regras básicas para 


diferenciação. 
© os 
1 у(х) = х – 3х +1 2 у(х) = 4х — 9х* 3 = ++ 
ES xt Š 
40-41 5 Л) = 5 2P + 3t+1 6 f()23? 7t 17 
4 
Т FX)oD*l 8 f() 
1 $ 
B fus- п g(x) 12 G(-ix-4-- 
2 А 28 
Br) ==> 14 у(х) = 368 — x) 
M r(x)= (x? + UOQx'+ 5) 17 G(x) = (x? + 3x) — Әх) 
P /(у)= (2y— 1)(4у° +7) 20 f()- (6? + 7) 


ЕЕ 


b. jer з o= (Ena) 


Ж. Suponha que fe g são funções diferenciáveis. Define uma função A por h(x) = Ах) - 
gix). Mostre que h'(x) = f'(x) — g'(x). 
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33 Calcule 12) em cada caso, 


(y sit] (b) у(х) = 
3-1) © ft)- t 


34 Suponha quef, g e h são funções diferenciáveis. Seja k uma função definida por k(x) 
= fixigix)-h(x). Use a regra do produto para mostrar que 


= f(x): glx) rix) + f(x) ix): hix) + f (x) glx) hix). 


ы 
^ 


Use o resultado do problema 34 para diferenciar as seguintes funções: 
(a) f(x)= (2x — 5)(х + 2)? — 1) (b) f(x) e (1 — 3x Qx + 5) 


(e) f(x) = (+ iJes- ie-3x) — (4) f(x) 


247) 


36 Seja fit) = E + te gli) = — 1. Calcule Рао) — %ag(D]. 


37 Sejamfe g funções diferenciáveis para o número 1 e sejaf(1) = 1. (1) 2, g(1) = Ya 
e g'(1) = —3. Use as regras de diferenciação para calcular: 
(a) (YQ) ©) (£ — 9r) (e) CS + 3070) 
] ay 
= o (—( 
e jo o (o 


38 Suponha quef. g eh sejam funções diferenciáveis no número 2 е seja/(2) = —2./ (2) 
= 3, g(2) = —5, g'(2) = 1, h(2) = 2eh'(2) = 4. Use as regras de diferenciação para 
calcular: 


(a) (f +g + Ау) (b) (27 — g + 3h)(2) (с) (NO) 


39 Calcule o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico da função f no ponto cuja 
coordenada x é 4, 


(a) f(x)— (b) у(х) = 


4x-2 


40 Determine a taxa de variação do volume em relação ao raio (a) de uma esfera e (b) 

de um cilindro circular reto com altura constante h. 

Calcule o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f(x) = х/х? — 2 no ponto 

a,- 1). 

42 Para uma lente fina de comprimento local constante p, a distância do objeto x e a. 
distância da imagem y estáo relacionadas pela fórmula 1/x + 1/y = 1/p. 

(a) Resolva para y em termos de x e p. 
(b) Calcule a taxa de variação de y em relação a x. 

43 Um objeto está se movendo ao longo de uma linha reta de tal maneira que, ao final 
de t segundos, sua distância em metros do seu ponto de partida é dada por s = 8 + 
2/1, com t> 0. Determine a velocidade do objeto no instante em que t = 2 segundos. 

44 A fórmula D (x") = nx", que vale para valores inteiros de n, sugere que talvez 


4 


D, (13) = Ya a = Ох"); ou seja, D /x) = 


V x 
derivada (como um limite de um quociente diferencial) para mostrar que isso é 
verdadeiro para x > 0. 
45 Critique os seguintes argumentos errados: Desejamos computar o valor da deri- 
vada de fix) = 2x! + 3х — 1 para x = 2. Para este fim, colocamos x = 2e temos f(2) = 
32) — 1 = 13, Mas D,(13) = 0, então f'(2) = 0. 
46 Mostre que a regra da inversa aritmética é um caso ашы regra do quociente 
quando o numerador é a função constante Дх) = 
47 Seja m um inteiro dado. Se possível, calcule uma о ОИ c eum inteiro n tal que 
D. = x^. pelo menos para x + 0. Para que valor (ou valores) de m isso não é 


(с) б) = 
(0 f()- 


(x? + 1 -x) 


x47 


(a) (/g)(1) 


e (Zo 


A DERIVADA 


АВ Saconha que a, b, c ed são constantes; que ambas c ed nào são zero: e que o valor 


av-b 
q “independente do valor dex (desde quecx + d # 0). Prove que ad = bc. 
L +e a regra do produto para provar que D,[fLx)) = 2Д\х)-Р.[Дх)]. 
BR L +e a regra do produto para provar que DR]! = 3[f): D [f]. 
Seu fx) = xe g(x) = 1. Mostre que: 
% А derivada do produto fig não é o produto das derivadas de f e g. 
fr A derivada do quociente ffe não é o quociente das derivadas de f e g. 


4 A Regra da Cadeia 


Suponhamos que y = (x° + 5х)" e que desejamos determinar dy/dx. Uma 
saída é expandir (x? + 5x)? e então diferenciarmos o polinômio resultante. 
Assim, 


у = (x? + 5х)? = xŠ + 15x5 + 75x* + 1259, 


dy. 6x? + 75x4 + 300х° + 375x?. 
dx 


Outro método é fazermosu = xš + 5x, tal que y = 3, dyldu = 3u?, duldx 
= 2х + 5. Então, 


dy de s ма шу За а Sx yer 5] буй q 7539-3000 3793. 
dx  dudx 


O último cálculo produziu a resposta certa, mas existe um detalhe nele. 

As expressões dy/du e duldx são apenas símbolos para as derivadas nas quais 
s "numeradores" e "denominadores"' ainda não tiveram nenhum signifi- 
cado quando vistos separadamente. logo não estávamos realmente seguros 


dy ауди e " Р š 
em supor que — Sd . De fato. a legitimidade desse cálculo é garantida 
dx dudx 
por uma das mais importantes regras de diferenciação em cálculo — a regra 
da cadeia. 


Apesar de darmos uma definição e prova precisa da regra da cadeia mais 
tarde (Teorema 3 na Seção 7) começaremos com a seguinte versão informal. 


A regra da cadeia 
Se y é uma função diferenciável deu e seu é uma função diferenciável de 
x, então y é uma função diferenciável de x e 


dy dydu 
dx ах 


O leitor é questionado a assumir como verdadeira a regra da cadeia por 
agora e se familiarizar com ela antes de entrarmos em sua prova. 


EXEMPLO Se y = u? e u = 2x? + 3x — 1, determine dy/dx. 
SOLUCAO 


dy _ dy du 


= = 3и%(4х + 3) = 3(2x? + 3x — I (ax — 3) 
Сб И a (4x + 3) = 3(2х? + 3x yx 
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É claro, a regra da cadeia pode ser escrita na notação de operador como 
Dy = (D,y)(D,u). 
Se fizermos y = flu), onde u é uma função de x, faremos 
D, f(u) = f'(u)D,u. 


EXEMPLO Use o fato de que, se Ди) = Vu, então f'(u) = 1/(2v/u) (problema 44 no 
Conjunto de Problemas 3), e a regra da cadeia para determinar D, Vx? + 1. 


SoLucáo 
Se fizermos Ди) = Vu e u = x° + 1, então Ди) = Vx? + 1. Dessa maneira. 


DaX = D, уи) = f'ü)D,u = O A 


A regra da cadeia é comumente utilizada para calcular derivadas da 
forma D yu", onde u é uma função diferenciável de x en é um inteiro. Assim. 
fazendo fu) = и", tal que f'(u) = nu"-', obteremos a importante fórmula 


D a= пи" Du. 
EXEMPLOS 1 Calcule D;(x? + 5х)!%, 


SoLucáo 
Aqui u = x? + 5x e n = 100, assim 


D, (x? + 5x)! 9? = 100(x? + 5x)99 D (x? + 5х) = 100(x2 + 5x)°°(2x + 5} 


2 SeF(x)= 3 calcule F'(x). 


1 
Gx- 1) 
SoLucào 
Aqui Р(х) = (3x — 1j^*, então 

F'(x)= D, F(x) = D,3x — 1)-* = (-4)(3x — 1) 57 Dx — 1) 
= (-4)(3x — 1) 5(3) = - 12(3x — 1, 


4 3x yo 
3 Calcule Pla s= 5) š 
SOLUÇÃO 


D. 


ax "ү Зх 1º 3x 
в) ещ Se [тт 


E Зх Y (x? + 7)(3) — (3x)(2x) 
Б ДЕ + 5) 


(х2 + 7) 
_ (3x)°(210 — 30x2) 
C (биш ` 
4 Calcule g'(t) seg(t) = (212 — 5t + 1)7 7. 
SoLUÇÃO 
35 — 28t 


g'(t)= —7(22 — 5t + 1) *(4 — 5) =m +1 


ad O "т 


5 Calcule D,[(x? + 6х)!9(1 — 3x)*]. 


SOLUÇÃO x M 
Р(х? + 6x)'?(1 — 3x)*] = [D,(x? + 6x - - agi +(x? + 6x)'°[D.(1 — 5 
= [10(x? + 6x)? Qx + 6)](1 — 3x)* 
+ (х2 + 6х)!%[4(1— 3x) — 3. 
= (x? + 6x)(1 — 3xP [10x + 6)(1— 3x) = 1268 — 6x1 
= (x? + 6x)°(1 — 3х)%(—72х? — 232x + 60). 
No cálculo de derivadas algumas vezes é necessário usar a regra da 
cadeia repetidamente. Por exemplo, se y é uma função de v, v é uma função de 
и, eu é uma função de x, então e En un e ap um e dai 
dx dudx du dv du 
dy 
de 


du 


du dx 


EXEMPLOS 1 Sejay = (I + x?)*. Use o fato de que. fu = zz e a regra da cadeia 
2y u 
para determinar dy/dx. 


SoLução 
Seja u = 1 + x' v = Vue y = v, tal que y = (Vi)? = (VI + x°. Assim, 


Б РЕ 


л) E= = E 
ДЕ salina =) = 3 /u) 5 3x uc 3x1 + x 


2y fu V 
2 Calcule D,[I + (1 + x5)5]". 


SoLUÇÃO 
Usando a regra da cadeia repetidamente, temos 
D.[1 + (1 + х) = 7[1 + (1 + xD + (1 + x5)5] 
= [1 + (1 + х°)%]°[6(1 + x5)°D,(1 + x5)] 
= [1 + (1 + х°)°]°[6(1 + x5)5(5x*)] 
= 210x*[L + (1 + x5)5]8(1 + x5)5. 
A regra da cadeia é realmente uma regra para a diferenciação da com- 
posta f °g de duas funções. q 3 
Para ver isso, seja y = fu) e u = g(x), tal que 


= Hu) = flə(x)] = (f + д)(х). 


Desta forma, pela regra da cadeia, 


dy dy du _ 
dx ах 


(808 (x). 


Denotando a composta f °g por h, podemos escrever a regra da cazo 2 
como a seguir: 


Se h = f • фепао (х) = (f »gy(x) = /'[д(х)]2 1x 


Aqui, é claro, estamos assumindo que g é d 
difaranri. 


ро si л, 
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EXEMPLOS 


p 
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Seja g(x) = Ма" — Hax" + x — N/2, Ди) = uñ, Calcule (f ° g)' (х). 


SOLUÇÃO 
Pu) = 4uteg'(x) = 2x? — 4xº + 1; assim, pela regra da cadeia 


(£ g)(x) = f la(x)]g (x) = 4[g(x)]?g (x) 
= 4(lx* — 2% + x — /2) Ox” — 4х5 + 1). 


Sejamf e g funções diferenciáveis tais que g(7) = Ya, g (7) = se (Ha) = 
Se h = f °g, determine A'(7). 


SoLução 
Pela regra da cadeia 


FO) = G ° 4у(7) = 190907) = 04 (7) = 00)8) 


Se tivermos uma função composta f» g tal que, ( fe gJ(x) = f [e(x)], chz- 
memos g de “função interna" e f de “função externa” nessa composta (de- 
vido às posições que ocupam na expressão f [g(x)]). Então poderemos 
estabelecer a regra da cadeia nas palavras que se seguem: 

A derivada da composta de duas funções é a derivada da função externa 
tomada no valor da função interna vezes a derivada da função interna. 

O leitor deve memorizar essas palavras e deve ver exatamente como elas 
correspondem à definição formal 


(f say) = flo(x)l0 G). 


Mais tarde (na Seção 2 do Cap. 8) mostraremos que se f(x) = senx, ondex e 
um ângulo qualquer em radianos, entao f'(x) = cosx. Em palavras, a derivada 
da função seno é a função co-seno. Assuma isso por hora e calcule '(x) paraa 
função h dada nos Exemplos 1 a 4 abaixo. 


20 
20. 


h(x) = sen(x?) = sen? 


SoLução 

Aqui a função externa é a função seno e a função interna é g(x) = x°, A 
derivada da função externa é a função co-seno e a derivada da função interna 
é g'(x) = 3⁄2. Dessa forma, pela regra da cadeia, 


h(x) = [cos (x*)|[3<2] = 3x? cos (х3). 
hix) = епу занк 
SoLUÇÃO 
Aqui a função externa é Ди) = ië e a função interna é a fun: seno. A 


derivada da função externa é f"(u) = Зи? e à derivada da função interna é a 
função co-seno. Dessa forma, pela regra da cadeia, 


(х) = 3/senx)? cos x = 3sen? x cos x. 
h(x) = cos x 


SOLUÇÃO 
Desde que cos x = sen (z/2 — x), começamos escrevendo 


h(x) = sen(5- а). 


Aqui, a função externa é a função seno, enquanto a função interna é g(ri 
= 1/2 — x. A derivada da função externa é a função co-seno e a derivada da 
função interna é g'(x) = —1. Dessa forma, pela regra da cadeia, 


cos [E — x 
l7) 


(х) = 


(= 1) = —cos (6-а) = —senx. 
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Concluímos que D; cosx = —senx:istoé, a derivada da * 


é o negativo da funçào seno. 
4 h(x) = cost (3x) 


SoLUÇÃO 


h'(x) = 4 cos? (3x) —sen(3x)](3) = — 12 cos? 3x sen3x 


Conjunto de Problemas 4 


Pode-se assumir neste conjunto de problemas que, para x > 0, D, Vx = 1/QN/3). 
Жез problemas 1 a 4, calcule a derivada pedida pelo uso da regra da cadeia. 


1 =, u u= x ex 1, calcule dy/dx. 


3 5, u = x* + 1. calcule dy/dx. 


Nos problemas 5 a 32, calcule a derivada de cada função com o auxílio da regra da 
mea. 


S ix) e (5 — 2x)'° 6 (х) = Qx — 3)° 


8 F= (209 + 1+ 9 уш) = (8 +2)'* 
ш 5) (xx xe)” 2 аи) = (328 + т" 
1 $ 
м Gi) = (502 + IPB + 2)* 15 го) = (3х =] (бк 155 
- 
г 25) = (Ту +3) 50у 1) 18 19 = (в + | 
u 
142815 In 14 
» 3) "T 
1-8 е) | | 
7É + Mit * 
za " 
E an=] E 24 f(x) - | ) 
І — 
iere 27 qx) - [à 23-1 
C 
mou)p-e6-8-J5 30 45) = ууу 
я: +) = 2,/х) 32 Fix) = ix — xy 
B Seu =w, v= Ji t-x!2,w—sS e s=x + |. calcule du/dx. 
мек = узу = uit +1,: = EL e r= /X, calcule Бу». 


3€ Se y depende dex ex depende der, use a regra da cadeia para mostrar que a taxa de 
variação de y em relação аг é o produto da taxa de variação de y em relaçãoax ea. 
taxa de variação de x em relação а/. 

36 Seja flu) = uñ e g(x) = Wx. Supondo que g é diferenciável para todo número exceto 
0. use o fato de que (f eg)(x) = x ea regra da cadeia para mostrar que D (Yx) = g'(x) 
= Чаа. 

F Suponha que f e g são funções tais дие (2) = 123, g é diferenciável no número 2, 
212) = 7, f é diferenciável no número 123 ef^ (123) = Уз. Seja h — f °g. Calculeh'(2). 

38 Sejamf e g funções tais que AS) = —3. £5) = 10, f (7) = 20, g(5) = 7, g'(5) = е 
z (7) = Ya, Calcule (f »g)'(5). 

39 Suponha que é uma função par; então fu) = Ax) vale para todos os valores dex. 
Supondo que f é diferenciável, mostre que f” é uma função impar; ou seja, mostre 


2 


25 


28 


2 pa? —2ull?, и = x? + 2x, calcule dy dx 


4 y= w u= (1 — х2)(7 + x2)7!, calcule D; y 


з= ту FIF 
дб) = -3e2y 
g(x) = (3x2 + 7)2(5 — 3x) 
F = (3t = 1) U2r+ 5) 
х\* 

n= (E) 

à Tx + 1/x 
9 [5577 
fede — 

ES 
го) уу" 
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que f'(—x) = —f'() vale para todos os valores de x. (Sugestão: Faça g(x) = -x e 

note que f = f° g; então f = (f = gJ'. Aplique a regra da cadeia.) 

40 Mostre que se f é uma função impar diferenciável, então f” é uma função par. 

41 Admita as fórmulas seguintes, as quais fornecem as derivadas das seis funções 
trigonométricas para todo valor de x para o qual as funções respectivas são defini- 


das. 

Жз cos y (i) D,cosx = —senx Gij D, nx = še? x 

(iv) D. cot x = —csc x (v) D.secx— sec xtan x (vi) D, —ese x cot x 
Use essa informação para determinar as derivadas de cada uma das funções 
segnes 

(a) f(x) =sensx (b) F(x) = cos (&x — 1) tan (3r) 

(d) F(x) = cat (9x) (e) Л) = sec (2r +9) (0) a(x)= ese (15x — 2) 

(g) f(0)-sem 0 (n) (9) sen, /ó 6) ala) ese 275 

(j) g(9)= cos 6 (k) /(0) =sen? 0 + cos? 8 () f(8)- 2sen8 cos 6 
42 Use o fato de que |u] = Vi para calcular cada uma das seguintes derivadas. 

d 4 арх j 
(G) w (b) ¿+ i| Ө 5 (Bi) (d) р, |х? 42 


43 Seja g uma função diferenciável, faça u = g(x), flu) = 1/u. Use a regra da cadeia 
junto com o fato de que/'(u) = —1/н° para dar outra prova para a regra da inversa. 


44 A demanda D para um certo produto está relacionada com o seu prego P pela 
equação D = S00/V/P — 1. Determine a taxa instantánea à qual a demanda está 
variando em relação ao preço quando o preço é Cr$ 3,50. 

45 Uma partícula se move sobre uma linha reta e s denota sua distância em metros do 
ponto de partida depois de t segundos. Calcule ds/dr em cada um dos casos 
seguintes. 


^l 2 — 
(++) (b) s ЖЕРЕБЕ 


(а) s= 


46 Explique a distinção entre D,[f(7x + Зу] e Px + 3). 

47 Determine o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico da função f definido 
pela equação Ax) = 1//2x + 7 no ponto (1,1/3). 

38 Mostre que a regra da cadeia pode ser expressa como (fo g) = (f ° g)-g". 


5 А Керга da Funcáo Inversa e 
a Regra da Poténcia Racional 


Nessa seção daremos uma regra, chamada regra da função inversa, que 


nos dará condições de determinar a derivada da inversa de uma fun: o, e 
usaremos essa regra para determinar derivadas da forma D x", onde r é um 
número racional. 

Se resolvermos a equacáo y — x? parax, obteremos x = ху; em outras 
palavras, as funções 


fe) 


A DERIVADA a 


são inversas uma da outra (Seção 9 do Cap. 0). Admitindo que z ë 
vel, acharemos sua derivada. Desde que x = g(y), queremos calci 
g'(y). Pela regra da cadeia, 


ахау dx 


dydx dx 


assim 


Mas, y = x, então dy/dx = Зх? 


desde que y # 0. 

Pela generalização do argumento acima, obteremos a regra da função 
inversa. Na Seção 5.1 iremos estabelecer esta regra precisamente como um 
teorema; no entanto, por agora, daremos a seguinte definição informal. 


A regra da função inversa usando a notação de Leibniz 


1 
dyldx' 


dy mE 
Se dee #0, então EE = 


O exemplo seguinte ilustra a utilidade da regra da função inversa. Nesse 
exemplo, calculamos a derivada de uma função inversa por “força bruta" € 
comparamos com o mesmo cálculo usando a regra da função inversa. 


EXEMPLO — Sejay = 3⁄2 — 4x + 2 para x > 2/3. Calcule dx/dy quando y = 
(a) Resolvendo para x em termos de y e depois diferenciando. 
(b) Usando a regra da função inversa. 


SOLUÇÃO 
(a) Usandoa fórmula quadrática, solucionamos a equação 3x? — 4x + 2 — 
0 para x para obter 


35 16 


mc NEU. = 


ou х=- + 


yv 3y 2 


Desde que desejamos x > ?/s, devemos usar o sinal positivo na última 
equação. então 


opta 


шр 


du 
3); assim, pela regra da cadeia, 


dx 1d 


d 1 
Recorde que — /u= 5.75 Problema 44 no Conjunto de Problemas 
fu 


1 bod 1 
i => (8-2) = == 
3 2/3y-2dy 


Desta forma, quando y = 


dy 3 dy 


E E 
dy 2/6-2 4 
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(b) Pela regra da função inversa, 


dx 1 1 1 


dy dydx E "EE 
dx 


Quando y = 2, x = Ya (Por qué?), e então 


me -- M 
dy 68) -4 4 


5.1 Teorema da função inversa 

Agora estabeleceremos precisamente aregra da função inversa na forma 
de um teorema. 

Para entendermos esse teorema, suponha que y Ko, onde f é uma 
função diferenciável e invertível. Resolvendo a equação у = f(x) para x em 
termos de y, obteremosx = (у), onde g é a inversa def. Aqui, dy/dx = (х) e. 
supondo que g é diferenciável, dx/dy = g'(y). Se f(x) + 0, a regra da função 


— pode ser reescrita como g'(y) = ou, desde que 
R 


1 
fy 


- qp уб) = Fui 


Nas aplicações da função inversa, nossa maior preocupação é calcular- 
mos a derivada g'. Se o uso de y como variável independente na expressão 
& (y) é inconveniente, poderemos usar a letra x ao invés da letra y na fórmula 
obtida acima. 


1 


O resultado é g (x) = - Nossa motivação está completa, e agora 


nro 


podemos estabelecer o Eis, 


Regra da função inversa ou teorema da função inversa 

Sejaf uma função cujo domínio é um intervalo aberto /, suponha que f é 
diferenciávelem, e ир ша que f"(c) + O para todo número c em/. Entãof 
tem uma inversa g, g é diferenciável, e 


l 


4/0) = дуў 


é válido para todo número x no domínio de g. 

O teorema da fungáo inversa nào só nos dá a fórmula para calcular a 
derivada g' da inversa def como também garante a existéncia de g bem como 
a suadiferenc iabilidade. Por essa razào sua prova é muito sofisticada para ser 
dada aqui. No entanto, é possível ter uma idéia intuitiva para a diferenciabili- 
dade de g pela consideração da Fig. 1. Observe que o gráfico deg é a imagem 
simétrica do gráfico de f em relação à reta y = x (Seção 9 do Cap. 0). Por 
hipótese. E diferenciável: assim, o gráfico de f tem uma tangente em cada 
ponto (u,v) com v = Ди). Evidentemente, sua imagem simétrica — o gráfico 
de g — também tem uma tangente em cada ponto (v,u) com u = g(v). Mas 
dizer que o gráfico de g tem uma tangente em cada ponto é dizer que g é 
diferenciável. 

Recordando da Seção 9 do Cap. 0, se uma função f possui inversa g. 
escrevemos g = f^! e lê-se “inversa de^". Usando a notação f”!, podemos 
reescrever a fórmula no teorema da função inversa como 


(77у) = 


nn У 


EXEMPLO 


TEOREMA 2 


A DERIVADA = 


Fig. 1 


Seja Дх) = x° para x > 0. Determine (f^)'&). 


SOLUÇÃO 

Já que f é definida e diferenciável no intervalo aberto (0,2), e comof'(x) = 2x 
+ 0 para todos os valores de x no intervalo, segue do Teorema 1 que f é 
inversível, f ' é diferenciável e 


1 1 


ЯГ ӨЙ 269) 


(7 '6)= 
válido para todox no domínio def”?. Desde quefIx) = x" parax > 0, segue que 


f x) = Vx. Então (f(x) = 


у l 
Dm = 
y 


simplesmente significa que 


5.2 A regra da poténcia para expoentes racionais 

No exemplo anterior usamos o teorema da funcáo inversa para determi- 
narmos a derivada da funçào raiz quadrada. Generalizando esse argumento, 
obteremos o seguinie teorema 


Regra da raiz 


Se n é um inteiro positivo, entáo 


DX = рухі" 


n nx 


válido para todos os valores de x para os quais Va é definida, exceto para 
3-0 


PROVA 

Seja (x) = x", sabendo-se que x é positivo se n é par, não havendo restrições 
caso n seja impar. Se resolvermos a equação y = fix) рагах em termos dey, 
obteremos x = A/ y; assim, a função g(y) = Wy é a inversa da funcáof. Usando 
a letra x para a variável independente na equação definindo g. encontramos 
que f (x) = g(x) = Wx. Pelo Teorema 1, temos 


1 1 1 


„= УФ) = жүүт” FQ ay 


D 


desde que x + 0. 


124 


CÁLCULO 


EXEMPLOS 1 Determine D, x. 


TEOREMA 3 


EXEMPLOS 1 


SoLUÇÃO 


1 
Usando o Teorema 2, temos D,/x = game 


Se y = x'^, calcule dy/dx. 


SoLução 


dx dx 


Usando a regra daraiz e a regra da cadeia, agora estabeleceremos a regra 


para diferenciação de potências racionais de x. Como mostra o teorema a 
seguir, essa regra é formalmente a mesma regra para diferenciação de potên- 
cias inteiras de x. 


Regra da potência para expoentes racionais 
Seja r = m/n um número racional, reduzido aos seus menores termos tal 
quen é um inteiro positivo e os inteiros m e n não têm fatores em comum. 
ntão 


é válido para todos os valores dex para os quais x” = (x?")" é definida, exceto 
possivelmente parax = 0. Também será válido para x = 0, desde que n seja 
impar e m > n. 


PROVA 
Pela regra da cadeia e Teorema 2, temos 


1 
Dot = Dx Vn)" = m(x t” 1p, (x!) = (mero yüm- ) 
P нена тат part, 
п п 


desde que x” é definido e x + 0. Para completar a prova, suponha quem>ne 
п seja ímpar. Seja Дх) = x”, notando que r > 1. Dessa forma, quando x = 0. 
rx! = 0, e devemos provar que f((0) = 0, 

Temos 


fü Ax)- SO ПА)" —0 
Ax-O Ax eor Ax 
р. Йй" н 
rr dm laxe "Аб; 


Se combinarmos a regra do expoente racional com a regra da cadeia. 
obteremos o seguinte resultado importante: Se г é um número racional e u é 
uma função diferenciável de x, então 


Р.и = ти D u ou E 
dx 


Determine Dx”, 


SOLUÇÃO 


A DERIVADA ns 


2 Sey = 2x? — 3, calcule dy/dx. 


SoLUÇÃO 

dy _ d уу-у LEONE. 131342 ug d E 
= = = 55, (x — 3919 == (2x2 3) 3 
ax gov qu k Poma 


= (2х2 — 3) (4x) = dx? — 3)728, 
3 Se f(x) = (1 — x)*5(1 + x2)72, calcule f(x), 
SOLUCÁO 


Usando a regra do produto, a regra da funcáo racional e a regra da cadeia. 
temos 


fx) e 81 "(DU x?) ?? жолла 3)0 + 90x) 
(1 —3)7 (1 x?) 59 [- $( + х2) —4(1 — x)29] 
= (L— x) US + х2) 59x? — 5x — 3). 


4 Se и é uma função diferenciável de x, mostre que 


u 
jul D,u vale para u 0. 
u 

SOLUÇÃO 

Desde que |u| = (u*)'?, então, para и + 0. 


Dul=D = и) QuD,u) 


5.3 Outros exemplos do teorema da função inversa 

Mais tarde neste livro. em particular na Seção 5 do Cap. 8 e na Seção 3.2 
do Cap. 9. usaremos o teorema da função inversa para calcular certas deriva- 
das. Aqui, daremos outros exemplos do seu uso. 


EXEMPLOS 1 Seja f a função definida por Дх) = x? + x + 1. 
(a) Mostre que f! existe 
(b) Determine (f) (1). 


SOLUÇÃO 

(а) Já que f'(x) = 3x? + 1 # 0 para todos os números reais x, segue do 
Teorema 1 que f^ existe. 

(b) Evidentemente. AO) = 1, então f (1) = f'[40)] = 0. Assim, pelo Teo- 
rema 1, 


1 1 1 


UO = RO 3991 


EE 


2 Suponha que as hipóteses do teorema da função inversa são satisfeitas pela 
função f, que 3) = 7 e que f'(3) = 2. Determine (f-)'(7). 


SOLUÇÃO " " 
Já que ДЗ) = 7, segue que 17) = 3. (Por qué?) Assim 


1 1 


TITO] ГӨ) [HR 


Qm 
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Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas 1 a 8, use a notação de Leibniz с a regra da função inversa para 
achar o valor de dx/dy quando y tem o valor a. 


2a=64 y 


3 a=4y=x + 2x4 a 


Sa=-Ly= 


ut 
л 4 

“x < „ |Assuma que px SEPS = COS x 

š dx 


8-a é arbitrário, y = mx + hm 0 


Nos problemas9 a 26, determine a derivada de cada função. (Use a regra da raiz са 
regra da potência racional juntamente com as regras básicas para diferenciação.) 


9. f(x) Go 10 f(x) 


H g(x)=36x *P 


12 f(x) = 21x57 13 г) = (1-82 14 f(x)= 


КЕ 


16 (и) = (1 1 


22 (х) = (х) —2,/х) 


25 f()- 2 


Tes 26 gix) = al + 2,5) 


Nos problemas 27 a 30, determine a derivada da função dada. Suponha as deriva- 
das das funções trigonométricas como dadas no problema 41 do Conjunto de Proble- 


mas 4. 
27 f() = Sent 28 g(x) = cos 3x 
) У 
29 (х) = cos? x 30 h(r) -sen^" (41 — 1) 


31 Calcule D, (Vx); = 
(a) Escrevendo Yy = Vx e usando a regra da cadeia. 
(b) Pela regra da função inversa. 
(с) Escrevendo Y/x = x! e usando a regra da potência para expoentes racionais 
32 Na última parte da prova do Teorema 3, (a) onde foi que usamos a suposição de que 
п é ímpar, e (b) onde foi que usamos a suposição de que m > n? 
33 Se Ax) = x|x|, determine f'(x). (Para determinar f'(0), use a definição de f'(0) como 
um limite de um quociente de diferença.) 
34 Se f é a função definida рог 


rmine ( f7))'(x) se existir. 
roblemas 35 a 40, use a informação dada c o teorema da função inversa para 
1 ta), (Você pode supor que as hipóteses do teorema são satisfeitas.) 


A DERIVADA 17 


ж а=7, /(3) = 7. 7(3)=2 
ж а= 2, 70) = 5, /(5) =2, /'(5) = 


< Seja f a função definida por f(x) = 


ta) Mostre que f-! = f. 
(b) Calcule (f-9(9) usando o item (a) e a regra do quociente. 
c) Calcule (f-)'(x) usando o teorema da função inversa. 


+1 
€ Seja f a função definida por f (x) = = 
= 
3x1 
a) Mostre que f- EY 
2x-1 


b) Calcule (f) (0) usando o item (a) e a regra do quociente. 

t2), Calcule (f-1)'(0) usando o teorema da função inversa. 
48 Seja f a função definida pela equação y = Дх) = 2x? — x + 1, x > Ya. 

ia) Use a fórmula quadrática para resolver a equação para x em termos de y. 

Pi Use o item (a) para determinar uma equação definindo f^". 

£) Calcule (f-') (y) usando о item (b). 

d) Determine (/7)'(y) usando o teorema da função inversa. 
48 Seja f a função definida pela equação Дх) = x° — xt + 1, x > 3fa. Use o teorema da 

função inversa para determinar (f!) (5). (Note que Д2) = 5, então f (5) = 2.) 


3-1 


48 sejaf afunção definida pela equação f (x) = рагах > 0. Desde que f(1) = 


SEE 
2. entào.f-(0) = 1. Use a regra da função inversa para determinar (f (0). 


6 As Equacóes de Retas 
Tangentes e Normais 


Suponha que a função f é diferenciável em x, então f(x) é o coefi 
angular da tangente ao gráfico def no ponto (x,.f(x,)). Se y, = fixi). a eq. 
da tangente na forma ponto-coeficiente angular é 


y= y = Pea ou) 


EXEMPLO Determine a equação da tangente ao gráfico de f(x) = 4 — x? no гоп 3 
Esquematize o gráfico. 


SoLução 
Aqui, f(x) = —2x, então f'(1) 


—2. A equação da tangente = 
y=3=-2Ax-1) ou ye —-2x-$ (Fig 


A reta normal ao gráfico de f no ponto (x 
linha reta através de (x,. y ,) que é perpendicular 
2)- 


Comof'(x,) é o coeficiente angular d 
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Fig. 1 
y Reta normal 
a 
AT 1 
y = fox) 
Reta tangente 
=p xp 
— + 
Fig. 2 


segue do Teorema 3 na Seção 4.1 do Cap. 0 que —1/f (x,) é o coeficiente 
angular da normal em (х,у). Conseqüentemente, a equação da normal na 
forma ponto-coeficiente angular é 


Determine as equações das retas tangente e normal ao gráfico de f(x) = 1/x no 
ponto (1/2,2). Ilustre graficamente. 


SOLUÇÃO 


Aqui. f'(x) = —1/xº, então (1/2) = –1/(05): = —4. Dessa forma, a equação 
da tangente é 


y-22-4(x—-1) ou y=-4x+4, 


Já que a tangente em (2/2,2) tem coeficiente angular —4, a normal nesse 
ponto tem coeficiente angular — 1/(—4) = 1⁄4. Assim, а equação da normal é 


(Fig. 3). 


EXEMPLO 


A DERIVADA 1» 


Reta normal 


2,15 


Reta tangente 
у=-4х+4 


-x 
Fig. 3 


Algumas vezes é útil sabermos determinar o ponto (ou aqueles pontos) 
(хх) no grauco ue uma runçao uiferencial f na qual a tangente tem uma 
certa direção. Se o cocficiente angular de uma linha reta nessa direção é m, 
somente é necessário resolvermos a equação f'(xi) = т para x, em razão de 
determinarmos o valor (ou valores) desejado de x,. Essa técnica é ilustrada 
pelo exemplo a seguir. 


Se fix) = 2xº — x, determine o ponto no gráfico def onde a tangente é paralela 


à reta 3x — y — 4 = 0, determine a equação da tangente nesse ponto e 
esquematize o gráfico. 


SoLução 

Aqui, f(x) = 4x — 1. A reta 3x — y — 4 = O tem coeficiente angular 3. Assim, a 
abcissa x, do ponto desejado deve satisfazer a equação f” (xı) to é, dx, — 
1 =3, Resolvendo a última equação, encontramos que x, = 1; dessa forma, o 
ponto desejado no gráfico de f é dado por (x,f(x,)) = (AI) = (1,1). A 
equação da tangente em (1,1) é 


3(x—1) ou y=3x-2 
(Fig. 4). 


y-3x-2 


y=3x-4 
100) = 2 — x 


Fig. 4 
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Conjunto de Problemas 6 


Nos problemas | a 10, encontre as equações das retas tangente e normal ao gráfico 
da função dada no ponto indicado. Ilustre graficamente nos problemas 1 até 5, 


1 fix) 2х5 — emi. 1) 


š x = lem(1.0) 


‚ F= x em(0.3) 


em(1, 0) 


2 F(x) = 5 + 2x — x?emf0, 5) 3 х) = + x+ lem(1.3 
5 h(x) = Yxem(8,2) 6 H( 
8 F(x) = xi 


3x?" em(8,12) 


= 8x? + 9x + 20em(4, - 8) 


10 G(x) = ax? + bx + cem(0,c) 


11 Determine o ponto onde a normala f(x) = 2/x no ponto (1,2) corta (a) o eixox e (b) o 


eixo y 


12 Determine as interseções x e y da tangente a y = 2\/х no ponto (1,2). 
13 Em que ponto dacurva y = x° + 8 o coeficiente da tangente é 16? Escreva a equação 


dessa reta tangente. 


14 Determine um valor da constante para que o gráfico de y = x? + bx + 17tenhauma 
tangente horizontal no ponto (2,21 + 25). 

15 Em que ponto na curva у = 33? + Sx + ба tangente é paralela ao eixo x? 

16 Para que valores de x a tangente à curva y = ax? + bx? + ex + d no ponto (х,у) é 


paralela ao eixo x? 


Nos problemas 17 a 21, determine um ponto no gráfico da função dada onde a 
tangente (ou normal) satisfaz à condição estipulada, e então escreva a equação dessa 


tangente (ou normal). 
17 A tangente a fix) 
18 A tangente a Дх) 
19 A normal a f(x) 
20 A normal a fx) 


28 - 


x — х2 é paralela à reta x + y 2 
* é paralela à reta 4x — y + 3 
1/x é paralela à reta x + 2y — 


0. 
Зх — 3 é perpendicular à reta 3x — 2y + 3 = 0 


21 A tangente à f(x) = 5 + x? intercepta o eixo x no ponto (2,0). 


7 O Uso das Derivadas Para 


Valores Aproximados de 
Funções 


O simples fato geométrico de que a tangente à curva é uma boa aproxi- 
mação da curva perto do ponto de tangência P (Fig. 1) pode ser usado para 
melhor cálculo dos valores aproximados das funções. 

Suponha, por exemplo, que desejamos determinar um valor aproximado 
para V 1,02 com um mínimo de cálculo, Temos que VT = 1, então sabemos 


Fig. 1 


A DERIVADA 1н 


que V 1,02 é um pouco maior que 1. Para determinar seu valor pod 
mente, considere o gráfico de y = Vx perto de x = 1. A Fig. 2 mesma + 
tangente a esse gráfico em (1,1). Desde que 


Fig. 2 


tem-se que o coeficiente angular da tangente é dado por m = 1/(2\/1) = "hs; 
então, sua equação na forma ponto-coeficiente angular é y — 1 = "(x — 1). 
Resolvendo a última equação para y, encontramos que a equação da tangente 
é y = thx +10, 

Como o gráfico de y = V e o gráfico de y = "/:x + !/ são praticamente 
os mesmos para valores de x próximos de 1 (Fig. 2), uma boa aproximação 
para y 102 pode ser fornecida por !/2(1,02) + !/> = 1,01. O valor correto de 

1,02 até a sexta casa decimal é 1,009950, então a aproximação /1,02 = 1,01 
é quase precisa. 

Agora, iremos generalizar o processo acima para torná-lo aplicável para 
uma enorme classe de problemas de aproximação. Seja f uma função, supo- 
nha quex, é um número no domínio de f e assuma que o valor da função y, = 
fix) É conhecido. Nosso problema é estimarmos o valor da função f(x) 
quando x é um número próximo de x,. Suponha que f é diferenciável em ху. 
então a reta tangente ao gráfico de f em (x,,y,) tem um coeficiente angular 
dado por m = f(x). Assim, sua equação é 


yy =P) - xi) ou у= 
(Fig. 3). 


no f'a — ха) 


Fig. 3 
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Evidentemente, para valores dex próximos dex;, a altura do gráfico def 
acima de (x,0) e a altura da reta tangente acima desse ponto sao aproximada- 
mente as mesmas; isto é, fix) é aproximadamente o mesmo que 


Yt Pen — ху). 
Isso sugere o seguinte processo: 


Processo da aproximacáo linear 
Suponha que a função f é diferenciável no número х; e que y, = Ax) ë 
conhecido. Então, para valores de x próximos de x,, 


f(x) = yi + f(x — xi) 


isto é, 
f(x) = fla) + fx ха). 


Esse processo é chamado de processo da aproximação linear porque é 
baseado no uso de uma linha reta (a reta tangente). 


Use o processo da aproximação linear para aproximar !/1,0s. Para comparar. 
calcule também o valor correto com quatro casas decimais. 


SoLUÇÃO 
Seja fx) = 1/x, emf'(x) = —1/x*. Usando o processo da aproximação linear 
comx, = 1, obtemos 


ig" FOB) = fü) + FUO- 1) = 1+ Fr (103 — 1) = 097 


O valor correto com quatro decimais é 0.9709. 
O processo de aproximação é de uso limitado a menos que existam 


alguns dados de limitação específicos a respeito do erro envolvido. O erro ne 
processo de aproximação linear é dado por 


erro = valor verdadeiro — valor ал oximado 
=$ (x) = ea) + Po) — x) 


Note que esse erro depende de x: assim, determina uma função E pela 
equação 


Elx) = f(x) — Ла) — fot — ху). 


Aqui não estamos interessados em estabelecer limitações no valor nu- 
mérico E(x) do erro — tais assuntos são discutidos na Seção 5 do Cap. 12. Ne 
entanto, podemos agora fazer pequenas considerações a respeito da função 
E. 

Geometricamente, E(x) é apenas a diferença entre a altura acima (х,0) de 
gráfico de f e a altura acima (x,0) da reta tangente a esse gráfico em (ху 
(Fig. 4). Note que 


lim E(x) = lim [f(x) = f(x) - Fa) — х,)] = 9. 


хоху xx 


(Por qué?) 

Essa equação expressa o fato de que oerro tende a O quando x tende ax,. 
um fato que não é realmente tão significativo quanto parece à primeira vista. 
No entanto, se, ao invés de ter usado a reta tangente para obter uma aprox- 
mação linear paraf(x) (Figs. 3 e 4), tivéssemos usado qualquer outra linha reta 
não-vertical contendo o ponto (хьуу), o erro de aproximação continuara 
tendendo a O quando x tende a x, (Fig. 5). 

O detalhe realmente crucial do erro E (x) não é que E(x) tende a 0 quando 
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Fig. 4 
» 
4 
f 
(хз), Erro 
tendendo a 0 
| Т 
I | 
| | 
| | 
i I 
L -x 
0 A x 
Fig. 5 


x tende a x), mas, que, quando x tende a x, E(x) tende a 0 tão rapidamente 
2. Elx) A 
quanto a razáo continua tendendo a zero. 
x— x 
Note que, quando x tende a x,, o denominador x — x, tende a 0, o que 
E(x) 


deveria ser esperado para fazer a razão — U — ser muito grande em valor 
х- х 


absoluto; no entanto, o numerador E(x) tende a 0 tào rapidamente que а 


influência do denominador é desprezada. 


s El 
Para ver que lim (x) 


ada, E 


E) yim L6) St) = Pese x) 


= 0, calculamos da seguinte maneira: 


lim 
хэх X — Xi gaz х= x 
=a KO му] u Be RI] rea 
xxi x-x 1x1 X—* 


Agoraseja Ax = x — xı; logo х= x; + Ax ea condição x— x, é equivalente 
à condicáo Ax — 0. Segue que 


im EC) _ tm |/ба + Ax) — f(x) 


xo 7 Xi ахо Ax 


| = raiz fx) = Q 


Para referência futura, estabeleceremos o resultado =ss.— cotar me 
forma do seguinte teorema. 
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Teorema da aproximação linear 
Se a função f é diferenciável no número xy, então existe uma função e 
com o mesmo domínio def tal que: 


© f) — fes) Pise si] eee — эң). 


) 41) =0 
(iii) lim (x) = 0 
PROVA 


Seja Elo) = Дх) — fui) — fox — x). Já vimos que 


lim 


x-xi 


Defina a função e pela equação 


Е — sex +x, ex estiver no domínio de f 
&(х)= jx- x 


0 Sex = Xy 


Então as condições (ii) e (iii) são válidas, Além disso e(x)(x — xi) = Etc 
válido (mesmo para x = ху, desde que E(x,) = 0); dessa forma, 


&(х)(х— 11) = f(x) — fea) — f'(xi)(x ха); 


isto é, 


f(x) fa) + fe — xi) ee — x). 
Assim, (i) é válido < a prova está completa. 

No Teorema I, note que E(x) = c(xjx — xı). Essa formulação de Elxj 
como um produto enfatiza o fato de que o erro tende a O rapidamente quandox 
tende a x,, desde que ambos os fatores e(x) e (x — x) tendem a 0 quando r 
tende a xj. 

Use o teorema da aproximação linear para escrever o valor da função 
/(х) = 2х3 + 5х®—х+5 

próximo dex, = 3 como uma soma de um termo linear e um termo do erra. 

SOLUÇÃO 


Aquif'(x) = 6x + 10x — 1, logof'(3) = 83. Desde que /(3) = 101, o teorema da 
aproximação linear fornece 


f) = f£) FB — 3) + si) — 3): 
isto é, 
2x3 + 5x? — x + 5 = 101 + 83(x — 3) + e(x)(x — 3). 
Se х * 3, podemos resolver a última equação da e(x) para obter 
_ 2 4535 — x + S — 101 —83(x — 3) 
x—3 


_ 2х% + 5х? — 84x + 153 


elx) 


=2x? + Их — 51 


X3 


= (x= 30x + 17). 


TEOREMA 2 


TEOREMA 3 
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Já que e(3) = 0, a equação e(x) = (x — 3)2x + 17) é válida mesmo quanso 
X = 3, Assim, temos 


elx) 
2х% + 5x? — x + 5 = 101 + 83(x — 3) + (x — 3)(2x + 17)x — 3. 


f(x) termo linear termo do erro 


onde e(x) tende a O quando x tende a 3. 

O teorema da aproximação linear tem uma recíproca que fornece tam- 
bém outra interpretação da derivada (além das interpretações de “taxa de 
variação” e de “coeficiente angular da reta tangente”). 


Recíproca do teorema da aproximação linear 

Seja f uma função definida em pelo menos um intervalo aberto (a.5) 
contendo o número ху. Suponha que exista uma função e definida no intervalo 
(a,b) e que existam constantes m e c tais que. 


J(x)=mx+c+exlx—x,) paraa<x <b. 


Então, se lim e(x) = 0, tem-se que: 


(i) fé diferenciável em xi. 
Gi) f(x) m. 
(0) c= foa) — fee. 


A prova do Teorema 2 é imediata c é deixada como exercício (problema 


16). 


7.1 A prova da regra da cadeia 
Já mencionamos que a regra da cadeia é uma das mais importantes de 
" "T. " aus dy dydu 
todas as regras de diferenciação — a notação de Leibniz — = — 
dx dudx 
faz com que um fato analítico relativamente profundo pareça ser nada mais 
que uma trivialidade algébrica. Nesta seção iremos estabelecer a regra da 
cadeia precisamente na forma de um teorema; e usaremos o teorema da 
aproximação linear e sua recíproca para provarmos esse teorema. 


apenas 


A regra da cadeia 

Sejam/eg funções; suponha que g é diferenciável no númerox, e que e 
diferenciável no número g(x). Então a função composta f °g é diferencias el 
emz,e 


(7° у(х) = Fag). 


PROVA 

Para simplicidade de cálculo, faça, w, = g(x), А = f(u), e B = gx 
Devemos provar que (fe g)'(x,) = AB. Aplicando o Teorema | parag prox: 
de x, obteremos 


do) = a) + g'a) = x) + eill — x: 
isto é, 


ax) — и, = [B +s (9)l(x — x). onde lim &;(x) = = 


Analogamente, aplicando o Teorema | para f proximo „ eretas 
jt 


/(и) = fu) + fu, Mu u) — 
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isto é, 


f) = Лаба) + [A еи, onde Беи) = 0 = cjl 


Na última equação, façamos и = g(x) para obter 
Дебо] = Mat) +14 + salala) — и]; 
isto é 
(f ° #)(х) = (/ sao) + [A + (e2 = google) — и]. 
Mas vimos acima que g(x) — и, = [B + e,(x)](x — x), então 
U ° g)(x) = (f ° ба) + [А + (e2 ° 9)(x)|[B + є(х)](х — x1). 
A última equação pode ser reescrita como 
(f «g)x) = ABx + c + e(x)(x — ху), 
onde 
c=(f s gl) АВх e а(х) = Blez - 9)(x) + Aes (x) + [lez ° aeu 4 
Se pudermos mostrar que lim є(х) = 0, poderemos aplicar o Teorema 2 
рага a equação (fo g)(x) = rt c + &(х)(х — xy) e concluirmos que 
(f ° g)'(x1) = AB, como desejado. 


Como g é diferenciável no número x,. então (pelo Teorema 1 na Secás 
2.2) g é contínua emx,. Desde que lim es(u) = 0 = ex(u,), então es é contínua 


emu, = g(x). Dessa maneira, pela Propriedade 3 das funções contínuas na 
Seção 4 do Cap. 1 (veja também problemas 10 e 11 no Cap. 1, Conjunto de 
Problemas 7), e» ° g é contínua no número x,. 

Logo, 


lim (5; ° )(x) = (e2 - a1) = s [g(xi)] = 626) = 0. 


xn 
Conseqüentemente 


lim efx) = lim (В(в = g)(x) + Aes (x) + [lez = ge Ge 


= Blim (e, > g)(x) + A lim e (x) + E (e2 ° g)(x) 
= B(0) + A(0) + (0)(0) — 0. С" 


Como desejado 


fim ex) 


Conjunto de Problemas 7 


Nos problema la 8, use a processo da aproximagaolinearf[x) = ft) + (хх —ху) 
para estimar cada quantidade. 


l. 906 2 (307) 3 4361 
1 1 
4 5 — — 
s 206 6 19 


C 2x — 3emx = 1,07 8 х?+2х—3етх = —302 
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9 Nos problemas ímpares de 1 a 7, calcule o verdadeiro valor da quantidade com 
varias casas decimais e compare sua estimativa. 


Nos problemas 10a 15, represente a função próxima do número d: lox, comouma 
funcio linear mais um erro de acordo com o teorema da aproximação linear 


Wb (x) = х2 na vizinhança x, = 0 ш f(x) 
m x)- 


— 3x — 2 na vizinhança x; 


—3x + 2x? na vizinhança x; = —1 13 f(x) = 2x? na vizinhanga x, = 3 


5 


na vizinhança x, na vizinhança x, = 5 
x 


15 fix) 


18 Prove o Teorema 2, a recíproca do Teorema de aproximação linear. 

E A raiz ou um zerade uma fungáof, é definida como sendo um númeroa no domínio 
def tal que Ra) = 0. Suponhaque a é uma raiz de f с que o número b esteja próximo 
e a como na Fig. 6. Se o gráfico def tem uma reta tangente em (b f(b)). então, como 
mostra a Fig. 6, pode-se esperar que a coordenada c do ponto onde essa reta 
angente intercepta o eixo x é uma melhor aproximação para a raiz a do que é 5. 
Mostre que se /'(b) * 0, então c = b — [fb)/f'(b)]. 


y 


Reta tangente em 
(5. f) 


We. 6 


18 O problema 17 fornece a base do método de Newton para a aproximação das raízes 
ж funções. Dada uma primeira aproximação b para uma raiz de f, c — 5 — 
4721706) usualmente será uma melhor aproximação para essa raiz. Usando b = 

ото uma primeira aproximação para uma raiz da função definida por f(x) = x* 

= 42 - 2e o método de Newton, determine uma melhor aproximação para essa 

тиг. Então, use essa aproximação e o método de Newton de novo para determinar 
ama melhor aproximação. 

MP u, Seja єх) = x? + x — 2. Determine as constantes m e c tais que 


x3 =mex+e+e(x(x— 1). 


b, Verifique que lim e(x) = 0. 


Xs Use a recíproca do teorema da aproximação linear para identificar m como o 
valor de uma certa derivada para x = 1. 
8 C se o teorema da aproximação lincar para dar outra prova de que se uma função é 
dferenciável em x,, ela é contínua em ху. 


Conjunto de Problemas de Revisão 


Mi Um objeto é lançado (verticalmente) para cima com uma tal velocidade que, para 
“aiquer tempo, sua distância s, medida em metros positivamente para cima desde 
а superficie terrestre, é dada pela equação s = 200 : — 161%, onde 1 é medido em 
pados. 

ine: 


ham А velocidade média durante o terceiro segundo de movimento. 
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antânea quando t = 2 e quando г 

+ elevado alcançado pelo objeto. T 
а partícula ao longo doeixox é dado pelaequaçãox = 2t — (8/2) 

тада da partícula no tempo. A distância é medida em metros e o 

ros 

se a partícula está se movendo na direção positiva ou negativa 


e 


idade instantânea quando f = 1. 
2 que a partícula troca sua direção de movimento? 
32 ит prato metálico quadrado é 20 centímetros quando sua temperatura ё 
emperatura é elevada para 75º em 10 minutos, cada lado se expande de 
etros. Determine: 
^ taxa de variação média da área do prato por centímetros de variação no 
тстрптепїо de um lado. 
= А taxa de variação média da área por grau de variação na temperatura. 
“me V de uma certa quantidade de gás varia com a pressão P de acordo com a 
00/P. Determine a expressão geral para a taxa de variação instantánea do 

+ оте por unidade de variação na pressão. 

Nos problemas 5 a 8, determine as equações das retas tangente e normal ao gráfico 
ža 522520 dada no ponto indicado. 


S six) e x! — 4x +2: (4.2) 6 0-08 
? f= GR) 8 f(x) = 96x — 3x5: (0,0) 


9 Mostre que a tangente no ponto (1,1) ao gráfico de f(x) = x^, onde k é um inteiro 
positivo, intercepta o eixoy no ponto que está k — | unidades distante da origem. 

10 Indique qual das funções na Fig. 1 é (i) contínua em (a,b), (ii) diferenciável em (a,b) 
e (iii) contínua e diferenciável em (a,b). 


y 3 
4 4 
f 
| 
- - ix -x 
w 
» " 
t ! 
f — 
| — 
| n 
| | ке | 
| | м " | 4 
4 0 b i) T 0 b P 
9—4 
es 
Bel e ca 


Nos problemas 11 a 13, (a) Indique onde a função f é contínua para x — 2. (b) 
Determine f (a) e f". (a). (c) f é diferenciável em x = a? (d) Esquematize o gráfico. 


\3-3х вех) _ 
eo sex>2 07 


u six) = 2 12 f(i)- 24 1] 
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Эй Suponha que f é uma função diferenciável em x = a. Mostre que 


ab p HEM E JH. 


ШЕ Seja fix) = x”. 


та) Escreva a definição de f'(x) em símbolos. 
&) Com a ajuda da definição do item (a). calcule 


BHA —4 


a As 
48 Seza f a função definida pela equação Дх) = х. 
а) Determine [f(x)* e f'(x2). 
fi Se gix) = fix), compare f*(x*) e g'(x). 
EF Suponha que m e n são inteiros positivos e n > m. 
ia Temos D.(x" х") = D, x" - D, x"? Por quê? 
E # 0? Porqué? 
= Буя x # 0? Por quê? 


xt 


b) Temos p. 
E 


18 Suponha que f é uma função diferenciável em um intervalo tal que fix + y) —fix) + 


x +h)— 
A. Então para x ap = zo portanto f(x) = f'(0) ef éuma 
femção constante. Qual é o gráfico de f? Esquematize o gráfico de f. 
8 Seja f uma função definida pela equação fix) = |x| + |x + 1|. 
за) Esquematizc o gráfico de f. 
ts) Determine os pontos onde f não é diferenciável. А 
38 Saponha que a funcáog é contínuaem 0 ef é uma função definida por f(x) = xg(x). É 
É áferenciável em 0? Se for, determine f'(0) em termos de g. 
2 Suponha que f e g são funções diferenciáveis em 7 e que (7) = 10,/(7) = 3, &(7) = 5 
€ q (7) = —\/зо. Determine: 


на) t) (7070) © (0070) 
f +39ү А fy 
o (Yo O ( 290) o (zm 


3E Sejam f eg funções diferenciáveis tais que f(2) = 8, g(2) = 0, (0)= 12eg'(2) = —1. 
Seja P a função definida рог Р(х) = (f ° g)(x). 
Determine P'(2). 
Nos problemas 23 a 45, determine a derivada de cada função. Nos problemas 


gures. suponha as derivadas trigonométricas conforme dadas no problema 41 do 
(Campa nto de Problemas 4. 


15 0) = 2102 24 а(х) = 3sen2x 
B x)= 1003-0 26 h(t) = –3 cos 2r 
m ie yd 28 F(x)=$sen(3x — 1) 


30 F(u)= 3 tan 7и 


32 G(x) = cot (3x — 7) 


34 у(х) = d sec (4x +3) 


= a: (2 + 3) 36 h(x) = enx 
-—m 
= = (É pr ) 38 Fli) = 3cos5r 
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da +8, a. b. c. e d são constantes 40 h(r)- csc? 5r 
pw 
л 
ат ўе 42 f(x) = вес (+з) 
а =a (5.5 
43 а(х) х= (x) = cot la ^2, 
== 
45 f(x = a. b, c, e d sáo constantes 
май 


46 Quais dos seguintes são exemplos da regra da cadeia? 


(à) D,y = Dy: Dyx (b) „у= Dy: D,z 
du du dy 
ë T P d du iy 
(e) (1 aye) = f'la(x)lg'x) ds Er 
1—u 3-x 
47 Seja y = e u = 2, Use a regra da cadeia para determinar dy/dx. 
Itu 2x 


48 A intensidade E de um campo elétrico no eixo de um anel uniformemente carregado 
em um i А x unidades do centro do anel é dada pela fór- 


mula E — (+ quim ondea e Q são constantes. Determine a taxa de variação da 


КЕЕШ Чөн campo em relação à distância ao longo do eixox em um ponto no eixo 
distante 4 unidades do centro. 


5 

49 Qual é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f(x) = | = 
m 

ponto (4,2)? Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto (4,2). 


50 Sejam/ e g funções diferenciáveis e seja a um número constante. Determine” em 
termos de g’ se 


(a) f(x) = g[x + a(a)) (b) (х) = gfx a(a)] fe) f(x) = abx + (х) 
(d) f(x + 4) = g(x?) (e) /f(x)— glas — a)” 


51 Use o teorema da aproximação linear para estimar «/63. 
52 (a) Reduza a expressão 


m h? 
TTAN Жз É mi 
FAME а Ва лине: 


no 


assim, mostre que 


h к 
x+ "(A —) Ss parah>0 e x>0. 
2 /x!| 8x/x 
(b) Use o item (a) para determinar um limite no erro obtido na aproximação de 


100,1 por 10,005. 
Seja Ax) = lx] + x — 1| + kz = A + |x — 3]. Quais os números que nào estáo no 
domínio da função derivada f” 
Seja fa) = x — [x]. Т oae Py 
Mostre que, se n é um inteiro positivo ímpar, as retas tangentes ao gráfico de 
equação у = x" nos pontos (1,1) e (—1,-1) são paralelas. 
Determine uma função f tal que d/dx (f2) = 


Se f é uma funcáo diferenciável tal I que ft) = / 2) quando 1 = x = 3, mostre pela 
definição de derivada que (2) = 


Nos problemas 58 a 61, Шш, a fórmula para h'(X). 


"ws me 2 


58 hix) = xºf(x) 59. h(x) = f(x)[ə(x)] 60 h(x) = xf (x)g(x) 61 h(x)= 


A DERIVADA 


= Dadas as funções e g satisfazendo as condições" = g e g” = —f, mostre que 


Œ Dadas as funçóes f, g e h tais que f" = g, g' = h e h' = f, mostre que 


— g) + – Mah] = 0. 


98 Uma prova para a regra do produto 
Седа) = 260/09) + f(x)g (x) 
zode ser desenvolvida de uma forma geométrica como se segue. Sejam g(x + Ах) e 
Ax — Ax) representando lados adjacentes de um retângulo (Fig. 2). Fazendo Az = 
ex + Àx)- g(x) e Ay = Дх + Ax) — f(x). Então, da Fig. 2, temos 


glx + Ax)f (x + Ax) — fGxja(x) = g(x) Ay + f(x) Az + Ay Az, 


20 —— —4— 
my — pe + Ax) 


ego 


Дуа 
Mmsidere os limites de ambos os lados, usando lim wx de 
ao Ax 
Т A эх-о 
gx) e calcule lim 27 Az. Assim, prove que 
ах-о АХ 


LEON = sx) (х) + Fee! 
(xy — 125 


— como uma derivada, e então calcule o limite 


MB Excresscolimite lim 
x1 x-2 
WB Canque о falso argumento: 


x vezes 


xX2=x'x=xX+xX+x+ 


Dferenciando em relação a x obtemos a equação 


x vezes 


—— À— 
2X= l+ 141 + 


Assim. 2x = x. Fazendo x = 1; então 2 = 1. 
HF E «erdade que se f é uma função diferenciável em 0, então o gráfico de g(x) = x?) 
єт uma reta tangente horizontal em (0,8(0)? Explique. 
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68 Seja f a função definida pela equação fx) = [x Calcule f'(x). : 

69 Suponha que uma função f satisfaz |Ax]] = |x|", onde n > 1. Mostre que f é 
diferenciável em 0. 

70 Se g é a função inversa da funçãof definida por Дх) = x° — 75, determine g'(— 11). 

71 Sejaf a função definida por Дх) = x° + 3x! — 1. Calcule (a) (^ )'(—5) e (b) (9'6). 

72 A funçãof definida pela equação y dm x' + I temuma inversa para x > 0. Seg é 
a funçào inversa de f nesse Intervalo, tal que x = g(y), determine: 


di di 
(a) 2 quando ye2 (b) “Š quando y= 82 
dy dy " 
73 Seg é afunção inversa def onde fix) = x° — 3x* + х рага х < 1 — (2//6), determine 
(g' fix) 


74 Sejam f е е funções tais que (f° gà) = (go) = x. SefL-1) = 2, f (- D = зе) 
= —3, determine g'(2). 

75 Suponha que x unidades de uma certa mercadoria são vendidas quando a firma 
produtora fixa um preço de Cr$ y por unidade, então o retorno total Cr$ R para a 
firma de venda da mercadoria é dado por = ху. A quantidade E definida por E = 


y x dx dy é chamada de elasticidade de demanda em relação ao preço. Mostre que 
a taxa de variação do retorno total em relação ao preço é dada por dRidg = x(1 + E). 
76 No problema 75 mostre que a elasticidade de demanda E não é afetada por uma 
variação nas unidades nas quais a mercadoria é medida (por exemplo, quilogramas 


ao invés de libras). Também mostre que não é afetada por uma variação nas unida- 
des monetárias (por exemplo, centavos ao invés de cruzeiros por unidade de merca- 
doria). 


APLICACOES DA DERIVADA 


Vimos, no Cap. 2. que a derivada de uma função pode ser interpretada 
como o coeficiente angular da reta tangente ao seu gráfico. Neste capitulo. 
vamos explorar este fato, e desenvolver técnicas para o uso de derivadas 
como auxilio à construção de gráficos. Neste capítulo, também estão inclui- 
das as aplicações da derivada a problemas de diversos campos, como geome- 
tria, engenharia, física e economia. 


O Teorema do Valor 


Intermediário e o Teorema do 
Valor Médio 


Vamos começar com duas observações geométricas simples sobre cur- 

vas no plano. 

I Se uma curva continua — isto é. uma curva (que pode ser traçada. 
totalmente. sem tirarmos o lapis do papel) consistindo em um arco 
diretamente ligado — tem ponto inicial num semiplano determinado 
por uma reta / e termina no outro semiplano, é preciso quc ela 
intercepte /, pelo menos, em um ponto P (Fig. 1). 

I Sea eB são as extremidades de uma curva contínua, e sc a curva tem 
uma reta tangente para cada ponto intermediário. entào existe pelo 
menos um ponto intermediario P no qual a linha tangente é paralela à 
reta que contém A c B (Fig. 2). 


Teta tangente 
emP 


Fig. 2 


Aceitamos as proposições I e 11 como sendo verdadeiras e nos utiliza- 
remos delas para o propósito desta seção. 


1.1 O teorema do valor intermediário 


Como exemplo de utilização da afirmação 1, considere o seguinte 
blema: Mostre áue existe um número se pirita mata assa Es A ызды“. 


TEOREMA 1 


fes? +х 
0<x<1 


CÁLCULO 


= |. (Não somos obrigados a determinar c, basta mostrar que ele existe.) 4 
função polinomial f definida pela equação f(x) = x? + x é contínua no interval 
fechado [0,1]; também, f(0) = 0 e /(1) = 2. A parte do gráfico de f entre o 
pontos (0,0) e (1,2) é contínua e o ponto (0,0) está abaixo da reta y 
enquanto o ponto (1,2) está acima da reta (Fig. 3). Pela afirmação Í, esi 
gráfico precisa interceptar a linha reta y = 1 em qualquer ponto, seja em (c. 1) 
Desde que (c, 1) pertença ao gráfico def, 1 —/(c) =c* + c, como desejado 
Generalizando, teremos o seguinte teorema: 


Teorema do valor intermediário 

Seja a função f contínua no intervalo fechado [a,b] e suponha que fla) a 
ЛЬ). Então, se k é qualquer número real estritamente entre Да) c f(b), exisu 
pelo menos um número с, estritamente entre a e b tal que с) = k. (Em outra 
palavras, dados dois valores para uma função continua qualquer ela asse 
mirá todos os valores possíveis entre esses dois.) 

Tornamos o teorema do valor intermediário plausível através do аихӣм 
da afirmação І como segue. Desde que f seja contínua. seu gráfico ( 
consiste em um arco de curva sem interrupção. Os pontos (a fla)) е (b fibt 
pertencem ao seu gráfico, um abaixo da reta horizontal k e outro acima 
desta reta. De I, este gráfico precisa interceptar a reta y = k. Seja ess 
interseção o ponto (c,k). Logo, k = f(c). 


» 


° 
` 


Fig. 4 


O teorema do valor intermediário é particularmente útil para localização 
de zeros (ou raízes) de funções contínuas f. Dizemos que o número x е 
chamado de zero ou de raiz se f(x) = 0. (Soluções de uma equação são também 
chamadas de raízes da equação.) Realmente, se fizermosk = 0 no Teorema 1. 
então afirma-se o seguinte: se fé uma função continua em [a,b], e se fta) e fis 
possuem sinais opostos, então existe um zero de f no intervalo aberto (a.b 
isto é, existe um número c, tal que a < c < b e flc) = 0. 
Seja f a função polinomial definida pela equação f(x) = x° — 2x* — 1. 
(a) Mostre que existe uma raiz de f entre 1 e 2. 
(b) Mostre que, na realidade, existe uma raiz de f entre 1,5 e 1,6. 


SoLucáo 

(a) fU) = — 2 е/(2) = 15 possuem sinais contrários. Portanto, desde que a 
função polinomial f seja contínua, existe um númeroc no qual 1 «c «2e 
fc) =c- 235—1 = 0. 

(b) Arredondando para duas casas decimais, /(1,5) = — 0,16 ef(1,6) = 1.29. 

logo, f tem uma raiz situada entre 1,5 e 1,6. 

Se continuarmos como no exemplo acima, podemos localizar a raiz 
desejada com melhor precisão. Observa-se, entretanto, que o teorema de 
valor intermediário, por si só, meramente nos assegura da existência de um 
número c com uma propriedade certa — entretanto, não nos indica come 
encontrar este número, 


1.2 O teorema do valor médio 
Consideremos, agora, um exemplo da afirmação 11. Seja a função f 
definida por f(x) = Yx. Considere os dois pontos A = (0,0) e B = (8,2) no 


2-30 1 
$-57,P 


gráfico de f (Fig. 5). A reta através de A e B possui ángulos 


TEOREMA 2 


š 1 
angular, logo, teremos = ——, ou c= [ 


APLICAÇÕES DA DERIVADA se 


Fig. 5 


afirmação П. existe um ponto P ao longo do gráfico de f entre A e B ao qual a 
reta tangente é paralela à reta que contém A eB. Ѕеја c a abscissa de P. Então 
a inclinação da tangente em P é dada por 


1 
Зе) 


f) 


Desde que duas retas sejam paralelas, elas possuem o mesmo coeficiente 


В 
Í =) =1,5396..... 


WE 


De um modo mais geral, temos o seguinte teorema: 


4 UY 


Teorema do valor médi 

Se a função f € defi € contínua no intervalo fechado [a,b] c diferen- 
ciável no intervalo aberto (a,b). então existe pelo menos um número c com a 
<e < b tal que 


ro- fib) — fla) 
ME CO ° 

Tornamos o teorema do valor médio possível com o auxílio da afirmação 
П. A partir do gráfico de f (Fig. 6). vemos que o coeficiente angular da reta 


f(b) — fla 
contendo os pontos А = (a fla)) e B =(b ftb)) no gráfico de f é puaa, 
_@ 
De acordo com Il, existe pelo menos um ponto — por exemplo o ponto P 
(Fig. 6) — no gráfico de f entre А e B no quala linha tangente é paralela à reta 
que contém A e B. Sendo c a abscissa de P, vemos quea «c «bequeo 
coeficiente angular da tangente em P é f" (c). Se duas retas são paralelas, elas 


possuem mesmo coeficiente angular. então, f'(c) = fs Ha), 
+ 


Е importante observar que pode existir mais que um valor de c para o 
(5) — f (a 
"MM m 


h=a ` 
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EXEMPLOS 1 


CÁLCULO 


escolhido valor de c. 

Lembre-se de que o segmento unindo dois pontos da curva é deno 
nado secante (Seção 1.3 do Cap. 2). Entretanto, o significado do teorema 
pode ser estabelecido através das seguintes palavras: Dada uma secante am 
gráfico de uma curva diferenciável. é sempre possível encontrar um ponto ае 
gráfico situado entre os dois pontos de interseção da secante com a curva e tal 
que a reta tangente nesse ponto seja paralela à secante. 


Por exemplo, a abscissa do ponto Q na fig. 6 serviria tão bem i | 


Seja f a função definida por f(x) = x*/6. 


(a) Verifique a hipótese do teorema do valor médio para a função f тй 
intervalo [2,6]. 


(b) Ache um valor de c no intervalo (2.6) tal que. (o) = /6)— 10) 
(c) Interprete geometricamente o resultado do item (b) e ilustre-o no gráfico, 


SOLUÇÃO 
(a) Visto que f é uma função polinomial, cla é contínua em [2.6] e diferenca 
vel em (2,6). 
(b) Neste caso, f'(x) = x/3,/(6) = 6 ef(2) = Ys. Então, devemos resolverán 
equação 
c 6-3 4 
3 6-2 y 
Evidentemente, c = 4. Observe que c pertence ao intervalo (2.6) 
(c) A reta tangente ao gráfico de 2/6 no ponto (4,/(4)) = (4. ^ va 


paralela à secante entre os pontos (2,/(2)) = (2. 2/3) e (6,f(6)) = (6.6) (Fg 
A 


reta 
tangente 


ноз 


Т 
| 
| 
1 

4 


Fig. 7 


Seja f a função definida por f(x) = х?  2x* + 1. Por'cálculo direto, encorme 
um nümeroc entre 0€3 tal que a tangente ao gráfico def no ponto (c fc) seg. 
paralela à secante entre os dois pontos (0,/(0)) e (3,/(3). 


SoLUÇÃO 
3 а 0) 46-1 
Tees J-E 2 ОЕ а isto é, 
3c +4с=15 ou 32 4c— 1520. 
As raízes desta equação do 2.º grau são c = ae c = — 3. Visto quem 


deve pertencer ao intervalo (0,3), precisamos rejeitar a solução c = - 3 
Portanto, o número desejado é c = 5/3. 

Observa-se que o teorema do valor médio nos assegura a existência ай 
solução de problemas tais como nos Exemplos | e 2 acima, mas não nos 4 
como achar tais soluções. De fato, cada problema tem sido manipulado 
acordo com suas próprias peculiaridades. 


APLICACOES DA DERIVADA и 


Na aplicação do teorema do valor médio é preciso que todas as hipoteses 
sejam satisfeitas. Os exemplos seguintes mostram que se estas hipoteses não 
forem verificadas, então a conclusão do teorema do valor médio não precisa 
ser constatada. 


EXEMPLOS Mostre que pelo menos uma das hipóteses do teorema do valor médio falha 
no intervalo indicado para a função dada; faça o gráfico da função e observe 
que a conclusão do teorema do valor médio também falha, 


1 f(x) = YX no intervalo |- 1,1]. 


SoLução 

O gráfico de f aparece na Fig. 8. A reta contendo os pontos (— | /(— 1) e 
(1,(1)) no gráfico de f é paralela ao eixo 0х, mas o gráfico de f não possui reta 
tangente paralela ao eixo (x. Isto não contradiz o teorema do valor médio. 
visto que a hipótese de que f é diferenciável no intervalo (— 1,1) falha. De 
fato, f não é diferenciável em 0, que pertence ao intervalo. 


(1,40) 


Fig. 8 


B sex 0 
2 /( 


no intervalo [0,2]. 


e mi 
|, sex=0 


SOLUÇÃO 
O gráfico aparece na Fig. 9. Nesse caso, f é diferenciável no intervalo aberto 
(0,2); entretanto, não é contínua no intervalo fechado [0.2]; na verdade. 


lim f(x) = +00 *j- f0). 
x07 
y 


=i 
Fig. 9 
A linha reta por (0,/(0)) e (2,/(2)) é horizontal. todavia o graToo 26^ mà 
. admite tangente horizontal. 
1.3 Teorema de Rolle 
Um caso particular interessante do teorema do + — rn mue 
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TEOREMA 3 


EXEMPLOS 


2 у(х) = 


CÁLCULO 


Жа) = fib) — é denominado teorema de Rolle em honra ао matemática 
francés Michel Rolle (1652-1719). 


Teorema de Rolle 

Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a,b] tal que f segs 
diferenciável no intervalo aberto (a,b) e f(a) = f(b). Existe pelo menos um 
número real c no intervalo aberto (a,b) tal que f'(c) = 0. 


DEMONSTRAÇÃO 
Aplicando a f o teorema do valor médio, concluímos que existe pelo menos 
um número real c no intervalo aberto (a,b) tal que 


Sb) — fla) = (b — a)f'(c). 
Visto que f(b) = fla), segue-se que f'(c) 


Deve ser observado que pode existir mais de um número c em (a,b) рапа 
o qual (с) = 0 (Fig. 10). 


(с, fien) 


-x 


Fig. 10 (ea, fe) 


Mostre que as hipóteses do teorema de Rolle são satisfeitas pará a função £ 
ada no intervalo [a,b], ache o valor dec no intervalo aberto (a,b) para o qual 
Рс) = 0 c faça o gráfico da função. 


1 f(x) = 6x? — x*: [a,b] = [0,6] 


SOLUÇÃO 

Como f é uma função polinomial, ela é contínua e diferenciável em todo 
ponto. Claramente, fla) = (0) = 0 e fb) = /(6) = 0, então fla) = fib). Nesse 
caso, f’ (x) = 12x — 3x? e nós podemos resolver a equação f(c) = 12c — 3c? = 8 
para c (entre 0 e 6) e obter c = 4 (Fig. 11). 


35 — 3х1; [a,b] = [0,3] 


SoLUÇÃO 
Aqui, рага х Z 0, temos  f'(x)— {x 23 = 
ix ??(4x — 3), Também 


fo) = 6х2 — х3 


Fig. 11 


APLICAÇÕES DA DERIVADA x. 


Evidentemente, f é contínuo em [0,3] e diferenciável em (0.31. Adem 
disso, /(0) = /(3) = 0, então as hipóteses do teorema de Rolle estão «er- 
cadas. (Note que f não é diferenciável em 0; de fato, o gráfico de f tem um 
tangente vertical na origem. Entretanto, a diferenciabilidade de f nos extre- 
mos de [a.b ё necessária no teorema de Rolle.) Resolvendo a equação f tc += 


Ya c * (4c — 3) = 0 para c (entre 0 e 3) obtemos c = š⁄4 (Fig. 12). 
fie) a — 3x3 
-x 
0 
3 F 
Fig. 12 GD 


O teorema de Rolle não é apenas um caso particular do teorema do valor 
médio, mas também é possivel provar o teorema do valor médio com base no 
teorema de Rolle(problema 31). De fato, num curso rigoroso em análise. o 
teorema de Rolle deve ser provado primeiro e, conseqüentemente, o teorema 
do valor médio é obtido usando o teorema de Rolle. 


Conjunto de Problemas 1 


Nos problemas 1 a 4, use o teorema do valor intermedi 


io para verificar que cada 


flum 5o f possui um zero (isto é, uma raiz) no intervalo indicado. 


8 -(x)= х2 – 2 entre 14е 1,5 


2 f(x) = хэ + 3x – 6entre1e2 


3 10) = 2х3 x2 + х -3entrele2 4 f(x) - 28 — à ox — 3 entre 11е 12 


S Seu f uma função definida pela equação f(x) = 


Certifique-se de que f(0) 


= - Ma e que f(3) = 4/5 possuem sinais contrários e contudo nào existe um número c 


extre 0 e 3 tal que fic) = 0. Explique por que isto não contradiz o teorema do valor 


mtermediá 


io. 


$ Sea uma função contínua em todo ponto de R, mas que só pode assumir valores 


Nos problemas 7 a 12, verifique as hipóteses do teorema do valor médio para cada 


Toss) = 2x3 [a,b] = [0.2] 


Le [a,b] = [0.3] 


ш х)=,/25—»› 


Nos problemas 13 а 16, encontre um valor numérico ex 


2, [a,b] = [-3.4] 12 у(х) = 


o no intervalo indicado [a,b]. Então ache um valor numérico explícito de с no 
ime. alo (a,b) tal que fib) — fla) = (b — a) f(c). 


8 f(x) = x. [a,b] = [1.4] 


10 f(x) = FF Т, [ab] = [8] 


to dec talquea <c <b 


=e à reta tangente ao gráfico de cada funçãof em (сс) seja paralela à secante entre 
mentos (а, fla) e (b, fib). Esboce o gráfico de f e mostre a tangente e a secante. 


14 fü) =. xa 
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15 fix)- 


16 e = 


Nos problemas 17 a 20, a conclusão do teorema do valor médio falha no intervalo 


indicado. Faça o gráfico da função e determine quais as hipóteses, do teorema do valor 
medio. que falham. 


3 
17 x= 4,1] 18 gt) 2303 
х* +1 sex«l| š 
tx)- «3 zx) = x — xj [- 14 
| fee 0 0 20 G(x) = x xL[- 1.1] 


21 As funções cujos gráficos são mostrados na Fig. 13 nào satisfazem as hipóteses do 
teorema do valor médio no intervalo de a até b. Em cada caso, determine qual a 
hipotese que falha. 


y y 
4 4 
f 
j 
; 
a o 8 е a O b ER 
(a) o) 

y y 

à 4 
j 
| 
| 
I 
I 
| 
| | £ 
I . y 

: -x — — 
a 0 T b 0 a > 
| 
L 
[7 (a) 


Fe. 13 


22 Sejaf uma função diferenciável (portanto contínua) em cada ponto x, em qualquer 
intervalo aberto, e suponha que |f'(x)| = 1 seja válido para cada x. Use oteorema do 

valor médio para mostrar que (АФ) —/1a)| = b — a| para quaisquer dois númerosa e 

> do intervalo aberto. 

Sejamx ey duas variáveis, com y = f(x), ondef é uma função diferenciável. Sex, ex; 

são dois valores diferentes dex, mostre que existe um valor x, entre x, e x+ tal que a 

“axa de variação instantánea de y em relação a x quando x = xo а mesma que a 

—zào média da variação de y em relação à x no intervalo entre x, e xa. 

24 Explique por que você não pode dirigir da cidade A paraa cidade B nma velocidade 


APLICAÇÕES DA DERIVADA 


Sedia de 55 quilômetros por hora а não ser que. em algum instante ao longo do 
zaminho, você esteja exatamente a 55 quilômetros por hora. (Veja problema 23). 
Nos problemas 25 a 29, verifique as hipóteses do teorema de Rolle para cada 
amo 0 no intervalo fechado [a,b] indicado e então encontre um número c no intervalo 
ameno (a,b) no qual a derivada da função seja nula. 


= 3x, [а,Ь] = [0,3] 26 f(x 
_ 3, 


х 


D os) = 09 — 2x [a,b] = [0.4] 


N Seja f a função definida pela equação fix) = 
à Use o teorema do valor intermediário para mostrar que f tem um zero entre | e 
2: isto é, existe pelo menos um número e com | < c < 2 tal que 


f(c) = & — 2⁄3 — se 10-0. 


= Use o teorema de Rolle para mostrar que f não pode ter dois zeros entre 1 e 2. 
(Sugestão: Se 1 <a <b < 2 efía) =f(b) = 0, então teria um zero entre 1 e2). 
38 Seja a função f definida no intervalo fechado [a,b] e diferenciável no intervalo 
жепо (a,b). Define-se uma função g em [а,Ь] pela fórmula 


(х) = xLftb) — fta)] — (P — a)f(x) paraa & x = b. 


Mostre que g satisfaz às hipóteses do teorema de Rolle no intervalo [a,b]. Que 
senelusão você pode tirar? 

HE Suponha que a função f seja diferenciável no intervalo aberto (a,b) e os limites 
acerais lim fix) e lim fix) existem e são finitos. Prove que existe um número c em 


xou x 


< b) tal que 
lim f(x) = lim f(x) = (b — a) (e). 
m х-а 
HB Ses um polinômio de 2.° grau. Dados dois números quaisquer à e b. encontre uma 
mula para c estritamente entre а e b tal que fib) — fla) = (b — a)f'(c). (Sugestão: 
Ex stem constantes A, B e C tal que f(x) = Ax? + Bx + C). 


Bh Seam F e G duas funções, ambas contínuas em [a,b] e diferenciáveis em (a,b). 
Ож© ne-se a função f em [a.b] pela equação 


f(x) = [Gta) — GIPJ]F(x) — [F(a) — F(b)]G(<x) 


xx =b. Verifique quef satisfaz as hipóteses do teorema de Rolle e chegue à 
usão de que para cada valor de c estritamente entre a € b, 


F(c) ЕФ) — Fla) 
G(c) — G(b)— Gla) 


setanto que o denominador não se anule). 


ч 


— 5x +6, [a.b] = [2.3] 


?—x 3, [a.b] = [1.3] 28 f(x) = x(xº — 1) [a,b] = [0.1] 


2 Derivadas de Ordem 


Superior 


A idéia de “segunda derivada” vem naturalmente em š 
movimento de uma partícula P ao longo de uma reta опет 
Chama-se a reta de eixo s e denota-se a coordenada varias e! 


s= f(t). 


onde f é uma função determinando a localização de P ne 


= f(t) é chamada de lei do movimento ou a cuss " стау: 


partícula. 
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EXEMPLOS 1 


1 - -s 
Fig. 0 5 


A velocidade v da partícula P é definida como a taxa de variação da 
coordenada s de P em relagào ao tempo. Assim, 
| ds 
di 


Na física, a variação instantánea de velocidade em relação ao tempo £ 
denominada aceleração de P: logo, 


dv d d 5) 
qe == 1. 
dt dt dt \dt 
Entretanto, a aceleração é a derivada da velocidade (ou, como dizemos. 


а segunda derivada) da coordenada s em relação ao tempo. Em notação 
operacional 


Ë 


v=Ds e a-D,v-D(D,s). 


Observe que se as distâncias ao longo do eixo forem dadas em metros. = 
зе o tempo for dado em segundos, entào a velocidade v será dada em metros 
por segundo (m/s). Conseqüentemente. a aceleração a será dada em metros 
por segundo, por segundo (m/s?). 


Ses =1 + (2?) parat > 0. coms em metros e z em segundos, ache os valores 
devea quando: — !/ segundo. 


SoLUÇÃO 
Nesse caso, 
TN 8 ale 

ой dr 
e 

do d \ 

ш dt 
Daí, quando t = 12, v = — 31 m/sea = 192 m/s?. 


Ses =4 V Í + – i coms em centímetros et em minutos, ache os valores de 
vea em função de f. 


SoLução 
Nesse caso, 


2.1 Derivadas de ordem n 

De um modo geral, se f é uma função diferenciável em algum intervalo 
aberto, então a derivada f” é novamente uma função definida neste intervalo 
aberto e podemos perguntar se f” é diferenciável no intervalo. Se o for, então 
sua derivada (f")' é escrita, por simplicidade, como /" (leia-se “f duas li 
nhas"). Denominamos f" de derivada de segunda ordem, ou simplesmente 
de derivada segunda da funçào f. Por exemplo. se uma partícula se move ac 


EXEMPLO 
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longo da reta orientada de acordo com a lei de movimento s =: 
são representados na notação simplificada 


FO a= DAFO) = f") 


Não existe nada que prove, ao se tomar, sucessivamente. ders 2524 de 
uma função tantas vezes quantas forem necessárias, que as funções deca 
das permaneçam diferenciáveis em cada estágio. Desta forma. se * e 
função e se f. f ef” sã 
formar a derivada de terceira ordem, ou derivada terceira, f" = (^ Y. se 
também é diferenciável no intervalo, podemos obter a derivada de quarts 
ortiem, ou derivada quarta, f" = (fU). e assim por diante. Se f pode ser 
sucessivamente diferenciável n vezes desta forma, dizemos que f é n vezes 
diferenciável e escrevemos sua derivada de n-ésima ordem, ou derivado 


p 


ão diferenciáveis num intervalo aberto. nós podemos 


n-ésima como f” "^" , ou, para simplificação, /'". (Neste caso, os parênteses 
ao redor de n sào colocados para evitar que seja confundido com um ex- 
poente). Daí, 


fet. Maf Jsf" 


e assim por diante. Algumas vezes usamos numerais em algarismos romanos 
i, ii, iii, iv, v, vi,... para denotar derivadas de ordens correspondentes. Por 
exemplo, 


f = 
Encontre todas as derivadas de ordem superior da função polinomial 
f(x) = 15x* — 8x! + 3x? — 2x + 4. 


те f a és pense А 


SoLução 
f'(x) = 60xº — 24x? + 6x — 2, 
f(x) = 180x? — 48x + 6, 
f(x) = 360x — 48, 
F) = ч) = f) = 360, 
пто) = п) = f) - 0. 


Visto que f” é uma função constante, todas as derivadas subseqüentes 
são nulas, isto é, 


f"(x) 20 рагап> 5. 

Assim como para a derivada primeira, nós freqüentemente ignoramos 
deliberadamente a distinção entre a função derivada de ordem n-ésima f (х) 
€ o valor desta função /' no pontox, e ambas são referidas como `a n-ésima 
derivada". 

A notação operacional para derivadas de ordem superior é auto-explica- 
sem dúvida. D,'"fíx) significa f(x). A correspondente notação de 


Leibniz é induzida como se segue: se y = f(x) tal que r4 = Difix)-f(x). 
ах 


então a segunda derivada é dada por 
dy 

de 
A 
dx 


O símbolo (as para a derivada segunda é i 


-Dif( 


f(x). 


cómodo. O trata- 


CÁLCULO 


d dy 
4. 
mento algébrico formal, como se fosse fracào real, converte-se — — ез 
diy dx 


(л parênteses do denominador são, na prática, omitidos, e a derivada 
X 2 
Teu dy FR" A, 
segunda é escrita como -—. Notação análoga é empregada no uso dal 
ax” 


derivadas de ordem-superior como se constata pela Tabela 1. 


——ÁÁ— —— —-——————À—— — E ыы 
q Notação Simplificada Operador Leibniz 
T 
теғ 2 dy d 
1. derivada primeira f'(x) D,y = D, f(x) “= Fü) 
ë dx dx 
b ¿apas " EAT dy d 
2. derivada segunda | (уу = DAD, y) = D2y = Di f(x) а= (z) 
ч dx? dx? 
ÀN Фу dB 
3. derivada terceira = /"(х) D.(D1y) = Dy = D} f(x) — su X) 
dx! dx 
п. derivada mésima | (y^ PY = ym = f(x) | DADY 'y) = рту = рт f(x) 
PESE 
EXEMPLOS 1 Se y = 22 + zs ache 
x 
(a) Day (b) Diy (с) Diy 
SOLUÇÃO 
€ ps=n Que Jm i 
x x 


b) Dy =D; (ax- 2) =4+ Š 

(b) Dy = D, (4х x^ E 

6 24 

(с) Dš: =D, (4+ S)= 24 
У at r 

2 Seja y = Vx. Ache d'y/dx* para todos os valores de n. 


SOLUÇÃO ` 
y = Vx = x!?. Utilizando as fórmulas de derivação temos: 


@ 1 cw 
d 2" 
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A lei de formação está passível de determinação: de fato. 


PU qa 0358 AO ia 


dv 2 


é aparentemente válida para n = 2. (Os céticos estào desafiados a prová-lo 
usando indução matemática sobre n.) 


" 2x— 1 
3 Seja f(x) = Si E Ache: 
(a) 7700) (b) f"(1) (c) 10) 
SOLUÇÃO 
fi j BET 230)-0x- 08) — 7 — 
Me BF B+ 
fido Ds = tto ar 
ca _ 28 
=x + 2) D 8x +2) = po 
Portanto 
{ 7 7 
(a) f'(-— [0)3 3E 7 4 
В -42 -42 
© "UD ry aps 7 155 
D —42 — 42 21 
(c) J (0) = o) + оф 


As regras de diferenciação desenvolvidas no Cap. 2 podem ser generali- 
zadas para derivada de ordem superior. (Grande parte delas é provada por 
indução matemática sobre n, onde n é a ordem da derivada em questão.) Por 
exemplo, a regra de adição e a regra da homogeneidade valem para a n-ésima 
derivada, isto é. 


ЮЧ (x) + g(x)] = D} f(x) + Di g(x) 
e Р (х)] = ср f(x) — c constante. 
A regra do produto (ou Leibniz) para derivadas de ordem superior (f) * 
é mais complexa. Por exemplo, se n = 2, nós temos 
(Кедей 7 о) = gy + Pear 
= A £t Lou 


logo, 
а K ESO KO o 


Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas 1 a 6. a partícula está se movendo ao longo de um eixo. de acordo 
mm + = de movimento s = f(r). Ache v = dsldt e a = dvjdt. 


2 s em pés. 7 em segundos x 


edite Pr 


em centimetros 


CALCULO 


3 s= 5C + ,/4t — 3, s em metros, t em segundos 4 s=1/P+4, 


, s em quilômetros, t em horas 


5 s= $07 +41 2. s em quilômetros, t em horas 6 s = 3012 + vot + so onde g, vo, e so são constantes 


7 Nos problemas 1, 3 e 5, determine v e a, no instante em que t = 1 unidade. 

8 Desprezando a resistência do ar, um corpo em quedalivre cairá segundo aleis = 164? 
metros durante um intervalo de tempo de t segundos. 
(a) Determine a aceleração deste corpo. 
(b) Determine a velocidade deste Corpo após ter caído s metros. 


Nos problemas 9 a 24, determine a primeira e a derivada segunda da função 
definida pelas equações abaixo. 


9 flx)=5x+4x+2 10 g(x) = x(x? +7) 

12 F(x) = x(x +2)? 13 G(x) = (x? — 3)x* + 3x2 + 9) 
15 gr) Pur — 5t 16 ft)-x-3 

18 өч (+) 19 д) = 525 

n а= EË +I 22 ду) = /3y +1 

23 F(r) = (1 — 52 24 h(x) = — 


RRA 

25 Se f é a função definida pela equação у = ftx) = 3x? + 2x, calcule e simplifique a 
expressão xy" — 2xy" + 2y. 

26 Considere a regra de Leibniz 


(Оу =S og fg 
para a segunda derivada. 
(a) Deduza a regra de Leibniz 
Ga fran AY egg 


para obter a derivada terceira, 
(b) Considerando que (1) = — 3, g(1) = Ча, Р) = — 1, g'(1) =4,P(1) = 16, e 
8” (1) = Ys, ache (f · g)'(1). 
27 Seja g uma função duas vezes diferenciável que g(2) = 3, g'(2) = Ya e #"О) = 5. 
Define-se a funçãof pela equação f(x) = х*р(х). Encontre o valor numérico деў?'(2). 


28 Seja y = (x + 2)%2x + 1)*. Ache: 
dy diy 
= iB Er 
@ ш 0 73 
29 Seja y = VR" 21. Determine: 
(a) Dy (6) Div ` 
30 Se f(t) = (V/F + Т)", ache 780%), 
31 Suponha queg seja uma função duas vezes diferenciável tal que g(0) = — 2, g'(0) = 
3 e 8'(0) = 5. Define-se uma função f pela equação fix) = YT < gG). Encontre o 


valor numérico de (0). 
32 Use o princípio da indução matemática para provar que 


sen « 100. 


33 Uma partícula está se movendo ao longo de um eixo de acordo com a equação do 
movimento dado, onde s é a distância em metros da origem ao fim de t segundos. 
Ache o tempo em que a aceleração instantánea será nula se: 


a ва 1 62+ 120+ 1,120 (b)s=1+8:>0 


п f()27P5 – 2302 + 1-1 
14 f(u) = (à? + 19 
1 


17 f(x) = <° 
1 
20 F(o)- / o — 
NA 
y ФУ 
(o 5 
(c) Diy 


2 
(c) ша EE 
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За Determine fórmulas para f'(x) e f'(x) se: 


m е 0 
k fi) a sex<1 “aska 
UC x-i sex>1 5 


sex «0 


(b) /(х)= | 


өң 


ds dv 
35 Mostre que — Se 
Жеш ds 


Æ Use o princípio da indução matemática para provar a regra da homogeneidade 
DIC) = DAR). 


а 7 
EP Desenvolva uma fórmula para к] 38 Ache uma fórmula para D(/%), x # 0. 
P 


39 Dado D, sen x = cos x e D, cos x sen x, ache D,” sen x. 

“8 Seja f uma função duas vezes diferenciável. Uma partícula Q move-se ao longo do 
gráfico de f de tal modo que a coordenada x de Q no tempo t é x = g(t), onde g 
"ambém é duas vezes diferenciável. Uma partícula P move-se ao longo do eixo y de 
al modo que a coordenada y de P é sempre a mesma que a coordenada y de Q. 
Determine uma fórmula para a aceleração de P no tempo г. 

4% Explique por que a derivada de ordem n de uma função racional também é uma 
fanção racional. 


E Sejamf e g funções duas vezes diferenciáveis. Suponha que g(— 1) =27,8'(- 1) = 
Ya. FAT) = 2,7027) = — A ef" (27) = 1. Determine o valor numérico 


de (f ^» g)'(— 1). 


3 Propriedades Geométricas 


dos Gráficos e Funcóes — 
Funções Crescentes e 
Decrescentes e Concavidade 
dos Gráficos 


As propriedades básicas das funções e seus gráficos são usualmente 
discutidas num curso de introdução ao cálculo; entretanto, algumas destas 
propriedades requerem o uso de cálculo para seu completo entendimento. 
Esta seção está voltada ao estudo de certos aspectos das funções e seus 
gráficos os quais podem ser compreendidos geometricamente e que. com o 
auxílio do teorema do valor médio, podem ser interpretados analiticamente 


3.1 Funções crescentes e decrescentes 

O conceito de função crescente ou decrescente pode ser introduzido peta 
consideração dos gráficos de f(x) = 2х + 3 (Fig. la) e g(x) = — 2c (Fig. 1b) 
Na Fig. la, os valores da função f(x) = 2x + 3 crescem à medida que os 
valores de x aumentam (varia da esquerda para direita); isto e. 


Se x, < xs, então Дх) < f(x). 


Analogamente, na Fig. Ib, os valores da função р(х) = — 2x! decrescem 
à medida que os valores de x aumentam; isto é. 


Se X, < x», então e(x,) > elr). 
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DEFINIÇÃO 2 


TEOREMA 1 


CÁLCULO 
y 
f)=2x+3 
-x 
o 
Fig. 1 (a) (b) 


Em geral, estabelecemos as definições seguintes: 


Funções crescentes e decrescentes 

função f é denominada crescente (respectivamente, decrescente) nc 
intervalo / se f é definida em efa) < ДЬ) (respectivamente, fla) > f(b)) vale 
quando а e b são dois pontos de Z coma < b. 


Função monótona 

de fungáof é dita monótona no intervalo! se for crescente ou decrescente 
em 

Agora, suponha que f seja uma função com uma derivada /"(x) positiva 

em cada ponto x em qualquer intervalo 7. Então, para cada valor dex em, а 
reta tangente à curva no ponto (x, f(x)) está aumentando para a direita, desde 
que seu coeficiente angular f'(x) seja positivo (Fig. 2). Cada tangente é uma 
boa aproximação do gráfico de f em uma vizinhança do ponto de tangência 
desse modo está assegurada a razão de o gráfico aumentar para a direita 
Analogamente, a função com uma derivada negativa num intervalo devera 
ser decrescente neste intervalo. De fato, temos o seguinte teorema. 


Teste para funções crescentes e decrescentes 

Considere que a função f seja definida e contínua no intervalo / e que 
seja diferenciável em todo ponto do intervalo em, não necessariamente nos 
pontos extremos de F. 

(i) Sef'(x) > 0 para todo x em?, exceto possivelmente nos extremos uc 

,, L, então f é crescente em Z. 

(ii) Sef'(x) < О para todo x em/, exceto possivelmente nos extremos de 

1, então f é decrescente em 7. 


DEMONSTRAÇÃO 
(1) Suponha que (x) > 0 para todox em/, exceto possivelmente para os 
pontos extremos de /, e sejam a e b pontos de / coma < b. Pelo 
teorema do valor médio (Seção 1.2). existe um número é coma «c < 


b tal que ë 


Hb) = Ma) = (b — a)f'(c). 
Aqui, b — a > 0 e (por hipótese) f'(c) > 0; portanto, 


fib) — fla) > 0, isto é. fla) < fb). 


Ë 


o 


Fig. 2 


(ау 


f crescente 


format 
concavidade voltada 


EXEMPLO 


с xícara ou 


para cima 
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(ii) A demonstração de (ii) € análoga a de (i), exceto que f'(c) < 0. logo 
Hb) — fla) < 0; isto é. Да) > fib). 


Determine os intervalos onde a função f) = 
ou crescente ou decrescente). Esboce o gr: 


— 3x + | é monótona (isto e. 
o. 


SOLUÇÃO 


Nesse caso, f(x) = 3x? — 3 = 3(* — 1); conseqüentemente, 
fx) > 0parax < — 1. 

Fu) < Орага - 1 <x < l, 

f(x) > 0 para x > 1 (Figura За) 


Portanto, 


f é crescente em (— ce, — 1]. 
f decrescente |- 1. 1]. 
f crescente [1. >) (Figura 3b). 


Observe que um ponto num gráfico contínuo que separa a parte cres- 
cente da decrescente é o "topo da colina", por exemplo, o ponto (—1,3) na 
Fig. ЗЬ ou “fundo de um vale”, por exemplo, o ponto (1, —1) na Fig. 3b. O 
“topo de uma colina” é denominado um ponto de máximo relativo e o "fundo 
de um vale” é denominado um ponto de mínimo relativo do gráfico. Tais 
pontos são estudados detalhadamente na Seção 4. onde encontram-se defini- 
ções formais. 


УУХ) é: positiva negativa | positiva 


х 
F 0 Y 


[m 


l.l 


Fig. 3 МАШ? sac pum 


3.2 Concavidade do gráfico de uma função 

Vimos na Seção 3.1 que o sinal algébrico da derivada primeira de uma 
função determina se o gráfico é crescente ou decrescente. Agora veremos 
que o sinal algebrico da segunda derivada determina quando o gráfico é 
curvado para cima (como uma xicara) ou curvado para baixo (como um 
bone). 

A Fig. da mostra um gráfico com o aspecto de xícara. Observe que 


decrescente 


reta tangente 
gira no sentido 


Po 


Fig. 4 


horário 
formato de boné 
ou concavidade 
reta tangente gira. para baixo j 
no sentido 
anti-horário. 
-x - 
(b) o 
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DEFINIÇÃO 3 
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quando o ponto neste gráfico move-se para a direira, a reta tangente em P gira 
no sentido anti-horário e sua inclinação aumenta. Dizemos que este gráfico 
possui a concavidade para cima. Analogamente, na Fig. 4b, o gráfico esta 
com um aspecto de bone. e, quando o ponto P move-se para a direita, a reta 
tangente gira no sentido horário e sua inclinação decresce, Dizemos que ui 
gráfico possui a concavidade para baixo. Estas simples consideragóes geo- 
métricas nos conduzem às seguintes definições formais. 


Concavidade de um gráfico 

Ó Seja a função f diferenciável no intervalo aberto /. O gráfico def teme 
concavidade para cima (respectivamente, concavidade para baixo) emi se^ 
for uma função crescente (respectivamente, uma função decrescente) em / 

Utilizando o teste para funções crescentes e decrescentes (Teorema 11. 

vimos que, se (/")' tem valores positivos num intervalo aberto, então £^ £ 
crescente naquele intervalo, logo o gráfico def possui concavidade para cima 
no intervalo pela Definição 3. Analogamente, se (f")' possui valores negat- 
vos num intervalo aberto, entào f’ é decrescente neste intervalo e o gráfico de 
f possui concavidade para baixo neste intervalo. Deste modo, temos o 
seguinte teorema. 


Teste para concavidade de um gráfico 
Seja a função f duas vezes diferenciável no intervalo aberto 7. 
(1) Sef"(x) > 0 para todox emf, então o gráfico de f possui concavidade 
para cima em /. 
(ii) Sef"'(x) < 0 para todox em, então o gráfico def possui concavidade 
para baixo em /. 


Determine os intervalos do gráfico de f(x) = (x — 2)(x — 5) onde a 
concavidade está voltada para cima ou para baixo e esboce o рга М 


SoLucáo 
Nesse caso, 


f(x) = х? — 9x? + 24x — 20, 


) 
f(x) 23x! - 18x +24, e 
) 


então, 
f'(x) <0 рагах «3e 
f'(x) »0 рагах > 3 (Figura Sa). ` 


Portanto, o gráfico de f é côncavo para baixo no intervalo (— о, 3) è 
côncavo para cima no intervalo (3, х) (Fig. Sb). 


zero 


Pê | тга | positiva 
a + i 
(a) 0 3 + y 
y i 
! 
1 Ах) б Pas) 
0) ў 2—— + x 
copa 


Fig. 5 
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ponto de inflexão 


p 
/ concavidade 
voltada 
para 
cima 


-x 
o 


Fig. 6 


Um ponto de um gráfico contínuo que separa a porção que tem concavi- 
dade para cima da que tem concavidade para baixo (por exemplo, o ponto (3. 
—2) na Fig. 5b) é denominado ponto de inflexão. No ponto de inflexão. o 
gráfico deve "interceptar a reta tangente” (Fig. 6). А noção de ponto di 
inflexão se torna mais precisa através da seguinte definição. 


Ponto de inflexão 

Um ponto (c, f(c)) é denominado ponto de inflexão do gráfico de uma 
função f sé o gráfico tiver uma reta tangente nesse ponto e se houver um 
intervalo aberto! contendo o pontoc tal que. para todo par de números reais a 


ebemi coma < c < b, f"'(a) ef"'(b) existem e possuem sinais algébricos 
diferentes. 


3.3 Construção de gr: 


Uma abordagem sistemática do problema da construção de gráficos de 
uma funçào f de um modo geral envolve consideracóes das seguintes ques- 


1 Qual o domínio de /? 

2 Em que pontos (se existem alguns) f é descontínua? 

3 Onde o gráfico de f intercepta os cixos coordenados? 

4 f é função par? E uma função impar? 

5 O gráfico de f possui alguma assíntota? 

6 Em que intervalos f é crescente? E decrescente”? 

7 Em que intervalos f é cóncava para cima? E para baixo? 

8 Onde ocorrem os máximos c mínimos relativos? 

9 Onde ocorrem os pontos de inflexão? 

Os intervalos nos quais o gráfico da função f é ascendente ou descen- 
dente podem frequentemente ser achados através do procedimento simples 
que se segue. 


Procedimento para determinação dos intervalos nos quais f’ é positiva ou 

negativa 

Passo] Determine os pontos nos quaisf” não é definida. descontínua. ou tem 
por valor 0, c disponha estes pontos em ordem crescente: х 
Xy 

Passo2 Em cada intervalo aberto (x,, хь), (xs X3)... (Ха-а Xy) Өз valor: 
terão sinais algébricos constantes. O mesmo ë verdade p. 
intervalo aberto contido no domínio def à esquerda dex. ou 
dex,. Para determinar o sinal de qualquer um dos inten 
por exemplo (xz, хз). basta escolher um ponto a qualquer e sts 
calcularf'(a): Sef'(a) > 0. entâo f'(x) > 0 para todo x етих ese 
f'(a) < 0. então f'(x) < 0 para todo x em (Ya x) 

Após seguirmos este procedimento, podemos concluir. pelo Teorema 
quef é crescente (respectivamente, decrescente) naqueles inten alos onde 
valores de f’ são positivos (respectivamente, negativos). Tambem 
definida e contínua em qualquer intervalo fechado. como por exem: 

e se f é crescente (respectivamente, decrescente) em (х, 
crescente (respectivamente, decrescente) em x; x (Problem 
mente, observações análogas aplicam-se a inter « 
[къ ху) OU (х, ха] 

Este processo é justificado pelo teorema do v alor ne 
1,1, já que implica uma função — que é continu. 


eps 


sus 


EXEMPLOS 


CALCULO 


em um intervalo — não poder trocar de sinal algébrico naquele intervalo. 
Naturalmente, 0 mesmo processo com f substituída por f” pode ser usado 
para determinar os intervalos nos quais o gráfico de f é côncavo para cima ow 
para baixo. 


Para a função dada f, (a) determine os intervalos nos quais f é monótona. (be 
determine os intervalos nos quais o gráfico de f possui concavidade voltada 
Para cima ou para baixo, (c) diga quais são os pontos de inflexão do gráfico de 
f e (d) esboce o gráfico de f. 


= 1 
1 fe) xz 


SOLUÇÃO 
(a) Nesse caso, f(x) = 1 — 1/x2 e f’ é definida e contínua em todo ропњ 
exceto 0. Os zeros def ocorrem em — 1 с 1. Colocando os valores para os 


quais?” não é definida ou é nula, em ordem crescente, obtemos — 1,0.1. 
Portanto, f" tem sinais algébricos constantes em cada um desses interva 
los 


(-9,-1. (-10) (0,1) е (Læ) 


Para determinar estes sinais, escolhemos um número em cada intervalo. 
como por exemplo 


2,44 e 2 
respectivamente. Calculando f” nestes pontos escolhidos, obtemos 
f(-2-i20 f(-)--3«0 
fü)-3«0 e fQ)-1-0 


logo, os valores de f” são positivos em (— >. — 1), negativos em (— 1.0, 
negativos em (0, 1) e positivos em (1, =) (Fig. 7a). Segue-se que f e 
crescente nos intervalos (— =, — 1] e [1, x), enquanto ela é decrescente 
nos intervalos [— 1, 0) e (0, 1]. 
(6) f"(x) = 2/х°, tal que 
f" (x) < Opara x < 0, 


J"(x) > 0 para x > 0. 


não-definida 

тето zero 

(a) Р(х) é + i 4 T 
nac 
It 
LE 1 
BI fo)=x ++ 
NN 

%) ҮТЕП -x 


Fig. 7 
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Segue-se que o gráfico de f possui concavidade voltada para baixo no 

æ, 0) e voltada para cima no intervalo (0, =). 

ico de f é côncavo para baixo à esquerda do eixo у e côncavo 
para cima à direita de y, o único ponto de inflexão possível estaria no eixo 
y. Mas 0 não pertence ao domínio de f, então o gráfico def nào intercepta 
o eixo y. Logo, o gráfico de f não possui ponto de inflexão. 

(d) Visto que f é uma função ímpar, seu gráfico é simétrico em relação à 
origem. Pelos métodos da Seção 6 do Cap. 1, o eixo y é uma assíntota 
vertical e nào existem assíntotas horizontais. Considerando estes fatos. 
usando as informações das pontes (a) e (b) e marcando uns poucos 
pontos, obtemos o gráfico na Fig. 7b. 


2 /(x)= 
SOLUÇÃO 
(a) Nesse caso, f(x) = 2x + (1/x?). Resolvendo a equação f'(x) = 0, obtemos 
a raiz x = —2°!# = —0,8. Também, f(x) não é definida para x = 0. 


Entretanto. f" possui sinais algébricos constantes em cada um dos interva- 
los (—®, —2 1⁄9), (—2-**, 0) e (0, =), Por exemplo, —1 pertence a (-x, 
21 e f(-1) = —1, então f(x) < 0 para x em (о, —271?). Conti- 
nuando desse modo concluiremos que f(x) > 0 parax em (—2-'?,0) e que 
^0) > 0 para x em (0, =). Portanto, f é decrescente no intervalo (— x, 
'3) e crescente nos intervalos (—2-"3) e (0, oc). 
(b) ГД Lo =2 – 2572 = 2(1 – 1/x”), entàof"'(x) não é definida parax =0ef"'(x) 
=0 рагах = 1. Portanto, f"' possui sinais algébricos constantes em cada 
um dos intervalos (— œ, 0), (0, 1) e (1, ©). Por exemplo, — 1 pertence a(— 
®,0)е/"(— 1) = 4 > 0, logo f'(x) > 0 para x em (— =, 0). Prosseguindo 
desse modo, concluiremos que f””(x) < 0 para x em (0, 1) e que fr'(x) > 0 
para x em (1, >). 
Segue-se que o gráfico de f possui concavidade para cima em (— =, 0) 
para baixo em (0.1) e novamente para cima em (1, <=). 
Como f''(x) < 0 para x ligeiramente à esquerda de 1 e /"'(x) > 0 para x 
ligeiramente à direita de 1, deve haver um ponto de inflexão em (1, f(1)). 
Consultando a Definição 4, achamos a condição adicional de que o 
gráfico de f tem uma reta tangente em (1, f(1)). Com f'(1) = 3, o gráfico 
possui uma reta tangente (de coeficiente angular 3) em (1. f(1)); portanto. 
(1,1) = (1, 0) é realmente um ponto de inflexão do gráfico de f. 
Resolvendo a equação f(x) = 0, obtemos somente a solução x = 1: 
portanto, o gráfico de f intercepta o eixo x somente no ponto (1. 0). A 
função f não é nem par nem impar, então seu gráfico não apresenta 
simetria em relação ao eixo y e nem em relação à origem. O eixo y é uma 
assíntota vertical e não existe assíntota horizontal. Considerando estes 
fatos e utilizando as informações das pontes (a), (b) e (c) e marcando 
alguns pontos, nós obtemos o gráfico tracado na Fig. 8. 


(c 


(9 


; _ ponto de 
i inflexão 


Fig. 8 


SoLucAo 


(a) Nes: . ef é definida. contínua e pos 


tiva em todo o domínio (0.x) de f. Assim. f é crescente em (0.5). 


exi =з 

— =- vemos que f '(x) é negativa em 

USP AP Tere 
todo o dominio (0,2) def. Desse modo, o gráfico de f possui concavidade 
para baixo em (0.2). 

(c) Visto que o gráfico é sempre côncavo para baixo, não pode haver pontas 
de inflexão. 

(d) Resolvendo a equação Дх) = 0, obtemos somente a solução x = 1; logo ж 
gráfico intercepta o eixo x somente no ponto (1, 0). O eixo y é uma 
assíntota vertical, e nào existe assíntota horizontal. O gráfico está t 
gado na Fig. 9. 


(b) Visto que f(x) = 


Fig. 9 


4 укр) 


SOLUÇÃO 
(a) Aqui, f(x) = [x(x — 1?]'?, de modo que 


[xt — 19] 2?Qs(s — 1) + (x — 1] 
xx — 1)7 10x — 1). 


OEE 
i 


Evidentemente, f” não é definida em 0 e 1. Além disso, f'(x) = 0 apenas 
para x = t/s. Conseqüentemente, f£ tem um sinal algébrico constante em 
cada intervalo (— =, 0), (0, Ya), (!/s, 1) e (1, =). Selecionando valors 
numéricos em cada um desses intervalos e calculando f” em cada p 
selecionado, achamos que f” é positiva em (— =, 0], [0, 1з] e |1. =% 
enquanto é negativa em [Ya, 1]. Portanto, f é crescente em (— x. O] 
[0, Va] e [1, =), enquanto f é decrescente em [Ya, 1]. Visto que £ + 
crescente nos intervalos adjacentes (— =, 0] e [0, Ya], ela é realmem 
crescente em todo o intervalo (— ce, Ya]. 
(b) Diferenciando e simplificando, temos que 


HA m 29-535... 1-473 
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Evidentemente, f"' não é definida em 0 e em 1, enquanto a equação f''(x) 
= 0 não tem solução. Então encontramos 


f(x)>0 parax em (— 20,0), 
f(x) <0 para x em (0,1), 
(х) <0 рагах em (1,00); 


logo, o gráfico de f possui concavidade voltada para cima no intervalo 
(— =, 0) e concavidade voltada para baixo nos intervalos (0, 1) e (1, =). 
(c) Visto que o gráfico tem concavidade para cima no intervalo (— =, 0) e 
concavidade para baixo no intervalo (0, 1), existe um provável ponto de 
inflexão em (0. f(0)) = (0, 0). Precisamos ver quando o gráfico de f possui 
uma reta tangente em (0, 0). Como /* nào é definida em 0, а única 
possibilidade para uma reta tangente em (0, 0) é a reta tangente vertical. 
De acordo com a condição dada no Cap. 2, Seção 1, o gráfico de possui 
uma tangente vertical em (0,0) se f é continua em O e 
lim 10 bs жой] | = + %. Evidentemente, f é contínua em 0). 
Ax=0 Ax 


Além disso, temos 


HO + Ax) — f(0) 
Ax 


Ах! (Ах — 1)23 
Ax 


lim 


Ax=0 


Ax-0 


Portanto, o gráfico def tem uma tangente vertical em (0, 0). Segue-se que 
(0. 0) é um ponto de inflexào do gráfico de f. 

(d) A funçãofé definida e contínua em (— =, >) e intercepta o eixox emx = Ü 
ex = 1. A função não é par e nem ímpar e seu gráfico nào possui assíntota 
horizontal ou vertical. O gráfico está tracado na Fig. 10. 


fo) = x (x — 1053 


ponto de 
inflexão 


Fig. 10 


Conjunto de Problemas 3 


zeoblemas | a 8, encontre os intervalos onde cada função é monótona (isto é, 
te ou decrescente). Esboce o gráfico. 


2 g(x) = x° +x? — 5х 3 /(х)=х- 
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4 
5 fee + 6 g(x)9 x 
$ x /25—x! sex «4 
pap. P. o3 fud POR e == 
10—3x sex 24 |\7-х sex>4 


Nos problemas 9 a 16, indique os intervalos onde o gráfico de cada função é 
côncavo para baixo ou para cima, faça o gráfico e localize os pontos de inflexão. 


9 fly às bes 10 g(x) = $8 — jx? — 6x + 4 п Дх) = x* 4х 6x? a 


4 2x 


12 Р(х} = 3x* + 8x? — 18x? + 12 13 Ах) = 14 G(x 


х+2 


15 fix) = 


= 9 4 
х 16 ЛӘ x+1 

17 Na Fig. 11 considere os gráficos das funções e os intervalos expostos [a, e]. Em 
cada caso, o intervalo [a, e] está dividido em quatro subintervalos [a, b], [b, c], 
le. d] e [d, e). Considere que as funções dadas são diferenciáveis duas vezes no 
interior de cada subintervalo. Determine em quais destes intervalos a função dada 
(i) é crescente, (ii) é decrescente, (iii) tem por gráfico uma curva cuja concavidade 
está voltada para cima e (iv) possui gráfico côncavo para baixo. Além disso, (v) 
encontre todos os pontos de inflexão. 


Fig. 11 © 


(dy 

18 Esboce o gráfico de uma função contínua tendo as seguintes propriedades: f(= 1) = 

5, RO) = 0.82) = 3, f(5) = 0, f(x) < O parax < 0, f(x) > 0 para 0 < x < 2. f(x) 

x 0parax > 2,f" (x) > Орагах < —1.f" (x) < Opara ^1 <x <0ef'(x) < 0 parax > 

0. 

Nos problemas 19 a 32, indique (a) os intervalos onde f é crescente, (b) os 
intervalos onde f é decrescente, (c) os intervalos onde o gráfico de f é cóncavo para 
cima, (d) os intervalos onde o gráfico de f é côncavo para baixo. (e) os pontos de 
inflexão e (f) trace o gráfico de f. 
19 f(x) х 6 -9x +1 20 f(x) =k +42 — 21 f(x) = х Ax? le 
1 

22 у(х) = 8х – 2х2 — ҳ* 23 f(x) = x(12 х2) 24 у(х) = x £ — 


+1 
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26 у(х) = (x + 2) x-? 


29 f(x) = 1+ (x - 29^ 


110 — 3x sex 22 
32 у(х) = > 


Chee sex < 


WI Considere a função f monótona e contínua cujo domínio é o intervalo 7. Explique 
per que f precisa admitir uma inversa f ' e por que o domínio de f-! precisa ser um 
mesvalo. (Uma argumentação geométrica é aceitável, mas uma argumentação 


ашса é preferível.) 


We Suronha que f possuí uma derivada contínua f num intervalo aberto / e que f é 
=escente em /. Mostre que f(x) > 0 vale para todo x pertencente a /. 
BE mestre que, mesmo se f é uma função com derivada segunda contínua, a condição 


O não pr 


(Saz 


ia acarretar que (e, f(c)) seja ponto de inflexáo do gráfico de f. 
stão: Considere fix) = x*). Por outro lado, mostre que, se f tem uma segunda 


te» ada contínua e (c, f(c)) é um ponto de inflexão do gráfico def, entàof" (c) = 0. 

Wi Suponha quef é uma função continua no intervalo fechado [a, b]e quef ё monótona 
= ntervalo aberto (a, b). Mostre que f é monótona em [a, 5]. 

Wr s= a função f crescente no intervalo 7. 


ma Y é crescente em 1? Por quê? 
crescente em /? Por qué? 


x: A função g definida por g(x) = — 1 + f(x) é crescente em 1? Por quê? 
Sean f e g funções crescentes no intervalo 7. 
"a7 — g é necessariamente crescente em 1? Por qué? 


g é necessariamente crescente em /? Por quê? 
unção f é diferenciável no intervalo aberto /, alguns livros-textos definem o 


gc «o de f como tendo a concavidade voltada para cima se f satisfizer a seguinte 
«emiição: Para todo par de números reais distintos a e b em Z, o ponto (b, f(b)) do 
gaíco de f situa-se estritamente acima da tangente ao gráfico de f em (a, fía). 
Mitre que esta condição é válida se, e somente se, para todo par de números reais 


WR Corsderea condição 


tosa e b em L, ДЬ) > fta) + f'(a) (b — a). 
o de quef é uma função diferenci; 
grafico de f possui concavidade para cima de acordo com a Definição 3. Se a e b 


vel no intervalo aberto! e que 


añ numeros reais distintos em /, prove que ДЬ) > fla) + f'(a) (b ~ a). 

WB. Sar ns livros-textos definem que o gráfico de f tem a concavidade voltada para 
ma no intervalo Í se, para dois números reais distintos a e b em /, a porção do 
ga о entre (a, Ha)) e (b, f(b)) situa-se abaixo da secante entre (a, f(a)) e (b, fb). 


Desenhe um diagrama ilustrando esta condis: 


WE Segonha que a função é diferenciável no intervalo aberto! e sua concavidade está 


“ta para cima ет]. Prove que, se a e b sà 


dois números reais em, então 0 < t 


mplica que fa + (1 — Db) < tf(a) + (1 — 0/05). 


4 


Valores de Máximo e Mínimo 
Relativos de Funções 


Nesta seção aplicamos os conceitos apresentados na Seção 3 ao pro- 
blema da determinação de valores de máximo e mínimo relativos de ums 
função. Considere, por exemplo. a função polinomial 


Um esboço do gráfico de f (Fig. 1) mostra que o ponto (0. š) пе 
está mais alto que todos seus pontos imediatamente vizinhos. Um po 
como (0. 5) é denominado ponto de máximo relativo do gráfico de? Analo- 
gamente, o ponto (2. 1) é denominado ponto de mínimo relativo do grafico de 


f desde que ele esteja mais baixo que todos seus pontos imediatamente 
vizinhos. no eráfico. 
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DEFINIÇÃO 1 


DEFINICÁO 2 


DEFINIÇÃO 3 


TEOREMA 1 


CÁLCULO 


ponto de 
máximo 


(0,5) Ах) = х5 – 3х2 +5 


ponto de 
— mínimo 
relativo. 


Fig. 1 


Nossa discussão sugere a seguinte defini 


Máximo relativo 
Uma função / possui um máximo relativo (ou máximo local) em um 
ponto с se existe um intervalo aberto! contendo c tal que f seja definida emila 


Fc) = Дх) seja verdadeira para todo x em £ 


Mínimo relativo 
Uma função f possui um mínimo relativo (ou mínimo local) em um posa 
C se existe um intervalo aberto! contendo e tal que f seja definida em / e ficia 


fx) seja verdadeira para todo x em / 


- Se uma função f possui um máximo ou um mínimo em um pontes 
dizemos quef possui um extremo relativo етс. É geometricamente claro qu 
se a funçãof tem um extremo relativo em um ponto c e se o gráfico def admi 
uma tangente nào-vertical em (c, f(c)), então, esta tangente precisa ser has 
zontal; isto é,f'(c) = 0 (Fig. 2). Esta observação sugere a seguinte депа 


Ponto crítico 
Diz-se que um ponto c é um ponto crítico para a função f quando fil 
definida em c mas nào é diferenciável em c, f'(c) b 
Agora vamos dar uma demonstração analítica do fato de que um extresi 
relativo somente poderá ocorrer em um ponto crítico. 


E 


tangente horizontal: f (c) 


Fig. 2 


Condição necessária para extremos relativos 
Se a função f possui um extremo relativo em um ponto c, então c c at 
ponto crítico para f. 


DEMONSTRAÇÃO 

Consideremos o caso em que f possui um máximo relativo em c; a partir 
caso de um mínimo relativo pode ser obtido analogamente, Se f nào 
diferenciável em c, então с é automaticamente um ponto crítico de f реш 
Definição 3, e não temos nada a provar. Deste modo, podemos considera 
que f é diferenciável em c, portanto, 


уо) = lim 09 J (e) 


oa x-—c 
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. Precisamos provar que (с) = 0. Se provarmos que f'(c) não pode ser 
positiva nem negativa; então precisará ser nula e nosso argumento estara 
completo. Provamos que f'(c) não é negativa mostrando que, se o fosse. 
contrariaria a hipótese, f não poderia ter um máximo relativo em c. Que fic) 
não é positiva pode ser mostrado analogamente. Desse modo, suponha fic; 

" x) — le 
negativa. Desde que imp d D) =, fe) 

x—c 

do número negativo/'(c) tornando» suficientemente perto de c (mas nào igual 


f&)- fte), 


We 


tào próximo quanto desejarmos 


ac), existe um pequeno intervalo aberto / contendo c tal que 


negativo se x for diferente de c e pertencer a /. 


ft) - ftc) 
ч k&— ç 
fraçào e seu denominador forem ambos negativos, entào o numerador deverá 
ser positivo; logo, se x pertence a / ex < c, então fix) > fic). 

A última afirmação contradiz a hipótese de que f possui um máximo 
relativo em c, desde que se diga que os valores f(x) da funçào sejam maiores 
queffc) para valores de x ligeiramente à esquerda de c. Esta é a contradição 
prometida, o que completa a prova. 

Os pontos a, b, c, d, e e k são críticos para a função f cujo gráfico se 
encontra na Fig. 3, Neste caso, a, b e k estão qualificados como pontos 
críticos de f porque f não é diferenciável nestes pontos (embora f possua 
derivadas ema ek). Observe que f não possui extremos relativos ema ou k, 
visto que nenhum dos intervalos abertos em relação a esses pontos estão 
contidos no domínio def. De qualquer modo, f possui um mínimo relativo no 
ponto crítico b (onde f deixa de ser diferenciável). Observe que f é diferenciá- 
vel nos trés pontos críticos restantes c, d e e, entào 


f'(c) = fd) = уе) =0. 


Sex pertencea ex <c, entàox -c «0e «0. Seuma 


máximo 
relativo 
mímo / 


mínimo 
relativo 


pacc bee 


о 
Fig. 3 


Claramente, f possui um máximo relativo em d e um mínimo em e. 
Contudo, a despeito do fato do gráfico de f possuir uma tangente horizontal 
em (c, f(c)), f não tem um extremo relativo em c. 

Visando encontrar todos os extremos relativos de uma função, pode-se 
começar achando todos os pontos críticos para f. Estes pontos críticos se 
constituem nos “candidatos possíveis” à pontos nos quais f tem extremo 
relativo; entretanto, cada ponto crítico precisa ser testado para ver quando” 
realmente possui um extremo relativo lá. O teste mais simples para extremos 
relativos realiza-se usando a derivada primeira ou segunda derivada de * 


4.1 Testes da derivada primeira e segunda para extremos relativos 

Considere a Fig. 4a, na qual a funçüo continua f possua uma 
primeira positiva no intervalo (a, c) e uma derivada primeira nez. 
intervalo (c, b). Pelo Teorema 1 na Seção 3, f é crescente ec 
decrescente em [c, b); logo, / tem um máximo relativo em Aralozameme 
na Fig. 4b. a função contínua ftem uma derivada primeiranegatssem c 2 
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TEOREMA 2 


EXEMPLO 
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f'ex«o 


-x 


fe)«o Го)>0 


(а) fb) 


uma derivada primeira positiva em (c, b); logo. f admite um mínimo rela 
em c. 

As observações simples feitas anteriormente estão sumarizadas no ses 
guinte teorema: 


Teste da primeira derivada para extremos relativos 
Seja a função f definida e contínua no intervalo aberto (a, b); consides 
que o ponto c pertença a (a, b) e suponha que f seja diferenciável em tada 
ponto em (a, b) exceto, possivelmente, em c. 
(i) Sef'(x) > 0 para todo ponto x em (a, c) cf'(x) < О para todo ponam 
em (c, b). então f possui um máximo relativo em c. 
(i) Sef'(x) < 0 para todo ponto x em (a, c) ) > 0 para todo ponam 
em (c, b), então f possui um mínimo relativo em c. 


No caso (i) do Teorema 2 não somente existe um máximo relativo ema 
como f(c) = f(x) é válido para todo x no intervalo (a, b) (Fig. 4a). Analoge 
mente, no caso (ii) do Teorema 2 (Fig. 4b). /(c) = f(x) é válido para todo x mm 
intervalo (a, b) (Problema 24). 


Sef(x) = x? — 2x* + x + 1. use o teste da primeira derivada para achar todos am 
pontos nos quais f possua um extremo relativo e esboce o gráfico de f 


SOLUÇÃO 

Nesse caso, f(x) = 3x* — 4x + | = (x — 1) (3х — 1), portanto os únicos poma, 
críticos para f são as raízes x = 1 ex = Ya da equação f'(x) = 0. Usandom 
procedimento рага a determinação de intervalos nos quais f é positiva аш 
negativa (Seção 3.3), concluimos que 


f(x) > 0 para x < 1. 

f(x) < 0para 1 < x < I. 

f(x) > 0 para x > 1. 
Portanto, pelo teste da derivada primeira, f possui um máximo relativo em эй 
eum mínimo relativo em 1. Usando a segunda derivada para testar a concamin 


dade do gráfico (Seção 3.2) e assinalando uns poucos pontos, podemos tracam 
o gráfico de f (Fig. 5). 


Rydex? Mex] 


máximo relativo 


mínimo relativo 


Fio & 


TEOREMA 3 


EXEMPLO 
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Oteste da segunda derivada para extremos relativos é facilmente perze- 
bido (e lembrado) geometricamente. А Fig. ба mostra o gráfico da funs: 
um ponto críticoc tal que f"'(c) > 0. A condição f"'(c) > 0 indica que o graf 
def é côncavo para cima numa vizinhança do ponto (c, f(c)): dai. quef tem um 
minimo relativo em с. Analogamente, a Fig. 6b mostra um ponto criuco c 
para f tal que f''(c) < 0. desse modo o gráfico de f é côncavo para baixo numa 
vizinhança de (c, f(c)) ef possui um máximo relativo em c. 

O teste da segunda derivada está formalmente provado pelo teorema 
seguinte. 


y y 


f (с, fie) 
(c л), | а 
5 E -x = >: 
ta) (b) 


Fig. 6 


Teste da segunda derivada para extremos relativos 
Seja a função f diferenciável no intervalo aberto / e suponha que c seja 
um ponto em / tal que f'(c) = 0 e f'(c) exista. 
(i) Se f"'(c) > 0, então f possui um mínimo relativo em c. 
(ii) Sef''(c) < 0, então f possui um máximo relativo em c. 


DEMONSTRAÇÃO 

Provaremos (i) somente, visto que a demonstração (ii) é análoga. [Veja 
Problema 25 para a parte (iii).] Assim, considere f'(c) = 0 e (c) > 0. Pela 
definição de f(c) = (f')'(c) e o fato de que f'(c) = 0, temos 


(Ге) = tim L6) — f) im L, 
wk Ж on k= qe 


logo. podemos fazer a razão tão próxima quanto desejarmos do nú- 


mero positivo f"'(c) simplesmente considerando x suficientemente perto de c 
(mas nào igual a c). Em particular, se x está próximo o suficiente de c (mas 
f(x) 

=ë 


diferente dec). entào 


terá que ser positivo. Portanto, deve existirum 


intervalo aberto (a,b) contendo c tal que sex é diferenciável emc e pertence a 
ER TE ч 
(a.b), então rj e) > 0. Segue-se que, sea < x < c, entàox —c < 0ë 
" _ 
Fx 
š ) > 0, deondef'(x) <0. Analogamente, sec «x <b, temosx -c > Ü 
x= $ 
fx zu 
e É ) > 0. de onde se segue que (x) > 0. Daí, ligeiramente à esquerda de 
A =E 
c,a derivada /"(х) deve ser negativa, enquanto que ligeiramente à direita de 
c ela será positiva. Pelo teste da primeira derivada (Teorema 2). concluimos 
quef admite um mínimo relativo em c. 


Se f(x) = x? — x? + 9x, use o teste da segunda derivada para encontrar todos 
os pontos nos quais f possui um extremo relativo e esboce o grafico de * 
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CÁLCULO 
SoLução 
Neste caso. f(x) = 3⁄2 — 12r + 9 =3(x — 3) (x — 1) еў) = бх — 12 = tra 
2). Fazemos, f(x) = 0 e obtemos os pontos críticosx = 1 ex А рагай 


FM) = — 6 < 0. concluimos que f tem um máximo em 1. Analogame 
partir def" '(3) =6 > 0, segue-se que f possui um mínimo relativo em 3 (Fig 


" 


máximo 
relativo. 


Ах) = х) — 6x? +9х 
mínimo 
_— relativo 
жЕ > 
Fig. 7 
4.2 Processo para encontrar extremos relativos 


Todos os extremos relativos de uma função f podem ser encontrat 
Sistematicamente acompanhando o seguinte processo: 


Processo para encontrar os extremos relativos de uma função f 

Passo 1 Encontre”. 

Passo 2 Encontre os pontos criticos para f; isto é, 

(a) Encontre todos os pontos c do domínio de f para os quais ^W 
nào existe. 
(b) Encontre todos os pontos c para os quais f'(c) = 0. 

Passo 3 Teste cada um dos pontos críticos para observar quando ele corram 
ponde a um máximo relativo. um minimo relativo, ou não é extrema 
relativo. Nesse caso. os testes da primeira ou segunda derivadlg 
podem ser usados. 

Se f é uma função par ou ímpar, podemos começar examinando 
pontos críticos não-negativos, então usa-se a simetria do gráfico de f nem 
tratar com os pontos restantes. 


Use o processo acima para achar todos os pontos nos quais a função dadgg 
possui um extremo relativo. Esboce o gráfico de f. 


fis) dx 
x= —— 
1+ 
SoLução 
Utilizando a regra do quociente e simplificando, concluímos am 
4(1=x? | 
To= x sa então os pontos críticos são le —1. Se — 1 <x < 1. enik 


/'(х) 0, enquanto se x > 1, então f'(x) < 0. Portanto, pelo teste df 
primeira derivada, f possui um máximo relativo em 1. Como f é uma Я 
ção ímpar, seu gráfico possui simetria em relação à origem: então. f po 
um número relativo em —1 (Fig. 8). 


f(x 


1— (х= 2p? 


SOLUGAO 

Nesse caso, f'(x) 
exceto 2. Além 
para f. 

Sex < 2, então f(x) > 0: 
derivada primeira fñn 


== 
SSO, para x + 


portanto f é diferenciável em todo pote. 
f'(x) + 0: logo, 2 é o único ponto crasa 


e x > 2, então f(x) < 0. Portanto, pelo tesie dg 
am mávimaea salatiua ex 5 (Ea OX 


APLICACOES DA DERIVADA 173 


máximo 
relativo 


máximo 
relativo 


ay 


œ=- x 


-x 


minimo 
relativo 


Fig. 9 


3 f(x) = тх + 6? — 18x?) 


SOLUÇÃO 
Temos 


f(x) = (4x7 + 18x? — 36x) = {х(2х? + 9x — 18) 
1х(2х — 3)(x + 6). 


Deste modo, as raízes de f'(x) = 0 são os pontos críticos x = 0. x = Ya 
ex — —6. Agora, 


f(x) 


1 


14(12x? + 36x — 36) 
= x? — 3x — 3. 
por conseguinte 
f'(-6) = 15 > 0. 

10) = —3<0. e 

rG) 
Pelo teste da derivada segunda. f possui um mínimo relativo em — 6, um 
máximo relativo em 0, e um mínimo relativo em 3/2 (Fig. 10). 


20. 


Го) = 500% + 6х3 — 18x?) 


máximo 
relativo. 


relativo 


mínimo 
Fig. 10 relativo 
|?-1 sex>1 
4 f(x) 
fe ll=x? sex «1 
SoLugAo 
Nesse caso, 
> sex> 1 
f'(x) 


sex <l. 
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e fr(1) nào é definida. Deste modo, | é um ponto crítico, como f'(0) = 0. Фа 
outro ponto crítico. Parax < I. f"'(x) = —2:logo.f"'(0) = — 2 < 0, segue-sedm 
teste da segunda derivada que f possui um máximo relativo em 0. Para 0 <z% 
1,f'(x) = — 2x < 0, enquanto que parax > 1,f'(x) = 2x > 0: portanto. f term am 
mínimo relativo em 1 pelo teste da primeira derivada (Fig. 11). 


máximo. 
relativo 


- mínimo 
relativo 
Fig. 11 
5 f(x) sc 
SOLUÇÃO 


Neste caso, f'(x) = 3x*, então O é o único ponto crítico. Entretanto, para x =ñ 
f'(x) = Зх? > 0, como f é uma função crescente e não possui extrema 
relativos (Fig. 12). 


HORE 

não existem 
extremos 

relativos 


Fig. 12 


6 (х) = х? + 3х 2 


SoLucAo 
Neste caso, f^ (x) = 3x* + 3, portanto, f(x) > 0 para todos os valores de x. Гай 


não existem pontos críticos para fe, por conseguinte, nào ocorrem extrèma 
relativos (Fig. 13). 


|х) = хэ + 3х 2 


não existem 
extremos 
relativos 


Fio 11 
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Conjunto de Problemas 4 


Nos problemas Га 10, (a) determine os pontos críticos para f e (b) use o teste da 
gmoeira derivada para ver quando cada um desses pontos críticos corresponde a um 
шш no relativo, um mínimo relativo, ou nenhum deles. Então, (c) esboce o gráfico de 


E ix)=7+2x— 2x? 


4 ux)—x3-x'-x 
f yu) a pt. х 


x 


yar == 
TÍ 


2 f(x) =2x – 3х2 4 
5 х) = xt- ax 

3 
= 


8 f(x) 


|x+4 sex>1 


10 ЛЕ ag see 


Nos problemas 11 a 18, (a) determine os pontos críticos para f e use o teste da 
реа derivada em cada um desses pontos críticos. Então, (c) esboce o gráfico de f. 


Wm x)= Sx+4 


m six) =3x* — 4х2 — 12x2 


E “i)= х2 + 5x"2 


12 füj-é 43416 Ú f(x) = хэ Заа — 3x 
15 f(x) = (x - 199 (x — 13 16 fe) 


Nos problemas 19 e 20, encontre todos os pontos nos quais as funções dadas têm 


m extremo relativo e faça o gráfico. 


3 ѕех < 1 


ae sex> 1 


ses 


1 
20 fti» ^3 sex #0 


0 зех=0 


їр Determine os valores das constantesa e b tal que a função f definida porfix) = v + 
єт — b possua um mínimo relativo no ponto (1. 3). 

WE Escontre valores para as constantesp eq tal que a função definida porfix) = (p/x) + 
«z tenha um mínimo relativo no ponto (1, 6). 

JR Determine os valores das constantes p e q para que a função g definida por р(х) = 
z: ° + gx"? tenha um mínimo relativo по ponto (4, 12). 

BB Sa parte (ii) do Teorema 2 na Seção 4.1, prove que f(c) = fix) vale para todos os 


»alores de x no intervalo (a, b). 
0, como na parte (iii) do Teorema 3 na Seção 4,1. 0 


cínio às três fungóes f. g e h dadas por ftc 
гыз = e h(x) = —x*. e tomec = 0. 


EE Mostre que sef'(c) = 0 ef" "(c 
neste não é válido. Aplique tal ra 


5 


x 


Extremos Absolutos 


A técnica usada na Seção 4 para localizar os extremos relativos de 
funções são também úteis para achar os extremos absolutos de funções. A 
idéia de extremo absoluto pode ser apreciada pela consideração do gráfico da 
função f apresentada pela Fig. 1. Observe que f possui um máximo relativo 
em (p, f(p)) e outro em (r, f(r)); entretanto, o valor f(r) é maior que o valor ftp) 
— de fato, é maior que qualquer outro valor f(x) da função, para o intervalo 
fechado [a, ^]. Desse modo. dizemos que a função f possui um valor máximo 
absoluto fir) em r. 

Na Fig. 1. f possui um mínimo em (q, f(q)); entretanto, o valor f(b) da 
função é menor que fiq) — de fato, é menor que qualquer outro valor f(x) da 
função para o intervalo fechado [a, b]. Daí, dizemos que a função f possui um 
valor fib) mínimo absoluto em b. Observe que, embora f(b) seja um valor 
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DEFINIÇÃO 1 


TEOREMA 1 


CÁLCULO 


(rfe) 


Fig. 1 


mínimo de f, nào representa um mínimo relativo, visto que a função f nào ё 
definida à direita de b. N 5 AJ 
A discussão precedente nos conduz à seguinte definição geral: 


Máximo e mínimo absoluto 

Suponha que a função f seja definida (pelo menos) no intervalo], e sejas 
um ponto do intervalo Z. Se fi f(x) (respectivamente, fic) = f(x)) vale para 
todos os valores dex em/, então dizemos que, no intervalo 1, a função f atinsd 
o seu valor máximo absoluto (respectivamente, seu valor mínimo absoluta 


Жс) no ponto c. 


Se f atinge um valor máximo absoluto ou mínimo absoluto em c, enti 
dizemos que possui um extremo absoluto em c. A verificação da existé 
ou nào de um extremo absoluto num intervalo pode ser efetuada frequente 
mente com o auxilio do seguinte teorema: 


Existéncia de extremos absolutos 

Se uma funcaof é definida e continua no intervalo fechado ja, b], епс 
atinge um valor máximo absoluto em algum ponto em (a, b] e f atinge 
valor mínimo absoluto em algum ponto em [a, b]. 

Geometricamente, a propriedade de funções contínuas expressa pela 
Teorema 1 é fácil de ser aceita, desde que se afirme que a curva continut 
unindo o pontoA ao ponto, como na Fig. 2, tenha um ponto mais alto C e um 
ponto mais baixo D. Uma prova analítica desta importante propriedade das 
funções contínuas pode ser encontrada num livro-texto mais avançado. sa 
funcáof atinge um extremo absoluto num intervalo Z em um pontoc que nào& 
ponto extremo def, então está claro, a partir das definições correspondentes, 
quef possui um extremo relativo em c. Esta observação fornece a base рагай 
seguinte: 


Processo para encontrar extremos absolutos de uma função contímu 
num intervalo fechado 

Para encontrar os extremos absolutos de uma função contínua f num 
intervalo fechado [a, b], proceda conforme está discriminado abaixo: 
Passo 1 Ache todos os pontos críticos e para a função f no intervalo aberar 


(a, b). 

Passo 2 Calcule os valores /(с) da função para cada um dos valores de £ 
contidos no Passo 1. 

Passo 3 Calcule os valores da função fla) c f(b) nos pontos extremos a e b ám 
intervalo. 

Passo 4 Conclua que o maior de todos os números calculados nos Passos 2 
3 é o máximo absoluto de f em [а, b] e o menor desses números e & 
mínimo absoluto de f em la, b]. 


y 


Fig. 2 


EXEMPLOS 


APLICAÇÕES DA DERIVADA m 


Se a função f não é contínua no intervalo /, ou se / nào e um inten aic 
fechado [a, b], talvez o método mais eficiente para encontrar os extremos 
absolutos de f em / (quando eles existem) seja esbogando o grafico de * 


Determine os extremos absolutos da função f dada no intervalo indicado e 
esboce o gráfico de f. 


1 f(x) = J/9 – x* em[-3.3] 


SoLUÇÃO 
Neste caso, f é contínua no intervalo fechado [— 3, 3] e 


Pie gas 


para x no intervalo aberto (— 3,3). então o único ponto crítico de f no 
intervalo (— 3, 3) é 0. Calculando neste ponto crítico e nos pontos extremos 
do intervalo, obtemos 


f(-3)-0.5(0)-3, e /(3у=0. 


Portanto, f atinge um valor máximo absoluto 3 em 0 e um valor mínimo 
absoluto 0 em — 3 e, novamente, em 3 (Fig. 3). 


y 


fons у9 — х1 


Fig. 3 


|х*—2х +2 sex > 0| 13 
|x2 2x +2 sex «0| em [43] 


2 f( 
SOLUÇÃO 
Aqui, f é contínua no intervalo fechado [— 1/2, 3/3]. Além disso, 


x-2  se0<x<j 
x42. se-4<x<0, 


fe)» 


portanto,.f'(1) = 0 e (0) não existe. Portanto, temos o ponto crítico 0 e 1 ет 
(— Ya, 3/2). Agora, calculando os valores de f nos pontos extremos e nos 
pontos críticos, obtemos 


-9-(C-9te2(-342-1. 
f(0) = 0? — 2(0) +2 =2, 
Д(1)= 12—2(1)+2=1, e 
f8)- @#—2@)+2=1 


O maior valor desta funçào é 2 e o menor é 1; logo. f atinge o valor máximo 
absoluto 2 em 0 e o valor mínimo 1 em 1 (Fig. 4). 


2138 


3 f(x) em[-2,1] 
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Fig. 4 


SoLução 


Novamente, f é definida e contínua no intervalo fechado [— 2, 1]. Usandom 
regra do quociente e simplificando, temos 


qa Q-xtx)01-2)- Qex-x5(-142x) 1-28 
ge. 394 @—х+х Sa- 


O denominador (2 — x + x)? não é nulo para todos os valores de x ear 
L- 2, П, logo, o único ponto crítico no intervalo (— 2, 1) é з. Agoraa 
calculando os valores de f nos pontos extremos de [— 2, Це no ponto critiam 
Ча, obtemos f(— 2) = — Ya, f(1/2) = % ef(1) = 1; então, f atinge о vakat 
máximo absoluto em */; e o valor mínimo absoluto — !/» em — 2 (Fig. St 


f(x) = —x? + 4x — Зет (— 00,00) 


SOLUÇÃO 

Neste caso, f'(x) = — 2x  4ef"'(x) = — 2, portanto, f'(x) é positiva para x em 
(— х, 2), f(x) é negativa para x em (2, х), e o gráfico de f tem a concavidade 
voltada para baixo em (— %, æ) (Fig. 6). Daí, f atinge um valor máximo | em 
mas f não possui mínimo absoluto no intervalo (— », x). 

No Exemplo 4, o intervalo (— х, ®) é o domínio da função f, e o máxima 
absoluto de f em (— 2, о) é o maior de todos os valores da função f. Ма 
generalizadamente, dizemos que a função f atinge o valor máximo absolu 
(respectivamente, o valor mínimo absoluto) f(e) ao ponto c visto que c e ataa 
ponto do dominio de f e que f(c) = f(x) (respectivamente, f(c) = f(x)) seme 
válido para todo x no domínio de f. Observe que não existe referência айша» 
qualquer intervalo, entendendo-se com isto que todo domínio de f está sdis 
consideração. Com isso, algumas vezes mesmo deixamos a palavra "abse 


luto” e nos referimos simplesmente ao valor máximo ou valor mínimo dar 
função f. 


Дх)= x? +4х-3 


-x 


Fig. 6 


EXEMPLOS 


APLICAÇÕES DA DERIVADA гэ 


Determine os extremos absolutos da função f dada е esboce o grafico de * 


SOLUÇÃO 
O domínio de f é o intervalo (— 2, >). Utilizando a regra do quociente e 
simplificando, temos 


к 4х 
x) =——' 
Го) = атр 
logo, f'(x) < 0 рагах < 0 ef'(x) > 0 para x > 0. Segue-se que f é decrescente 
em (— o, 0] e crescente em (0, х). Portanto, f atinge um mínimo absoluto f(0) 
= — Lem 0. Como lim f(x) = 1, segue-se que o gráfico de f possui uma 
ace 
assíntota horizontal y — 1 (Fig. 7). A função f não atinge um máximo 
absoluto, pois se bem que os valores f(x) possam ser tomados tão próximos de 


1 quanto se queira ao considerarmos x suficientemente grande, esses valores 
da função nunca atingirão 1. 


Fig. 
Го) =x + 
SoLUÇÃO 


O domínio de f é o intervalo (1, ос). Para x > 1, 


x-1 


Resolvendo a equação f'(c) = 0, concluímos que a única solução é o ponto 
crítico c = 1 +47" 


Fig. 8 
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рагах > c, temosf(x) > 0. Portanto, fé decrescente em (1, c]e crescente om 
lc, *). Segue-se que f atinge um valor mínimo absoluto de fic) = 2, 89 ema 
Observe que, se lim fix) = + æ, portanto o gráfico de f possui assinsatg 


vertical x = f nào atinge um máximo absoluto, visto que os v айл 
f(x) podem ser considerados arbitrariamente grandes tornando x > 1 тшш 
próximos de І (ou fazendo x aproximar-se de + >) (Fig. 8). 


Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas 1 a 12, determine os extremos absolutos (se houver) para as 
funções dadas nos intervalos dados e esboce os gráficos. 


1 (х) = -2xem[-1,2] 
3 fix) = (x+ 1? em[-2,1] 


5 f(x) = /4— x! em[-2.2] 


2 (х) = 4х + Зет [0.2] 
4 f(x) = —х? + 5х — ^em [0,5] 


6 f(x) = /8-2x — x! em[-3,2] 


E sex<1| _ _|2х—1 зех<2| 
TONO. уч seses BIS] ВЛ е. se MAA 
| sex# —1 Jlx 2| sex2] 

= x*2| 
9 х) = —2.3 10 x)- . 
r= ra eon J op eee entes 
1 Дх) = (x + 2)°%ет[—4,3] 12 f(x)=1- (x 2em [—5,5] 


Nos problemas 13 a 32 determine (a) os intervalos nos quais f é crescente ou 


decrescente, (b) os intervalos nos quais o gráfico de f possui a concavidade voltada para 
сіта ou para baixo, (c) todos os pontos onde ocorrem os extremos relativos de f, (d) os 
extremos absolutos de f e (e) os pontos de inflexão do gráfico def. Também, (f) esboce 


o gráfico de f. 


13 f(x) = 10+ Dx - 32 — 2x3 14 f(x) xà + 2x2 — 15x — 20 15 f(x)- x*- x42 
16 f(x)= E 17 f(x) = 4х5 — 20x* 18 f(x) = x? + 
3 244 
19 1-5 20 10-55 21 у(х) = (G +x}( -xF 
22 f(x)- (1 + x) + x) 23 f(x) 22 (v — 1920 24 f(x) (3 + x)(1- df 
NE i1 (=) 
O етта 
29 = 1yxrs 3 E ЖИК 
f(x) = (x 1x 0 f(x) Бет 
2 sty= PE 


x +4 


V9+x 


33 Mostre que o valor máximo da função f definida por 


л) 


тара] 


é Узе ocorreemx = 2. (Sugestão: Determine a derivada em cada um dos intervalos 


(— æ, 0), (0, 4) e (4, œ) 


34 Sejama, b ec constantes coma > 0. Encontre o valor mínimo absoluto da função f 


definida por fx) = ax? + bx + c. 
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6 Máximos e Mínimos — 
Aplicações à Geometria 


Nas duas seções seguintes aplicaremos os métodos da Seção 5 a proble- 
mas que têm na sua estrutura o valor máximo ou mínimo de algumas variáveis 
tais como área, volume, força. potência, tempo, lucro ou custo. A seção 
presente é dedicada a problemas geométricos, enquanto a próxima seção será 
dedicada a problemas que dizem respeito à física, engenharia, negócios e 
economia. 


6.1 Aplicações geométricas 
Antes de abordarmos alguns problemas típicos de máximo e mínimo 
ligados à geometria, estabeleçamos um formulário para referência. 
1 Area Plana 
(a) Quadrado: A = 


2,1 = comprimento do lado. 

(b) Retángulo: A = hw, | = comprimento, w = largura. 

(c) Círculo: А = mrš, r = raio. 

(d) Triángulo: A = Ya bh, b = comprimento da base, ñ = altura. 


+b ° 
(e) Trapézio: А = (Ea = altura, a = comprimento de uma 


base. b = comprimento da outra base. 
2 Perímetro 
(a) Quadrado: p = 4. 
(b) Retângul 
(c) Círculo; p 
3 Areas de Supeifícies 
(a) Caixa retangular fechada: S = Yw + Uh + 2wh, | = comprimento, 
w = largura, h = altura. 
(b) Cilindro circular reto (aberto na base e no topo): $ = 2 rh. r = 
raio. h = altura. 
(c) Esfera: $ = 4 ar”. r = raio, 
(d) Cone circular reto com base aberta: 5 = тл, h = altura, ғ = raio 
da base, | = comprimento da geratriz = y r? + Ai. 
4 Volume 
(a) Caixa retangular: V = lwh. 
(b) Cilindro circular reto: V = mh. 
(c) Esfera: V = Ya mr? 
(d) Cone circular reto: V = Ya rh. 


EXEMPLOS 1 Rodney tem 1.000 metros de grade com os quais ele pretende construir um 
cercado retangular para seu pequeno poodle francés. Quais as dimensóes do 
cercado retangular de área máxima? 


| SOLUÇÃO 

f A variável a ser maximizada é a área do cercado. Aqui, А = hw, onde! é o 

|| comprimento do cercado e w é sua largura (Fig. 1). (Este diagrama é tão 
„жоол simples que poderá parecer ridículo desenhá-lo. De qualquer modo faremos 
ү | — ele fixa idéias, destaca a notação e dá partida ao problema). Agora 
poderemos eliminar uma das duas variáveis / ou w da fórmula A , já que 
p =Y + 2w = 1000 m podemos encontrar uma relacào conveniente entre / e w. Mas existem 1000 

metros avaliados de grade, e o perímetro do cercado é dado porp = 2! + 2w, 
њ : daí teremos, 2/ + 2w = 1000. Resolvendo esta equação рага / (ou w). 

obteremos? = 500 — w, que substituímos na equação А = hv para obtermos 


A = (500 — 


w = 500w — w?. 


Assim teremos А = f(w), ondef(w) = 500w — w?. Visto que as dimensões 
w el do cercado não podem ser negativas, temos w = 0e! = 500 — w = 0: isto 
é, 0 = w = 500. Nosso problema é encontrar o valor w que dá o máximo de 
Fiw) = 500w — w? no intervalo fechado [0,500]. Aqui, f'(x) = 500 — 2w. logo w 
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= 250 dá o único ponto crítico no intervalo aberto (0, 500). Evidentemente, 

f(x) > 0paraw «250ef'(w) < 0 paraw > 250; logo, f é crescente em [0, 250)& 
decrescente em [250, 500]. Claramente, f atinge um valor máximo absoluts 
quando w = 250 metros e! = 500 — w = 500 — 250 = 250 metros. (Observe quts 
a área é maior quando 0 cercado tem a forma quadrada.) 


Quadrados iguais são cortados de cada canto de um pedaço retangular de 
papelão medindo 8 centímetros de largura por 15 centímetros de compr 
mento, e uma caixa sem tampa é construída virando os lados para cima (Fig. 
2). Determine o comprimento x dos lados dos quadrados que devem ser 
cortados para a produção de uma caixa de volume máximo. 


SOLUÇÃO 

Denota-se o volume da caixa sem tampa por V. Da Fig. 2, vemos que a alti 

Ча caixa é dex centímetros, a largura é 8 — 2x centímetros e Knie | 
— 2x centímetros. Desse modo, 


V = x(8 — 2x)(15 — 2x) = 4x? — 46x? + 120x. 
0<x<4. 
Scja f a funçáo definida por 
f(x) = 48 — 46x? + 120x, 


daí 


f'(x) = 12x? — 92x + 120 = (x — 6)(12x — 20). 


Fig. 2 15em 


As soluções de f'(x) = 0 são x = 5/a e x = 6: logo. f admite somente um 
ponto crítico, 5/3, no intervalo (0, 4). Como f ё contínua no intervalo fechada 
[0,4] e 5/1 é o único ponto crítico no intervalo aberto (0, 4), о máxima 
absoluto desejado para f é o maior dos valores (0) = 0. /(5/3) = 90, 74 e fls = 
0. Portanto, o volume máximo (aproximadamente 90, 74 centímetros cutw- 
cos) é obtido cortando quadrados cujos lados medem 5/3 centímetros. 


Uma lata cilíndrica de-estanho (sem tampa) tem volume de 5 centímetzas 
cúbicos. Determine suas dimensões se a quantidade de estanho para a fabs- 
cação da lata é mínima. 


SOLUÇÃO 
Sejah a altura da lata cilíndrica e r o raio da base circular (Fig. 3). Então. 5 
mh, ou h = 5/т г, A área da superfície lateral é 2 z rh e a área base é A 
logo, a área total da lata requisitada é dada por 


10 


S —2nrh + nr? 


tu  r>0. 


(s) +m = 
nr 


r 


Seja g a função definida por g(r) = (10/r) + тт? para r > 0, assim 


" 10 
g(r)= = + 2nr para r > 0. 
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Fazendo g'(r) = 0, obtemos 2 пт = 10/r?, our? = 10/(27) = 5/7. Ропато. r = 
x e éo dico valor crítico para g. Como 


g 

ge) «0 parao < r< у? e g(r)>0parar> з 2. 
RES 

segue-se que g é decrescente em (0, 3 577] e crescente em [X/Siz. =) 
Conseqüentemente, g atinge um valor mínimo absoluto (5 = g(% 5/7) = 
12, 85 cm?) quando г VS = 1, 17 стей = Ss r? = W 5Tm = 1,7 cm. 


4 Uma tenda cilíndrica sem fundo (Fig. 4) tem capacidade de 1.000 metros 
cúbicos. Determine as dimensões que minimizam a quantidade de lona 
empregada. 


SOLUÇÃO 
A área da superfície lateral do cone é dada por 


S= nrl= nr /r2 + hi, 


ms enquanto que o volume é dado por 1.000 = 1/3 rh. Da última equação, h = 


3.000/(zr*), logo, 
E 30001 ? 100? 
P. E] = [п + 3 3 
лг \ r 


A fim de minimizar S, é suficiente minimizar a quantidade sob o radical 
na última equação; logo, definimos a função g por 


3⁄ 2 
g(r) = i^r* + A r>0, 


e buscamos o valor mínimo absoluto de g. Nesse caso, 


2 
g'(r) = 4c? — 9 r>0. 


Fazemos g'(r) = 0, encontramos somente um valor crítico positivo, 
particularmente, 


0002 
r= ў 7 & 8,77 metros 
2x 


Visto que 


j 50002 , foo 
s <o parar < J e g(r)>0parar> ax 


g atinge um valor mínimo absoluto quando 


30002 00 
E 8,77 metros е h= 2000 z 1241 metros 
2 2 
2л nr 


= 


5 Encontre as dimensões de um cone circular de máximo volume V que pode 
ser inscrito numa esfera de raio a. 


SOLUÇÃO 
A Fig. 5 mostra a seção vertical cortada através do centro O da esfera. Nes: 
в caso, a altura desse cone é ñ = |АС| e o raio r da base circular do cone er 


[3B]. Também. o raio a da esfera é a = |OB| = OC]. Aplicando o teorema de 
Pitágoras ao triângulo OAB, temos 


104]? + |АВ| 


JOB); 
isto é, 
(= а)? + 2 


= (h — a? = 2ha — h2. 


Portanto o volume do cone é 


V = dar?h = Anh(2ha — h?) =4mah? —Anh?, | O < h <2a. 


Portanto, dV/dh = %3 mah — mh, e os pontos críticos obtidos ao s 
igualar dV/dh a zero sào h = 0 e h = за. Para h = 0, temos V = 0; paras = 
Alaa, temos V = 32/si ra, рагай = 2a, temos V = 0. Logo, o valor crítico à я 
4/34 fornece o volume máximo. Quandoh = 4/за, r? = 2ha — h? = Sfoa?, assim 


=%a y 2. 


6.2 Processo geral para resolugáo de problemas de máximo e mínima 

Apresentamos agora o processo que deve ser seguido passo a passo. si 
aplicação a problemas de máximo e mínimo — um processo que é a 
não só para problemas geométricos mas também para problemas físico 
econômicos da próxima seção. 


Processo para o trabalho aplicado à problemas de máximo e mínimas 
Passo | Dedique-se ao problema com toda a determinação! `` Ataque-o” 
você logo achará que o problema não é tão difícil quanto pareas 
Comece com a leitura do problema cuidadosamente (várias vezes s 
necessário). E tenho certeza de que você já entendeu qual a varias 
que está sendo maximizada ou minimizada | 
Passo 2 Associe um simbolo adequado à grandeza a ser maximizada a 
minimizada; para a finalidade desta discussão, chame-o de Q. De 
termine as grandezas restantes em variáveis em função de Q 
associe símbolos a essas variáveis. Se for possível, esboce 
diagrama e marque as várias pontes cam os símbolos correspondem 
tes. 
Passo 3 Expresse a quantidade Q cujo valor extremo é desejado em funcas 
das fórmulas em que figurem as variáveis das quais ela depende 1 


na fórmula figurarem outras variáveis, use as condições dadas 
enunciado do problema para achar relações entre essas varia 
que podem ser usadas para eliminar variáveis da fórmula. 

Passo 4 Agora temos Q = f(x). onde (para o propósito desta discussão 
denota a variável simples da qual O foi considerada dependente. 
a função determinada por esta dependência. Se houver restrições 
quantidade x imposta pela natureza física do problema ou por ou 
considerações práticas. explique estas restrições explicitame: 
Aplique os métodos da Seção 5 para determinar o extremo absol 
de f(x) desejado sujeito às restrições impostas a x. 


Na prática, a eliminação de todas as variáveis exceto uma, da qua 
depende no Passo 3, é frequentemente a parte mais astuciosa do proce: 
Algumas vezes isto não se pode executar totalmente porque nem todas 
relações entre essas variáveis são dadas pelo enunciado do problema. N 
caso, o processo dado acima falha, e um método mais sofisticado precisa 
usado, (Veja Seções 10 e 11 do Cap. 16) 

Depois de algumas experiências resolvendo problemas de máxime 
mínimo, desenvolve-se uma intuição que sugere um tratamento franco 
detalhes no Passo 4. Realmente, um freqücntemente simplificará “faca: 
primeira derivada igual a zero" para a solução, talvez "testando atraves 
segunda derivada" para saber quando a solução representa um máximo 
mínimo. Tal solução informal está ilustrada no exemplo dado a seg 
Certamente, soluções informais deveriam ser inspecionadas com cepticis 
visto que o extremo descjado (se existir) possa ocorrer nos pontos extremo 
о teste da segunda derivada (quando feito) somente indicar um max 
relativo ou mínimo relativo. O melhor conselho aqui é testar todos os 
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EXEMPLO Dé uma solução informal para o seguinte problema: De todos os retámguios 
com área 25 metros quadrados, encontre aquele com o menor penmetro г 


SoLUÇÃO 
Denotando o comprimento do retângulo / e sua largura por w. temos 
p = 2l + 2w e lw = 25; logo, 1 = 25/w e p = (50/w) + 2w. Portanto. dp d» 
— (50/w?) + 2. Tendodp/dw = 0eresolvendo paraw, obtemosw = = 5 Co 
mo — 5 é geometricamente absurdo, temos w = 5. Utilizando o teste da 
segunda derivada, concluímos que 


dp 100 100 
du? Ww 53 


portanto, w = 5 fornece o mínimo desejado. (O leitor está convidado а 
mostrar que o mesmo resultado é obtido usando métodos rigorosos.) 


Conjunto de Problemas 6 


1 Acheas dimensóes do retángulo de menor perímetro cuja área é de 100 centímetros 

quadrados. 

1 Encontre dois números reais positivos cuja soma é 20 e cujo produto é um máximo. 

3 Quais as dimensões de um retângulo de perímetro 48 cm que tem maior área? 

4 Divida 40 em duas partes de tal modo que a soma dos quadrados de cada parte seja 

minima. 

$ Uma área retangular é circundada por 1500 m de grade. Ache as dimensões do 

-etángulo de área máxima. 

$ Um campo retangular está adjacente a um rio e tem grade nos trés lados, o lado do 

по nào possui grade. Se 10.000 m de grade é disponível. encontre as dimensões do 

zampo com a maior área. 

Um fazendeiro deseja cercar um campo com uma grade e entào dividiu-o ao meio 

гог outra grade paralela a um lado. Quais são as dimensões da maior área que pode 

ser cercada com 1800 m de grade? 

$ Determine a maior área de um triángulo isósceles contendo um perímetro de 45 

centímetros. 

9 Se os três lados de um trapézio são cada um 10 centímetros, quanto deve valer o 
arto lado para que sua área seja máxima? 

Dina Caixa ti papelão com base quadrada e sem tampa é feita de 400 centímetros 
auadrados de papelão. Ache as dimensões da caixa de tal modo que seu volume seja 
maximo 

їйї Uma folha de papel dispõe de 18 centímetros quadrados para impressão de um 
jernal. As margens superior e inferior estão a 2 centímetros da extremidade corres- 
zendente do papel. Cada margem lateral deve ser de 1 centímetro. Quais as 
dimensões da folha de papel para que sua área total seja mínima? 

12 Determine o volume da maior caixa que pode ser feita com um pedaço de papelão 
le 8 centimetros quadrados através do corte de quadrados iguais nos cantos e 
«irando para cima os lados. 

19 Um retângulo está inscrito num triângulo com um lado coincidindo com a base do 

I triângulo. Se a base do triângulo é de 10 cm e sua altura é de 8 cm, determine a maior 

© area possível para o retângulo. 

|, | L marame de 24 centímetros de comprimento deve ser cortado em duas partes. Um 

a sireulo será formado a partir de um pedaço e um quadrado com o outro pedaço. 

Qual a quantidade de arame que deverá ser usada para construir o quadrado se a 

area total limitada pelo quadrado e o círculo é mínima? 

Uma tenda cônica possui 3000 metros cúbicos. Ache as dimensões se a quantidade 

“e lona é mínima (despreze a base). 

Determine as dimensões do cilindro de maior volume que pode ser inscrito numa 

fera de raio igual a 6 centímetros. 

Determine as dimensóes do cilindro de maior volume se sua área superficial é 32 

<entimetros quadrados. 

Determine as dimensões do cone circular de volume máximo tendo uma geratriz 

sue mede 3 centímetros. 

19 Encontre as dimensões de um cone circular de volume mínimo que pode ser 

reunscrito a uma esfera de raio 4 centímetros. 

38 Ache as dimensões do cilindro circular de volume máximo que pode ser inscrito. 
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EXEMPLO 


CALCULO 


Máximo e Mínimo — 
Aplicações à Física, 
Engenharia, Comércio e 
Economia 


7.1 Aplicações à física e engenharia 

Muitas leis da física sustentam — ou podem ser reformuladas 
sustentar — que os movimentos físicos ou transformações tomam lugar de 
modo que certas quantidades são maximizadas ou minimizadas. Por ex. 
plo, na ótica o princípio de Fermat afirma que a luz segue o caminho 
minimiza o tempo de percurso. O exemplo seguinte mostra como o princi 
de Fermat pode ser usado para resolver um problema da ótica. 


Na Fig. 1 um raio luminoso partindo do ponto (0, 1) no eixo y encontra 
espelho horizontal disposto ao longo do eixo x no ponto (x, 0) e é refleu 
para o ponto (4, 1). Use o princípio de Fermat para determinar o valor de 
(Assuma que a luz viaja com uma velocidade constante с). 


y 


Fig. 1 


SoLucáo 
A distáncia de (0, 1) a (x, 0) é dada por 


М(х = 0)? + (0 – 1? 2 x? 1, 


е a " š ¿Y I 
então o tempo necessário para o raio luminoso ir de (0,1) a (x,0) é 
Є 
Analogamente, о tempo necessário para о raio refletido ir de (x,0) a (4.1) 
dado por 


(4-x2+(1-02 /x2-8x+17 
c Е c N 
Portanto, o tempo total de percurso do ponto (0, 1) ao ponto (4, 1) é 


por 
TRA x! — 8x + 17). 
Logo, ar_ £ " x—4 
dx cx x1 с/х 8x + 17 
Igualando dT/dx a zero e resolvendo em x, obtemos 
x //x2— 8x + 17 = — (x — 4) /x7+ 1, 
xt? — 8x + 17) = (x — 4)2(x2 + 1), 


оа 224928. Д x 129458. Das dE 
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desse modo, &х = 16ex = 2. Portanto, 2 é o único ponto crítico para a função 
contínua expressando T em função dex. Claramente, 0 = x = 4. Quandox = 
0, T= (1{с)(1 + V T?) = 5. 12/с; quando x = 2, T = (II) (V 5 + V Š) 
4. A7lc;e quandox =4,T =(l/c)(V T7 + 1) = 5, 12/с. Portanto, T atinge seu 
valor mínimo absoluto quando x = 2. 

O exemplo seguinte é conceitualmente análogo ao anterior. mas diz 
respeito a uma situaçào física diferente. 


James mora numa ilha a 6 km da praia e sua namorada Jean mora a 4 km praia 
acima. James pode remar seu barco a 3 km por hora e pode andar a 5 km por 
hora na praia. Encontre o tempo mínimo gasto por James para alcançar a casa 
de Jean vindo de sua ilha. 


SOLUÇÃO 

Estabelece-se um sistema de coordenadas com a praia, reta; coincidindo com 
o eixo x e com a ilha de James no ponto (0, 6) no eixo y (Fig. 2). Então a casa 
de Jean está localizada no ponto (4, 0) ao сіхох. Suponha que James reme seu 
barco de sua ilha ao ponto (x, 0) na praia e entào caminhe a pé de (x, 0) até a 
casa de Jean. Raciocinando como no exemplo precedente, mas levando em 
conta as diferentes relacóes de tempo gasto para remar e andar, vemos que o 
tempo de percurso é dado por 


0600002, 8-7 00р, 


3 5 
isto é, 
1436 4-х 
— O<x<+4. 
35 “a ни 
Y 
10,6) 
casa de Jean 
x 
Fig. 2 


/(х) = para 0 < x < 4. 


N Precisamos encontrar o valor mínimo absoluto da funçào contínua f no 
intervalo fechado [0, 4]. Nesse caso, f'(x) = Yax(x? + 36) 2 — 1/5, Resol- 
vendo a equação f'(x) = 0 para pontos críticos, obtemos 
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Precisamos rejeitarx = — 9/2 porque ela é uma raiz estranha introdugs 
pela raiz quadrada e precisamos rejeitar x = 9/2 porque nào pertence: 
intervalo (0, 4). Desse modo, a função f nào possui pontos críticos й 
intervalo (0, 4). Enquanto f(0) = 2,8,/(4) = 2 VT3/3 = 2.4, então f assume 
valor mínimo quando x = 4. Desse modo, para o menor tempo de percum 
James precisaria remar direto para casa de Jean. Isto requer Ya /T3 =] 
horas. 

Alguns exemplos adicionais, mostrando como os problemas de 
e mínimo aparecem em conexão com situações físicas, são dados а sega 


O navio A está 65 km a leste do navio B e está viajando para o sul a 15 kag 
hora, enquanto o navio B está indo para o leste a uma velocidade de 10 kmg 
hora. Se os navios continuam seus cursos respectivos, determine а mem 
distáncia entre eles e quando isto irá ocorrer. 


SoLucáo 
3, P mostra a posicao original do navio A enquanto Q т: 


о original do navio B. Depois de z horas, B terá se movido 1 
enquanto que A terá se movido 15/ km. Pelo teorema de Pitágoras. a disti 
y entre A e B no tempo t é dada por 


(150)? + (65 — 101)? 
= |/325:2 — 13001 + 4225. 


Claramente, y é minima quando a expressào 


3251? — 13001 + 4225 = 325(1? — 4 + 13) 


y 


ma, isto é, quando a expressão г? — 4t + 13 é mínima. Sejaf a fumg 
definida por fir) — 4t + 13. Comof'(1) = 2t — 4, vemos n - 
único ponto crítico def. Nesse caso, f(t) < 0para0 <1 < 2e/'(r) > 0 paras 
2; logo, f é decrescente no intervalo [0, 2] e crescente no intervalo p 
Conseqüentemente, f atinge um valor mínimo absoluto quando f = 2 bog 
Portanto, a distância mínima entre os navios ocorre depois de 2 horas: 
terem passado e é dada por 


y- 43074 452 + 452 = 4/2925 = 5408 km. 


E 65 km E 
0,8 65 10r 


Fig. 3 A 


Desprezando a resistência do ar, o jato d'água de uma mangueira de inci w 
satisfaz à equação 


=mx— 16(1 + mf). 


onde т é a inclinação do bico, vé a velocidade do jato no bico, em metrosg 
segundo, e y é a altura em metros do jato a x metros do bico (Fig ! 
Considere que v seja uma constante positiva. Calcule (a) o valor de x pam 
qual a altura y do jato seja máxima para um valor fixo m, (b) o valor de m zs 
que o jato chegue ao chão a uma distância máxima do bico e (c) o valor ae 
рага o qual a água atingirá altura máxima num muro vertical a x metros 


y 


Le A 


== === 
Fig. 4 x 


SOLUÇÃO 
(a) Nesse caso, m e v são ambas constantes e procuramos o valor de x que 
faça y = mx — 16 (1 + m?) (x/v)? um máximo. Visto que 


dy 32(1 + т? Ф 32(1 + т? 
Emo ( 2 yA e == ( 3 ) 0, 
ах р dx v 
o valor crítico x mE dáaalt áxima desejada; logo, o valor 
valor crítico x = —— — x dá a altura máxima desejada; logo, 
32(1 + т?) ВЕРЕ 
m^? 


máximo de y é — — s 
ТЕТУ 
(b) Para qualquer valor dado de т, o jato toca o chào quando y = 0; isto é, 
quando mx = 16(1 + m?) (x[v)*, х > 0. Resolvendo para x, obtemos 
mv? 
ТЕТ 16(1 + m?) 


que o jato alcança sua altura máxima a meio caminho entre o bico e o 
ponto onde ele toca o chão — muito razoável.] Nosso problema aqui é 


[Comparando este resultado com o da parte (a),vemos 


mu 
achar o valor de m que maximize — Para fazer isto, considere 


16(1 + m?) 
Du kl = 0 e resolva para os valores críticos de m. Real- 
mente, 


т? _ »(1- 
"|16(1+т?)] 16(1- nm?) 


assim m = + | fornece os valores críticos. Rejeitamos m = — 1 por óbvia 
razão física. A solução m = 1 indicaria que, para atirar a água a uma 
distância máxima, o bico deve estar a um ângulo de 45º. Isto parece bem 
razoável; somente um cético convicto insistiria na complementação de 
uma verificação para certificar-se de que m = 1 dá um máximo absoluto. 


(c) Nesse caso, x e v são constantes e y depende do coeficiente angular 
variável т de acordo com y = mx — 16 (1 + m?) (x/u)?. Portanto, 
Фу хү 
= x-n( Jn e = ЗЕ) <0; 
= dm? p 
D É 16x? 


logo, o valor crítico т = —-— fornece valor máximo de у — — — 
32x 64 r 


7.2 Aplicações ao comércio e economia 

Em economia, o termo “marginal” é frequentemente usado como um 
sinónimo virtual para “derivada de". Por exemplo, se C é a função custo tal 
que C(x) é o custo da produção de x unidades de certa mercadoria, C'(x) é 
chamado de custo marginal da produção de x unidades e C' é chamada de 
funcão custo marginal. Desse modo o custo marginal é a taxa de variação do 
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rpm 


Em situações práticas, x, o número de unidades produzidas, é usua 
mente um número um tanto grande. Portanto, em comparação a x, o númem 
1 pode ser considerado muito pequeno, de modo que 


ct) = tim CEHA- CO)  CG 1) — с) 
3240 Ax 1 


=C(x+ 1) - Cid 


Por conseguinte, quando o número de unidade: 
marginal C'(x) pode ser observado com uma bo: 
1) — C(x) da produção de uma unidade a mais. 


с é um pouco grande, o custe 
aproximação do custo C(x = 


A Solar Brush Co. acha que o custo da produção total para manufaturação de 
x escovas de dentes é dado por C(x) = CrS (500 + 30 у x). Se 5000 escovas de 
dentes são manufaturadas, ache o custo exato da manufaturacáo de mais urm 
escova de dentes e compare isto com o custo marginal. 


SoLução 
O custo exato da fabricação de mais uma escova de dentes seria 


C(5001) — C(5000) = (500 + 30,/5001) — (500 + 30,/5000) 
= 30(,/5001 — 4/5000) = Cr$0,21212. 


Como C'(x) = 30/2 Vx) = 15/Vx, então C'(5000) = 15/1/3000 = 
Cr$0,21213. Desse modo, o erro cometido no uso do custo marginal рата 
estimar o verdadeiro custo da fabricação de mais uma escova de dentes ë 
menor que Cr$ 0,00002. 

Se R(x) denota o rendimento obtido quando x unidades de uma mercade» 
ria são demandadas, então o rendimento marginal R'(x) denota a taxa de 
variação do rendimento por variação da demanda. Novamente para grandes 
valores de x o rendimento marginal R'(x) é uma boa aproximação do rende 
mento adicional R(x + 1) — R(x) gerado por uma unidade adicional de 
demanda. 

Suponha que o rendimento total atinge um valor máximo quando д 
unidades são demandadas. Então o rendimento marginal R'(x) precisa sam 
zero. De acordo com a interpretação de rendimento marginal situada acima, 
isto significaria que quando o rendimento máximo fosse gerado por x unidas 
des de demanda, praticamente não seria gerado rendimento adicional pas 
mais uma unidade da demanda. 


O rendimento total para um certo tipo de relógio suíço é dado pela RE 


RID = 2000x ү 75 —x, 0= х = 75. onde x denota a demanda em milhares 
relógios e o rendimento total é dado em cruzeiros. Determine o rendime 
máximo. 


SOLUÇÃO 


O rendimento marginal é dado por 


1000x 


R'(x) 2 2000/75 — x — — 
15 — x 


Fazendo R'(x) igual a zero e resolvendo para valores críticos, obtemos 
50. Como R é contínua no intervalo fechado |0. 75] e como R(0) = 0. RiS 
500.000, R(75) = 0, vemos que x = 50 corresponde ao rendimento to 
máximo Cr$ 500.000,00. É interessante notar que o rendimento adicio 
gerado pela demanda para mais 1000 relógios (isto é, por mais uma unidade 
demanda) é —Cr$ 304,09. 

Seguem-se exemplos adicionais variados. 


Uma fabricação em série varia Cr$ 24,00 por série. O custo total da prod 
de x séries por semana é dado pela equação C(x) = 150 + 3,9x + 0. 


(а) Р(х) = Rx) - С(х) = [25x + 


EV cl 


(a) Ache o custo marginal quando x = 1000. 

(b) Quanto custará aproximadamente para fabricar a 1001 série? 

(c) Quanto custará exatamente ao fabricante para produzir a 1001 serie? 

(d) Determine o lucro total do fabricante, por semana, em função de x 

(e) Quantas séries deveriam ser fabricadas e vendidas por semana para o 
fabricante obter lucro máximo? Qual o lucro máximo? 


SoLUÇÃO 


(а) C'(x) = 3,9 + 0,006x; C'(1000) = Cr$9,90. 

(b) Cr$9,90. 

(c) C(1001) — C(1000) = 7059,903 — 7050,00 = Cr$9,903. 

(d) P = 24x — C(x) = 20,1x — 150 — 0,003x?. 

(e) dPldx = 20.1 — 0.006x, desse modox = 20,1/0,006 = 3350 séries é o valor 
crítico. Como dºP/dx? = —0,006 < 0, este valor crítico corresponde a um 


máximo. Logo, pela produção de 3350 séries por semana e vendendo-as, o 
fabricante terá um lucro máximo de Cr$ 33.517,50 por semana. 


Uma agência locadora de automóveis aluga carros a membros da União de 
Crédito dos Professores e dá um desconto a esses membros de 2 por cento 
para cada carro no excesso de 12. Para quantos carros alugados aos membros 
o recebimento da agência seria máximo? 


SoLuçÃo 
O recebimento total da agência é dado por 


R(s) = 12% seüxxzl12 
2 laex-[002(x— 12)ax — sex» 12, 


onde x é o nümero de carros alugados aos membros e Cr$a é a renda nào 
descontada por carro. Temos 


4 ¡a se0«x«12 
R'(x)= 3 
1,24а — 0,040х  sel2«x 


Portanto, a função А tem valores críticos em 12 e31. Visto que R'(x) > Ü para 
0 «x < 12etambém para 12 <x < 31. А é crescente em [0. 12]bem como em 
[12, 31]; logo. R é crescente em [0. 31], Mas R'(x) < 0 para x > 31. logo R é 
ente em [31. =). Dai. o valor crítico x = 31 fornece o máximo dese- 


Uma firma que fabrica saias para mulheres estima que o custo total C(x) em 
cruzeiros por fabricar x saias é dado pela equaçao 


=10043x += 
C(x) 30 


Numa semana o rendimento total R(x) em cruzeiros é dado pela equação 

R(x) = 25x + x*/250, onde x é o número de saias vendidas. 

(a) Considerando que o nümero x de saias vendidas numa semana seja o 
mesmo número de saias fabricadas, escreva uma equação para o lucro 
semanal P(x). 

(b) Calcule o lucro máximo semanal. 


SoLUÇÃO 


2 


ge 22.3 
) = (100 «3 +5) = 22x — zz х? — 100. 


x 
550. 750 


272 


(b) P'(x) = 22 — 4x. portanto х = 375 é о único valor crítico. Come 
Pa) = — 55 < 0, entào x = 375 assegura um lucro máximo de 
Cr$ 4025,00 por semana. 


Conjunto de Problemas 7 


1 Uma companhia de cabos de televisão possui sua antena mestre localizada no ponto 
A na margem reta de um rio com 1 km de largura e vai estender um cabo de A ao 
ponto P na margem oposta do rio e então seguir reto ao longo da margem à cidade Т, 
situada 3 km abaixo de А (Fig. 5). Custará Cr$ 5,00 por metro o cabo sob água e 
Cr$ 3,00 por metro o cabo ao longo da margem. Qual deve ser a distância de P a T de 
modo que minimize o custo do cabo? 

2 Se um resistor de R ohms está ligado a uma bateria de E volts cuja resistência 
interna ér ohms, a corrente de / ampères formará c gerará Р watts. Nesse caso. P é 


E £ 
dado pela equação P -PR,onde] = , |, Encontre a resistência R sea potência 
F 


gerada é máxima. 


Fig. 5 


3 Esgota-se o gás do trailer de um turista no parque. Ele está no ponto A, diretamente 
a | km do ponto D numa estrada pavimentada (Fig. 6). Ele pode alcançar a estação 
de gás no ponto С andando, através do bosque, uma linha reta de À até B a 3 km por 
horae depois prosseguir pela estrada pavimentada a5 km por hora. Sea distância de 
DaCéde4kmaolongo da estrada pavimentada, quanto deve distar B de D para que 
ele chegue na estação de gás no menor tempo? 


— 4km — 
2 ex 
B € 
ikm 
Fig. 6 A 


4 Se uma bola é atirada para cima (verticalmente) com uma vel lade de 36 metros 
por segundo, sua altura s depois de t segundos é dada pela equação s = 361 — 16r? 
Ache o tempo £ no qual a bola alcança o ponto mais alto. 

O navio A está viajando ao norte a uma velocidade de 20 km por hora, enquanto o 
ndo a oeste a 30 km por hora. No inicio, B estava a 50 Кт a leste de 
A. Se eles continuam suas respectivas rotas, qual a distáncia mínima entre os 
navios? 

A luz viaja com velocidade c no ar e com velocidade v na água (c v). A Fig. 7 
mostra o curso por onde o raio de luz caminha do ponto А no ar ao ponto В na 
superfície da água e então até o ponto W na água. Aqui, a (o ângulo de incidência) é 
9 ângulo entre АВ e a normal à superficie da água, enquanto В (o ângulo de refração) 
é o ângulo entre BW e esta normal. 

(а) Mostre que o tempo total gasto para a luz ir de A até W é 


in 


a 
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We. 7 


"m š gi Ë 
fb) Mostre que quando,x tem o valor que torna T mínimo, entào pas 


refração de Snell) senf c 


(Lei da 


7 Umabola é atirada de tal forma que o espaço percorrido em metros é expresso pory 
= тд — (m? + 1)x*/800, onde m é o coeficiente angular da trajetória na origem ex é a 
distância da origem até a projeção de sua posição instantânea no nível horizontal. 
Determine o valor de m para o qual a bola retorna ao nível horizontal a uma 
distância máxima da origem. 

8 Suponha que n células idénticas de níquel-cádmio estão dispostas em série paralelo 
para fornecer corrente ao motor de um carro experimental. O motor tem uma 
resistência de R ohms, enquanto que cada célula tem uma resistência interna de r 
ohms e uma força eletromotriz de E volts. Na disposição, x células estão conecta- 
das em série de modo que a bateria terá uma força eletromotriz líquida de xE volts e 
ama resistência interna de x'r/n ohms. A corrente cedida ao motor é dada por 

xE 


R + (rn) 
represente um número inteiro aqui, vocë pode tratá-lo como uma variável contí- 
ma.) 

9 Uma lâmpada L de vapor de sódio será colocada no topo de um poste de altura x 
metros para fornecer iluminação a um agitado cruzamento de tráfego T (Fig. 8). O 


pé P do poste precisa estar localizado a 30 metros de 7. Ser = [LT] é a distância da 
lámpada ao ponto 7 e a é o ángulo PTL, então a intensidade de iluminação 7 em T 


csenx 
Fa 


«Resolva para o valor de x que maximize a corrente 7. (Embora x 


será proporcional ao seno de ae inversamente proporcional ar?; assim,/ = 


onde c é uma constante. Ache o valor de x que maximiza /. | 
19 Um peso de4 toneladas está suspenso por dois cabos idênticos fixos nos pontos A e 
B (Fig. 9). A distância entre A e B é 36 metros, a distância perpendicular do peso à 


linha AB é x metros e o cabo pesa 3 kgf por m. A tensão resultante no cabo é dada 
por 


r 


4000,/324 + x? 
o TEA aires 


Fe? 


Ache o valor de x que minimiza a tensão. _ d 

m A Пехӣо de uma barra de 40 metros de comprimento apoiada nas extremidades e 
zarregada no ponto a 30 metros da extremidade esquerda é expressa pela equação 

_Р 
3EI 
metros da extremidade esquerda, e 0 < x < 30. Ache a flexão máxima. 

IE O custo total C da fabricação de x brinquedos é dado por C = 800 + 20x + 8000/x. 
Encontre o nível de produção x onde o custo total seja mínimo. ` 

тз O custo total C da produção de certa encomenda é dado pela equação C 
сайх + 4i, onde x é o número de unidades produzidas. à 

3) Encontre o custo marginal quando 40 unidades são produzidas. 


чїй a 3 PS Оа eg Ap meg 


3 
x UNS 
(zx ES X) onde P, E е I são constantes, x é a distância em 


9000 — 


— SAA AD: 


14 Se Curi e o custo da fabricação de x unidades de uma mercadoria, С(х)/х é o custo 
avaliado por unidade de produto de x unidades. Frequentemente acontece que o 
susto avaliado por unidade decresce à medida que o número de produtos fabricados 
aumenta. Mostre que, quando isto ocorre, o custo marginal é sempre menor que o 
susto avaliado por unidade. 

15 Um fabricante produz x toneladas de uma nova liga metálica. O lucro Р em 
cruzeiros obtido pela produção é expresso pela equação P = 12.000 — 3042. 
Quantas toneladas devem ser produzidas para maximizar o lucro total? 

16 O rendimento total R da venda de certo tipo de cinto de couro é dado por R = 6x — & 
\ T, onde x é a demanda do cinto de couro e R é dado em cruzeiros. Ache o 
rendimento total máximo. 

17 Um fabricante de enfeites para árvores de Natal sabe que o custo total C em 
cruzeiros para fazer x milhares de enfeites de certo tipo é dado por C = 600 + 60x e 
que a venda corresponde a um rendimento R em cruzeiros dado por R = 300x — 4x?. 
Ache o número de enfeites (em milhares) que maximizarão o lucro do fabricante. 

18 Uma companhia de televisão planeja operar numa cidade pequena. Prevê-se que 
aproximadamente 600 pessoas subscreverão o serviço se o preço por assinante for 

Cr$ 5,00 por més. A experiência mostra que para cada 5 centavos que aumente o 

preço da subscrição individual por mês, 4 das 600 pessoas originais decidirão não se 

subscrever. O custo à companhia, por mês de subscrição, está estimado em ser 

Cr$ 3,50. (a) Qual o preço por mês por subscrição que trará o maior rendimento 

para à companhia? (b) Que preço trará o maior lucro para a companhia? : 

m departamento de matemática observou que uma secretária trabalhará aproxi- 
madamente 30 horas por semana. Entretanto, se outras secretárias forem emprega- 
das, o resultado de sua conversa é uma reduçào no número efetivo de horas por 
semana por secretária através de 30(x — 1)*/33 horas, onde x é o número total de 
secretárias empregadas. Quantas secretárias devem ser empregadas para produzir 

o máximo de trabalho? 

20 Em medicina é fregúentemente aceito que areação R a uma dosex de uma droga é 
dada pela equação da forma R = Ax4B — x), onde A e B são certas constantes 
positivas. A sensibilidade de alguém a uma dose x é definida pela derivada dR/dx da 
reação com a respectiva dose. (a) Para que valor de x a reação é máxima? (b) Para 
que valor de x a sensibilidade dR/dx é máxima? 

21 Uma centena de animais pertencendo a uma espécie em perigo estão colocados 
numa reserva de proteção. Depois de z anos a população p desses animais na 


{®+ 5+ 25 
é dad, = 1002 
reserva é dada por p = 10055 


19 


Após quantos anos a população é 
máxima? 


8 Funcóes Implícitas e 


Diferenciação Implícita 


Para uma equação tal como y = 3x? — 4х + 12 que já está resolvida para y em 
função de x, diz-se que y está citado explicitamente como uma função de z. 
Por outro lado, uma equação tal comoxy + | = 2х — y, que pode ser resolviam 
para y em termos de x mas não está resolvida para y como ela se apresenta ё 
dita dar y implicitamente como uma função de x. (Na Seção 8.2 é dada um 
definição mais precisa de função implícita). Na seção presente introduzimas 
uma técnica denominada diferenciação implícita que nos ajuda a calcular a 
derivada dy/dx para uma função dada implicitamente sem incômodo рала 
resolver explicitamente para y em termos de x. 


8.1 Diferenciação implícita 

A equação 2x + Зу = 1 pode ser resolvida em função de x obtendo y = ^s 
— Yax, о que acarreta dy/dx = — 2/8. O mesmo resultado pode ser obtida 
diretamente da equação original 2х + Зу = | simplesmente pela diferenciaçãe 
de ambos os lados termo a termo, obtendo então 2 + 3(dv/dx) = 0 с. em 
seguida, determinando dy/dx = — ?/a. A última técnica é denominada diferem 


JE MM NEL LEM sd As e асбу 
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Processo para diferenciação implícita 

Dada uma equação na qual se estabelece y implicitamente como uma 
função diferenciável de x, calcula-se dv/dx do seguinte mod 
Passo | Diferencie ambos os membros da equação em relação a x. isto e 

aplique o operador d/dx aos dois membros da equação termo a 
termo. Ao fazê-lo, tenha em mente que y é encarado como uma 
função dex e usc a regra da cadeia quando necessário para diferen- 
ciar as expressões nas quais figure y. 

Passo 2 O resultado do Passo | será uma equação onde figure não somente x 
ey. mas também dy/dx. Resolva tal equação para obter a derivada 
dyldx desejada. 

Quando o processo para a diferenciação implícita é executado, o resul- 
tado é frequentemente uma equação que fornece dv/dx em função de x e v. 
Neste caso, a fim de calcular o valor numérico de dyldx, é necessário 
conhecer não somente o valor numérico de x, mas o valor numérico de y. 

O processo para diferenciação implícita pode apenas ser usado legiti- 
mamente se é conhecida a equação em questão que realmente determine y 
implicitamente como uma função diferenciável de x. Entretanto, no que se 
segue aplicamos como rotina o procedimento e simplesmente consideramos 
que esta exigência está cumprida. 


EXEMPLOS Use a diferenciação implícita para resolver cada problema, 
1 Se x? — 3x55 + 4y? = бх + 1, ache dy/dx. 


SOLUCAO 
As derivadas em relação ax dos termos individuais na equação são dadas por 


d зү 2 
da 00-3. 


d 2,4 2 d 
25. 3x2) É 
dx зи ах 


d 
=з? la 2] + 3(2x)y*, 


d 
dx 
4 
E (6x)=6, e 
d 
S iz, 
509 
Portanto, diferenciando termo a termo ambos os membros da equação. 
temos: 
7m j 
ey 1032076 
dx dx 
ou 
E 234 2 4 
(12x25? — 12y2)— = 3x? — 6xy* — 6; 
dx is 
logo, 


dy 32 — 6ху+ —-6 _ х?—2ху*—2 
dx 12х23 — 1202 7 av GI. 


2 Determine as equacóes da tangente e normal ao gráfico da funçào implicita 
SS Oee NS b ecrire A AA RA iK 


ALUCULO. 


SoLução 
Diferenciando a equação y!? + у! + у! = 7xy, termo a termo, em relação 
x, obtemos 


iyi a + 4у723 2 + y e =7у+7х 2. 
logo, 
dy A 7y 
de A Re 
Portanto, quando x = 3⁄7 e y = 1, temos 
dy 7 84 


зз O coeficiente angular da reta tangente em (3, 1) é— 55 е o da normal é 
34, € as equações correspondentes são 


reta tangente: y—1— (х 2-3) ou у= -S5x + 39, 
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reta normal: у – 1 = 2(х – ou у= 3х + là. 


Se x° — 2y? = 4, mostre que D,y = x/2y e que D'y = -Iy*. 


SOLUÇÃO 

Diferenciando os dois membros de x? — 2y? = 4 em relação a x, temos №: 
4yD.y = 0; logo, Оу = 2x/(4y) = x/(2y) como desejado. Diferenciando 1 
dois lados da última equação e usando a regra do quociente, obtemos 


2yD,x — xD,(2y) 2y—2xD,y _ y — xD, y 


2y= 
һу [I 4y? 2y? 


Substituindo D,y = x/(2y) na última equação e simplificando, temos 


Finalmente, como xš — 2y? = 4, podemos escrever a última equagi 
como 


Dada a equagáox? + xy + y? = 2, considere x como uma função diferencias 
de y e determine dx/dy. 


SOLUÇÃO | 


Aplicando o operador d/dy aos dois membros de x? + xy + у%=2, obtemas 
dx dx 
3x? + x + y+3y2=0. 
dy dy у + зу 


Explicitando dx/dy nessa última equação, temos: 


dx _ —x — 3y? 


DEFINIÇÃO 1 


RE ЖАНЕ SES АЕНДА. у 


8.2 Observacóes acerca de funcóes implícitas А 

O conceito de função implícita ё dado precisamente pela seguinte defini- 
ção: 
Função implícita 

Uma função continua f; definida pelo menos num intervalo aberto, é dita 
ser implícita numa equação onde figurem as variáveis x e y contanto que. 


quando y é substituído por f(x) nesta equação, a equação resultante seja 
verdadeira para todos valores de x no domínio de f. 


Se possível, determine as funções implícitas nas equações dadas através da 
resolução de y em função de x. 


T+x=y?-—3y 

SOLUÇÃO 

Temos y? — 3y — (7 + x) = 0. Utilizando a fórmula para a equação do 2.ºgrau, 
3+ 37 š 

obtemos y = + +37, A última equação nào nos dá y como uma 


2 
função explícita de x devido ao duplo sinal +. Entretanto, a função f definida 


osi: + 4x + 37 


está implícita na equação, bem como é a função h 


= 37 
definida por h(x) = i-am га ^ 


х®+у?+1=0 


SOLUÇÃO 

Esta equação não possui solução (real). logo não se pode definir y como 

função implícita de x. 

2y-3 
2» -1-x 

4у+7 


SOLUÇÃO 
Eliminando o denominador. temos 


2у—3 = (4y 71 — x) = 4y — Axy + 7 — 7x. 


Logo, 
7x — 10 
2y — 4xy = 7x — 10 ntão y 27 ——. 
MOIS EE а 
7х— 2y- 
Desse modo, a função f(x) = = a está implícita na equação ES - 
1—х. 
5 
ж RUN 
x= 20+ 69 
SOLUÇÃO 
Precisamos resolver a equação explicitamente para y em função de x, se 
E 13 
possível. Define-se a função g pela equação g(y) = A + 602" Como 


13 ¿ E " д 
vt + 200 y? é positiva para y + 0. g é crescente no intervalo 


equação dada. Nesse caso, porém, se bem que f seja uma função perferae 
mente definida cujo gráfico aparece na Figura 1, não é possível encontrar ums 
fórmula algébrica elegante para f(x). 

Como nos exemplos acima mostrados, dada uma equação na qual figs 
rem x e y, qualquer uma das situações abaixo pode ocorrer: 

1 Existem duas ou mais funções implícitas na equação (Exemplo 1: 

2 Não existe qualquer função implícita na equação (Exemplo 2). 

3 Existe apenas uma função implícita na equação (Exemplos 3 e 4 

Ademais, mesmo que exista uma função f implícita na equação. po 
(Exemplo 3) ou não (Exemplo 4) ser possível encontrar uma fórmula el 
para f(x). Existe um teorema importante do cálculo avançado, denominados 
teorema da função implícita, que estabelece as condições que garantem 
existência e diferenciabilidade das funções implícitas. Em linhas gerais. 
teorema assegura que se os passos no processo para diferenciação implic 
dados na Seção 8.1 podem ser executados, uma função implícita realme 
existe e é diferenciável. 


Conjunto de Problemas 8 


Nos problemas 1 a 20, ache dy/dx com o emprego da diferenciação implícita. 


9x? + 4y? = 36 


ES 


xy! + хх + y -5 
7 хз уйз 1 


10 x+ /y=9 


13 x/l+y+y/l+x=4 


16 хт + уйн = 1 


19 Pr fics 
x 3 


2 4xy + 3x2y = 2 3 ?у—ху?+х®%=7 


5 x2-— Зху+у?=3 6 ху? + 


8 x- xy- y-0 
П ху/у + уу/х = 16 
14 Уху+3у=5,Ух 


х#у+\/ху=5 


(4x — 1)? 


s чый 8 
y x 


2 y de ym ts 


Nos problemas 21 a 24, determine as equações das retas normal e tangente ao 


gráfico da função implícita determinada pelas seguintes equações no ponto dado. 
21 x? + xy + 2y! = 28 em (2.3). 
23 2x + /3y = 5 em (2,3). 


22 x — 3xy2 + y! = Lem (2, — 1). 
24 x! - 2,/ху– 


25 Suponha que x e y satisfaçam a equação x? + y? 


dy 
ta) Mostre que — 
dx 


2 


t» Diferencie ambos os lados da equação na parte (a) e conclua que d - 
x 


Фу 4 
© Use (a) e (b) para mostrar que ^; = я 
X 


Nos problemas 26 a 28, utilize o método do problema 25 para determinar d*y/dx* 
em função de x e/ou y. 


27 gay -16 


Nos problemas 29 a 32. considere x como uma função de v e determine dx/dy por 
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30 xy = х? + y? 


32 Jxyexy-5 


Nos problemas 33 a 42, ache todas as funçóes implícitas em cada equacáo resol- 
fundo a equação para y em função de x. 


Bu-4-6 34 5x* —ay- 35 xy e yox 
2-1 
ne 38 à xy = у? 
ac TE е 
40 учу? +4) 
Р ху 
Pa + 3у = 3(х +1 LT 
а y y = 3(x + 1) 42 $ ii 2 
> Mostre que a função f definida pela equação f(x) = Y VIS — х? está implícita па 
x d 
equação + 5 = 1. O que isso implica na relação entre o gráfico def e o gráfico 
E a 
da equação jc + 5 =17 (Ográfico de uma equação é o conjunto de todos os 


montos no plano ху cujas coordenadas satisfazem a equação.) 
Mostre que a função £ definida pela equação g(x) = — Ya VT6 — x" está implícita na 
2 


a 
equação ¿+ 5 = 1,0 queistoimplica na relação entre o gráfico deg e o gráfico 


a dê 
da equação Tç + 5 = 1? Como está o gráfico de g relacionado com o gráfico da 


fancáo do problema 43? 
Ambas as funçóes e g definidas por ftx) = 3⁄4 V/T6 = X! e g(x) = — Y VIETE 
estão implícitas na equação X^ | ^. | 
TME] 
fa) Calcule f(x) diretamente de fix) = 3⁄4 VT6 — x. 
^e) Calcule g'(x) diretamente de g(x) = — Ya VT6 = x7. 
х2 y 
©) Calcule dyldx da equação + 5 = 1 pela diferenciagáo implícita. 
*d) Mostre que a resposta do item (c) é compatível com a resposta do item (a). 
se) Mostre que a resposta do item (c) também é compatível com a resposta do item 
(b). 
Interprete as respostas dos itens (a), (b) e (c) do problema 45 em função dos 
coeficientes angulares das retas tangentes ao gráfico da função f, da função g e da 


equação — +2 = 1, respectivamente. Desse modo, explique a compatibilidade 
encontrada nas respostas dos itens (d) e (e) do problema 45. 


Determine o coeficiente angular da tangente ao gráfico da função implícita determi- 
2 


nada pela equação MM UB 1 no ponto (6, —2). 
30 20 died 


ҳа) Pela diferenciação implícita. 

«br Resolvendo a equação dada para obter y expli 
então achando o valor de f(x) quando x = 6. 

O volume de um cilindro é dado por V = mr?h, onde r é o raio da base e h é a altura. 

Se r varia enquanto V permanece constante, h variará consequentemente. Use 

diferenciação implícita para calcular D,h. 

A area da superfície de um cone circular é dada por S = ar yP” + HT, onde r é o raio 

da base eh é a altura. Зей está variando enquanto 5 mantém-se constante, г variará 

=onsequentemente. Utilize a diferenciação implícita para calcular dridh. 

Ache o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico da equação x = 5y? — 4yº no 

ponto (1, 1). 

tay Por diferenciação implícita. 

Br NX d Ri 


¡tamente como uma funcáof dex, 


EXEMPLOS 1 


Taxas Relacionadas 


Sejam x с y quantidades variáveis relacionadas de modo a satisfazer 
uma certa equação — por exemplo, х? + y? = 1. Suponha que estas quanti; 
des dependem do tempo t (transcorrido a partir de algum instante inic 
fixado) de acordo comas equações x —f(t) ey =g(t). Nesta seção comume 
consideramos as variáveis como funções diferenciáveis do tempo; logo, dx 
=f(t) e dvldt = g'(t) estabelecem a taxa de variação instantánea de x e y 
unidade de tempo. 

Sex e y estão relacionados de acordo com a equação x? + y? = 1, е 
sustenta a razão pela qual suas taxas de variação dx/dt e dy/dt seriam tam! 
relacionadas de alguma forma definida. Para achar esta relação, procede: 
do mesmo modo que na diferenciação implícita, mas desta vez diferencia: 


d 
ambos os membros da equação x* + y? = 1 em relação a resmiy (1)= 


€ como (pela regra da cadeia) 1 (xP = 25 = e 2 (у?) = 2у a 


ad 


& 


renciação de 
x? +y =l 


nos dois membros nos permite escrever 


dx dy 
2 == 
X dii +2y a 0, logox 


dx dy 


dp m 


A última equação estabelece a relação entre a taxa de variação dx/d: 
dyldt quando x? + y? = 

Os exemplos seguintes mostram como esta técnica para determinar 
relação entre taxas de © aplica-se a problemas em áreas tais co: 
geometria, engenharia, física, negócios e economia. Certamente, se mais 
duas variáveis figuram no problema, o método é o mesmo — diferenciamos 
equações que relacionam as variáveis, em ambos os termos, em relação æ 
tempo. 


Se a área de um círculo é crescente a uma taxa constante de 4 cm?/s, a que 
taxa está crescendo o raio no instante em que o raio é de 5 cm? 


SoLUÇÃO 

Sejar o raio do círculo em cm, А a área do círculo em cm*, et o tempo em seg- 
A equação que relaciona A com r é А = mr?. Considerando a derivada de 
ambos os membros da equação em relação a г, temos 


dA d, 5 ka À dr 
— EA ; to é,  — om 
d d (nr?); isto é, de 2лғ d 
É dado do problema que dA/dt = 4 cm?/s, logo 
dr dr 2 
4- = == $ 
2nr m É x cm/s 
dr 


= cm/s = 0,13 cm/s. 


Assim, quando r = 5 cm,— = 
A dt 5n 


A área А de um retângulo é decrescente a uma taxa constante de 9 centime- 
tros quadrados por segundo. Num instante qualquer, o comprimento / am 
retângulo é decrescente duas vezes mais rápido que a larguraw. Num сеге 
instante está a 1 centímetro por centímetro quadrado. Neste instante, quam 


i 
i 
| 
| 
) 
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SoLucAo 
Nesse caso, A = Iw, portanto DA =1(Dpw) + (Dd)w. Além disso. e dado que 
Di = 2", logo 


D,A = (D,w) + QD,w)w = (1+ 2w)D,w ou D,w = E. 3 

Como DA = — 9 centímetros quadrados por segundo (a causa do sinal 
negativo é o decréscimo da área). D, w = — 1 i» . Noinstanteem que! =w 
= 1, Dw = — 93 = — 3 centímetros por segundo. 


Duas rodovias interceptam-se perpendicularmente (Fig. 1). O carro A numa 
rodovia está a Ya km da interseção e se move a uma razão de 96 km/h, 
enquanto o carro B na outra rodovia está a 1 km da interseção e caminha para 
ela a uma razão de 120 km/h. A que razão está variando a distância entre os 
dois carros neste instante? 


SOLUÇÃO 

Da Figura 1 
X = а distáncia em km do carro B à origem O em t horas 
y distáncia em km do carro À à origem O em t horas e 
2 = a distância em km entre os dois carros em t horas 


› 
As. = 
ы 
ee 
>. 
-—— B 


[7 


Fig. 1 


Pelo teorema de Pitágoras, temos г? = x? + y?. Diferenciando os dois 
membros desta equação em relação a z, obtemos 


22D, 2xD,x + 2yD, y, 
e entáo 
_ XD,x + yD, y 
No instante em que x = = Ya, Dx = — 120 e Dy = — 96, temos 


1(— 120) + 3(—96) 
= =— — — A — 150,26 km/h. 
PFO * 


Diz 


Um homem com 1,80 m de altura está a 12 m da base de um poste de luz com 
20 m de altura e caminha em direção ao poste a uma velocidade de 4,0 metros 
por segundo. Com que a taxa o comprimento de sua sombra está variando? 
(Fig. 2). 


Fig. 3 


SoLucáo 


y = a distância em metros do homem ao poste em t segundos e 
= o comprimento em metros da sombra do homem em г segunoos 


1,80 


Fig. 2, o triângulo ACE é semelhante ao triângulo BCD; la 
=, assim 20x = 1,80y + 1,80x, ou 18,2x = 1,80y. mE 
x 


ytx 


dx dy М ; As 
162% = 1,8 É então, quando Y =4, E 18 dy_ 1 40 ga 
"Su C asus S sU U d p i em 


centímetros cúbicos por segundo. O funil possui um raio de 2 centímetro 
altura de 8 centímetros (Fig. 3). Quào rápido abaixará o nível da água que 
escoa quando ela estiver a 3 centímetros do topo? 


A água está escoando para fora de um funil cônico a uma vazão = 


SoLucáo 
Sejam 
t= otempo, em segundos, que se tem gasto desde que a água começ ou 
escoar do funil e 
V = o volume. em centímetros cúbicos, de água no funil em z segundos. 


Na Fig. 3, sejam h = |AE| e r = |EB|. Precisamos encontrar dh/dr 
instante em que |DE| = 3, isto é, quandoh = 8 — |DE| = 5. Como os triángul 
ADC c AED são semelhantes, 

AD| |DC РЕ _ IPA 
| ¡DEl de modo que r = |EB| = |рС| 


ы 


[AE] |EB|' 


A qualquer instante t, o volume V de água no funil pode ser express 
como o volume de um cone (Fig. 3), logo, 


Diferenciando os dois membros da última equação em relação aa 
obtemos 


dV Зя adh ао modo que P — 16 dv 
Ж y а rer n 


Considerando que V decresce a uma razão de 3 centímetros cúbicos pas 
segundo, segue-se que dV/dt = — 3. Portanto. quando h = 5, 


48 


dh 
A: 257 


di = —0,61 centimetros por segundo 


A pressão P e o volume V de uma amostra de gás que sofre uma expansa 
adiabática estão relacionados pela equação РУ!" = C, onde C é uma c 
tante. Num determinado instante, o volume da tal amostra é 4 centíme 
cúbicos, a pressão é 4000 kg por centímetro quadrado e o volume e: 
crescendo a uma taxa constante de 2 centímetros cúbicos por segundo. A 
razão a pressão está variando neste instante? 


SOLUÇÃO 
Diferenciando os dois lados da equação РУ' = C em relação a t, obte: 


d 


Prisa dP ТАРА 


P(1,4)y9 * 0. de modo que — 
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Quando V — 4, P — 4000 e dV/dt — 2, temos 


dP 1,4(4000) 
— = ——0——— (2) = — 2800 kgf/s.cm? 

dt 4 e i 

O esforco de um trabalhador solicitado por uma. indüstria pz ra fabricar x 
unidades de um certo produto é dado pela equação y = Ya үт. Determine a 
taxa instantânea à qual o esforço do trabalhador seria crescente se. no 


momento, existe uma demanda de 40.000 unidades do produto, mas a de- 
manda é crescente a uma razão de 10.000 unidades por ano. 


SoLução 


dy 1 dx 1 
— = ——= (10.000 
q/x dt 4,/40.000 ( ) 


Conjunto de Problemas 9 


B Se 3 area de um círculo decresce à razão constante de 3 centímetros quadrados por 
segundo, a que razão o raio r estará decrescendo no instante em que r = 2 cm? 

E Loma placa circular de metal expande-se quando aquecida, de modo que seu raio 
&esce a uma razão constante de 0,02 centímetros por segundo. А que razão a área 
4e superfície (de um lado) estará crescendo quando o raio for 4 centímetros? 

3 L ma moeda é esfriada de modo que o seu raio decresce a uma razão constante de 
1.03 centímetros por segundo. А que razão sua superfície total (as duas faces. 
sesprezando a área lateral) estará decrescendo quando o raio for 1.02 centímetro? 

4 © comprimento de cada lado de um quadrado está aumentando a uma taxa de 2 
=entimetros por segundo. Ache a taxa de crescimento da área e do perímetro do 
au3drado no instante em que seu lado possuir 3 centímetros de comprimento. 

$ Cada lado de uma caixa está decrescendo a uma razão de 10 centímetros por 
muto. (а) Qual a taxa de variação do volume da caixa no instante em que o 
zsmprimento de seu lado é 20 centímetros? (b) A que velocidade sua área total (as 
ses faces) estará decrescendo no instante em que seu lado medir 20 centimetros? 

Ah Mostre que se cada lado de um cubo está crescendo a uma taxa de 0,1 centímetro 
= segundo, então, no instante em que o comprimento do lado do cubo é 10 
centimetros, o volume estará aumentando a uma razão de 30 centímetros cúbicos 
xv segundo. Isto significa que durante o próximo segundo exatamente 30 centíme- 
тз cúbicos serão adicionados ao volume? Justifique. 

T às horas da tarde, um navio cuja velocidade é de 20 km por hora rumo norte está 4 
ат a veste de um farol. No mesmo instante, uma lancha motor está procedendo do 
sa| de um ponto a 4 km a leste do farol a uma velocidade de 10 km por hora. 
Determine a taxa de variação da distância entre o navio e a lancha a 3:30 horas da 
urde. 

Ak 3: 13 horas. o navio A está а 100 km ao norte do navio B. O navio A está navegando 
zimo av sul a 20 km por hora, enquanto o navio B está navegando rumo ao leste a 15 

| por hora. Qual a velocidade de afastamento entre os dois navios às 19 hor: 

9 L m homem comaltura de 1,8 metros está a 6 metros da base de um poste de luz com 

+ metros de altura. O homem está caminhando em direção ao poste a uma veloci- 

£xie constante de 2 metros por segundo. (а) A que razão sua sombra está se 

ngando? (b) A que taxa a extremidade de sua sombra se moverá? 

WR : ma mulher de 1,80 metros de altura caminha em direção a um muroa uma razão de 

metros por segundo. Diretamente atrás dela e a 40 metros do muro está um 

/— cfetor3 metros acima do nível do solo. Quão rápido o comprimento da sombra da 

| mulher estará variando no muro quando ela estiver а meto caminho entre o refletor e 

3 muro? A sombra estará esticando-se ou encurtando-se? 

lE —a escada de mão de 4 metros de comprimento está inclinada contra uma parede 

| al de uma casa. Se a base da escada for puxada horizontalmente a uma taxa de 

| 37 metros por segundo, a que velocidade estará o topo da escada escorregando na 
sucede no instante em que ela está a 2 metros do solo? 


E = 12,5 trabalhadores por ano 
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puxando a corda a uma taxa de 72 metros por minuto. A mão do homem (segurando 
a согда! esta 5 metros acima do nível da proa do barco (onde a corda está presa). 
Quse rapido o barco estará movendo-se em direção ao dique no instante em que 13 
ти Че corda estiverem fora? 

Uma bola de neve está derretendo de modo que seu volume está decrescendo a uma 
razão de 0.17 metros cúbicos por minuto. Ache a razão segundo a qual seu raio está 
decrescendo no instante em que o volume da bola é 0,4 metros cúbicos. 

Num jogo de beisebol (que é jogado num campo de forma quadrada com 90 metros 
em cada lado) entre os Brewers e os Cubs, Joc (que está jogando para os Brewers) 
golpeia a bola e corre em direção à primeira base à razão de 20 metros por segundo. 
Assim que Joe arranca para a primeira base, seu companheiro de equipe. Tony. que 
estava a 10 metros da segunda base, começa a correr em direção à terceira base à 
mesma razão de velocidade. Quão rápido estará a distância entre Joe e Tony 
variando no instante em que Tony alcançar a terceira base? 

A area A de um triângulo está crescendo à razão de 0,5 metros quadrados por 
minuto, enquanto o comprimento x de sua base está decrescendo a uma razão de 
0.25 metros por minuto. Quão rápido estará a altura y do triângulo variando no 
instante em que x = 2 metros e A = l metro quadrado? 

O volume de uma bolha de sabão está aumentando a uma razão de 10 cm*/s. А 
que velocidade sua área superficial estará crescendo quando seu raio for 6 em? 

U m reservatório circular de raio R, contendo um líquido a altura e volume V = Ys 
mh*(3R — h) unidades cúbicas (Fig. 4). Um reservatório esférico de gasolina tem um 
raiode = 20 metros. A gasolina é bombeada para fora deste tanque a uma razão de 
200 galões por minuto. (Um galão é aproximadamente 0,134 metros cúbicos.) A que 
razão o nível da gasolina no reservatório estará descendo no instante em que h = 5 
metros? 

A água está sendo bombeada a uma razão de 1,5 metros cúbicos por minuto dentro 
de uma piscina com 20 metros de comprimento por 10 metros de largura. A 
profundidade da piscina decresce uniformemente a partir dos 7 metros de uma 
extremidade a 1 metro da outra extremidade. Com que rapidez o nível da superfi 
da água estará baixando no instante em que sua profundidade no extremo mais 
fundo for 6 metros? 

Uma calha horizontal possui 20 metros de comprimento e tem uma seção transver- 
sal triangular isósceles de 8 centímetros de base no topo e 10 centímetros de 
profundidade (altura referida à base na parte superior). Devido a uma pesada 
tempestade, a água em seu interior está se elevando a uma razão de 1⁄2 centímetro 
por minuto no instante que está a 5 centímetros de profundidade. Quão rápido o 
volume de água em seu interior estará crescendo neste instante? 

Água é armazenada em um reservatório cônico de base circular estando esta 
voltada para cima e aberta. O raio da base é 20 metros e a profundidade do 
reservatório do topo ao vértice é 5 metros. A água no reservatório evapora a uma 
taxa de variação de 0,00005 metros cúbicos por hora para cada metro quadrado de 
sua superficie exposta ao ar. Mostre que, devido à evaporação, o nível d'água 
baixará a uma razão constante (independente da profundidade da água) e determine 
esta razão. 

Areia está caindo a uma taxa de 2 metros cúbicos por minuto sobre o topo de um 
monte de areia que mantém a forma de um cone circular cuja altura é igual ao raio da 
base. Determine a taxa de crescimento da altura do monte no instante em que este 
tem 6 metros de altura. 

Um tanque cilíndrico com eixo vertical tem um raio de 10 centimetros. O tanque 
tem um orifício em sua base com um raio de | centímetro através do qual a água 
escoa para fora a uma velocidade v = 8 үй metros por segundo, onde é a altura em 
metros da superfície d'água acima da base. Quão rapidamente o nível d'água estará 
baixando quando h = 5 metros? 

Um tanque d'água tem o formato de um cone circular invertido com um raio de 5 
metros no topo e uma altura de 12 metros. No instante em que a água no tanque está 
a 6 metros de profundidade, mais água está sendo derramada a uma razão de 10 
metros cúbicos por minuto. Encontre a razão segundo a qual o nível da superfície 
d'água estará subindo neste instante, 

Um tanque de água com o formato de um cone circular invertido com raio de R 
unidades no topo e uma altura (do vértice ao topo) de H unidades. Um pequeno 
orifício com área transversal de k unidades quadradas permite escoar água para fora 
do tanque, pelo vértice, com uma velocidade de unidades por segundo, onde 
h é a profundidade d'água no tanque e g é a aceleração da gravidade em unidades de 
comprimento por segundo. Se a água está sendo bombeada para o tanque a uma 
razão uniforme de c unidades cúbicas por segundo, determine uma fórmula para a 
razão segundo a qual o nível d'água estará variando. 

Se Q é a quantidade de calor adicionado a uma certa massa unitária de uma 
substância e Ө é o correspondente acréscimo de temperatura, então dQ/dO = c é 
denominado calor específico da substância. O calor específico do cobre é 0,093 
calorias por grau С а 20°C. Se 100 gramas de cobre a 20°С. estão absorvendo 10 
valwiae RS a Ra asa 


уку PENES DAGA pt: Seq) ЗА, Vesp A а 


Fig. 4 
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então dV/d@ é denominado coeficiente de expansão cúbica da substância. O 
volume de | grama de água é dado por V = 1 + (8,38) (107%) (Ө — 4)* centímetros 
zubicos, onde Ө é a temperatura da água em graus C. Determine o coeficiente de 
expansão cúbica da água a 10°С e taxa de variação do volume de um grama de água 
à 10°С se a sua temperatura está decrescendo a uma razão de 1,5ºC por minuto. 
гг A Lei de Boyle para a expansão de um gás mantido a temperatura constante afirma 
que a pressão P e o volume V estão relacionados pela equação PV onde C é 
-та constante. Suponha que uma amostra de 1000 centímetros cübicos de gás 
eja sob uma pressão de 150 kgf por centímetro quadrado, mas que a pressão 
esteja decrescendo a uma razão instantânea de 5 kgf por centímetro quadrado por 
segundo. Determine a razão instantânea de crescimento do volume. 

28 Um barco navega paralelamente a uma praia reta a uma velocidade constante de 
19.2 km/h, estando 6,4 km afastado da praia. Com que velocidade ele estará se 
aproximando de um farol na praia no instante em que ele estiver exatamente a 8 km 
do farol? 


29 O preço das maçãs num certo mercado é dado por P = 2 + xo ondea éo 
304 х 
suprimento em milhares de caixas e Р é o preço por caixa em cruzeiros. А que razão 
«ariará o preço por caixa se o suprimento corrente de 10.000 caixas está crescendo à 
razão de 200 caixas por dia? 

m 4 demanda D em milhares de caixas por semana para um detergente está expressa 
por D = (1000/p) — 30, onde p é o preço por caixa. O preço corrente ép = Cr$ 0,83 
>orcaixa, masa inflação está aumentando o preço a uma razão de Cr$ 0,01 por més. 
Encontre a razão instantânea da variação corrente da demanda. 

ж Um certo microorganismo possui forma esférica e uma densidade de 1 grama рог 
zentímetro cúbico. Ele cresce absorvendo nutrientes através de sua superfície a 
«ma razão de A/18.200 gramas por segundo, onde A é sua área superficial. Se seu 
Tajo agora é 1/тоо cm, qual será seu raio duas horas depois? 


Conjunto de Problemas de Revisão 


E verifique se a função dada tem um zero (isto é, uma raiz) no intervalo dado, 
ar: zando о teorema do valor intermediário. 
a) f(x) = x? — 3 entre 1,7 e 1.8 
Er f(x) - x* & x 4 entre 1e 2 
xi f(x) 2 2х3 + x! — 7x + 3 entre0e2 


E Quais dos seguintes gráficos de funções (Fig. 1) não satisfazem as hipóteses do 
xeorema do valor médio no intervalo [а, b]? Destaque as hipóteses que nào forem 
me: feitas. 


206 CALCULO 


3 Encontre um numero real c apropriado que satisfaça a conclusão do teorema do 
valor médio em cada caso. Certifique-se da verificação das hipóteses do teorema. 
para as funções dadas no primeiro intervalo indicado. Esboce o gráfico. 


(a) f(x) = (b) g(x) 2x? — 3x — 4; [— 1.3] (c) h(x) = x° — 2x? + 3x — 2; [0.3] 
ja z fe ws il 

(9) fixi= (e) у(х) = < 1 +; [0,2] 
s sex 1 


4 Destaque a hipótese do teorema do valor médio que não seja satisfeita pela função 
dada no intervalo indicado. Esboce o gráfico da função. 


(а) 1(%)= Jx;[— 8,8] (b) g(x) = 


х2 +4x+3 


+3 
ESL 


—3x+1 sex <1| 
|-3+x sex» 1] 


(с) (х) = [0,2] (d) h(x) = ;[-1.3] 


ft)e 51-10 


5 Ache um ponto conveniente c que satisfaca a conclusáo do teorema de Rolle. 
Verifique se as hipóteses do teorema de Rolle são satisfeitas para a função dada no 
intervalo indicado. Esboce o gráfico. 


(a) f(x) e xi + 6x 7; [77.1] (b) g(x) = x° — x; [0,1] (c) h(x) = 
(d) f(x) = 28 — 27x? +25x; [0,1] (е) f(x) = 4x — x3;[—2,0] 


6 Quais dos seguintes gráficos de funçóes (Fig. 2), por uma razào ou outra, nào 
satisfazem as hipóteses do teorema de Rolle no intervalo [a, b]? Destaque a 


hipótese que falha, 
y у 
à 
f 
+ —— — 
| —— | 
a 0 b $ 
P 
n 


[2] 
Fig. 2 


" das x+1 
7 Use o teorema do valor médio para provar que /x < — para 0<x<1. 


8 Suponha que f ef" sejam funções diferenciáveis no intervalo (a, b) e que f(p) = fiq) 
= fir) = 0, parap, q er em (a, b) comp + q + r. Useoteorema do valor médio para 
provar que existe um número real c em (a, b) tal que (с) = 0. 

9 Use o teorema de Rolle para provar que, se f(x) > O para a < x < b, existe no 

máximo um x paraa < x < b e f(x) = 0. 
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- 3x + b nunca terá duas raízes no intervalo [0, 1], independente do valor de b. 
її Suponha que f, е e h são funções diferenciáveis no número — 2 e que f(— 2) = 1, 
-2=-—3,/(— 2) = — 4, g(— 2) = 4, g*(— 2) = — Ya, g"(—2) = — 3,h(-2) = 6, 
+-2)= — Se 2) = 7. Ache: 


i y (-2) (b) (/ну(—2) (с) (f 9y(-2) 
Mi co ny(-2) (e) (fghy(—2) (0) И) (-2) 
E a sra do gráfico da função f no ponto (x, /[x)) é definida como 

PUE 


=— ny. A equação de um semicírculo de raior com outro em (0,0) 
[t + (pop? 

25 = yr” х7. Determine a curvatura deste semicírculo no ponto (x, yF? — x2), 

sede -r «x <r. 

ta Se (x — ay? + y? = b?, onde а e b são constantes, mostre que 


yDiyl-(D.yy = 


fi Sex? + y? = a*, onde a é uma constante, mostre que [1 + (y)! = PRAE 
Suponha que g seja uma função definida pela regra gft) = VT = (t), ondef(-2) 
SP 2) = 3 ef'(- 2) = 5. Determine g'(— 2). 

Ache fórmulas para f'(x) e f(x) se: 


sex<1 
b 
irre ^. 2 sex>1 
2(— dn! 
Suponha que xy + y = 2. Mostre que Di y = RAT utilizando o princípio da 
dução matemática. (x+ ty 
Destaque os intervalos onde f é crescente ou decrescente. Esboce o gráfico da 
ção. 
(b) dix) 2x?  6x* -9x 3 (c) glx) = x (x — 4)2 
4 1 <0 lix sex<0 
+ x 
kx) + (e) у= ~ xx (O об) e ((x— 1? seo х «2 
" ind Ix? sex»2 
Destaque os intervalos onde o gráfico de (Fig. 3) é crescente ou decrescente. 
y 
4 
f 
a 0 b = 
e 
s 
L5 
! | 
| | 
| IM 
| ! 
! ' 
! i 
| i 
12] Н — 
No 


a asi kawa 


19 Uma partícula se move segundo a direção de um eixo horizontal s de acordo coma 
equação de movimento dada. Ache a velocidade e a aceleração da partícula. 
Discuta e mostre seu comportamento ao longo do eixo s à medida em que г 
aumenta. 


(a) ғ = 62 —2pP (b) s= 8? — 481? + 721 (с) s= 6412 — 161+ 
20 Um grupo de x homens carregadores de caixas podem descarregar y caminhões por 


E x 
dia. onde y está expresso pela equação y = 5 E Es ©) para 0 <x = 18. Esboce o 


gráfico de y como função de x e discuta o efeito do crescimento do tamanho do 
grupo sobre o número de caminhóes descarregados por dia. В 

21 Ѕеја uma função diferenciável em um intervalo, e seja f(x) = f(x) =P (xa) = 0, 
onde x, < x, < x, em /. Sejam a e b números reais em / tais quea < x, ex, < b. 
Esboce um gráfico de f em cada caso seguinte: 


(a) fa) « fixi} fo) > f(x). fix) > f(x). e fis) < fib) 
(b) f(a)» f(x) > Га) > (хз) > f(b) 


Nos problemas 22 a 27, indique os intervalos onde o gráfico da função dada é 
cóncavo para cima ou cóncavo para baixo. 


22 f(x)-x!-8x 23 (х) = x9 - 62 49x + 1 
3 
24 у(х) = xt 8x? + 64x + 8 25 1) = 5 


|2х2 sex<0 Pe sex>1 


na = aa sex>0 30 FOIS 


1B=7x+x?=x? sex<l 


28 Mostre que o gráfico de f definido por f(x) = ax? + bx + c é côncavo para cima se 
a > бе para baixo sea < 0. c 
29 Encontre o pontoou pontos de inflexão para cada função. Faça o gráfico da função. 


(a) у(х) = –2х° c4 + 5 (b) а(х) = x2(x2 — 6) (c) hx) = 28 + 4х2 +2х-1 
(d) kx) = 4G? + 9x?) © ft)- a 

2x x+l 
(f) = (g) Hym I 


30 Determine a equação da reta tangente ao gráfico das funções do problema 29 em 
cada ponto de inflexão. 

31 Dado o gráfico da função derivada f” na Fig. 4, esboce o gráfico da função f. 
Considere que f(0) = 1. 

32 Seja f(x) = x° + ax! + bx + с. Mostre que se a? = 3b, o gráfico de f possui uma 
tangente horizontal em seu ponto de inflexão. 

33 Esboce uma porção do gráfico da função f nas proximidades do ponto indicado, 


(а) 70-2) = 24, f(-2)- 8, e f'(-2)- 
(b) f(4)— 16, f'(4) = 22, e S'a k 
(c) 70) =8, 70) = —2. e f"0)= –6 

34 Sejafla) = x* + px? + qx + re suponhaa РР ЕЯ de um número real a tal que а) 


=0,f(a) =0е7 (а) = 0. Mostre quep = — 3a, q = 3a?er = – aš. Então, mostre que 
fü) =Q — ay. 


y 


ALLICAQUES LA DERIVADA э 


Nos problemas 35 a 42, (a) determine os pontos críticos da função, (b) ache todos 
mentos nos quais f atinge um extremo relativo e (c) esboce o gráfico da função. 


5 O—9 + [2x 1 36 g(x)=2x* + 3x?— 12x - 2 
16 1 
dm = 
— е 10 
B 55) = (/2х2 +9 42 f(x) = = 
x2 


Nos problemas 43 a 47, determine o extremo absoluto da função dada no intervalo 
о. Também ache os valores de x para os quais o extremo absoluto ocorre. Faça 


ixo da função. 
6x? + 9x + 1; [0,4] 44 gx) = x? - 2x + l; [— 1.1] 45 h(x)= (x 1): [71,2] 
B v) = x(x? + 2)” 32; [0, +00) 47 dijs) e E ag] 


= 


Nos problemas 48 a 53, encontre (а) os intervalos onde а funçào é crescente ou 
scente, (b) os intervalos onde o gráfico da função possui concavidade para cima , 

vidade para baixo, (c) pontos de máximo e mínimo, (d) os pontos de inflexão e 
espoce o gráfico da função. 


six) = xt + 4x 49 а(х) = х - 2:22 + 1 50 h(x) 2 х 4 x—1 
их)= —х®+2х+5 52 f()ex x 5 d) - T 
x 


Suzonha que f e g sejam funções contínuas, ambas com mínimo relativo em х. 
Sacendo que f(x) > 0 c g(x) > 0, mostre que a função produto fg possui um mínimo 
mativo em x,. 
Sema, b, c, d constantes tais que ad + bc ec # 0. Mostre que o gráfico da funçãof 
ax+b š T 
ania por f(x) = q não tem pontos de inflexão. 
ex d 


Suconha que a funcáo/ seja definida pela equacáo f(x) = ах? + bx? + cx + d, ondea, 
** - d são constantes com a > 0. Mostre que o gráfico de f tem exatamente um 


b 
gusto de inflexão, em (- zl -5) Mostre também que f’ é crescente 
3a 3 


nando x > — blGa). А 

$< ° período T e o comprimento ! de um pêndulo cônico estão relacionados pela 
чазо T = [m/(2 VD] (E — rt, onde r é o raio do trilho do prumo, esboce o 
а/о de Т como função de / quando r = 5. 

Suponha que f e g sejam duas vezes diferenciáveis em x = x, e que f е g tenham 
pontos de inflexão em x = ху. É verdade que o produto fg possui um ponto de 
imiiexão em x = x)? Justifique a sua resposta. 

aúcule a menor distância do ponto (1, 0) ao gráfico da função dada pela equação y 


+ T0. 
função definida pela equação 


2 
Histats pp SECHS ыы р 
ance А é um número racional e k > 2. 

tw Encontre f'(x) e f(x). 

b» Mostre que f é uma função crescente para x > 0, 

x: Mostre que f possui concavidade para cima quando x > 0. 

^f Use a parte (b) para mostrar que 


k(k — 1)x? 


(1 xf» I+ kx + "saa para x > 0. 


2px 


* a função definida pela equação f(x) = (1 + x)? — 


(a) Mostre que f é decrescente para x > 0 e crescente para — | < x < 0. 
(b) Use o item (a) para mostrar que VT + x < 1 + x/2 quando x > 0. 

62 Umcilindro pode, sem uma das bases, ser construído a partir de uma lámina de lata 
de espessura uniforme, peso Ya kg. Qual a relação entre sua altura e о гаїо da base se 
o volume da lata é máximo? 

63 Determine a razào entre a altura e o raio da base de um cilindro fechado de volume 
constante se a sua área total for mínima. 

64 Determine as dimensões do menor (em relação à área) cartaz de papelão que poderá 
conter 50 centímetros quadrados de matéria impressa, se as margens estão localiza- 

das a 4 centímetros das extremidades superior e inferior e a 2 centímetros de cada 

lado. 

Determine dois números reais positivos cuja soma seja 4 e tais que a soma do 

quadrado do primeiro número e o cubo do segundo seja um mínimo. 

66 Uma nação recentemente independente planeja uma bandeira que consiste de uma 
região vermelha retangular di la por uma listra verde. O perímetro total da I 
bandeira é de 14 metros e a parte vermelha tem uma área de 9 metros quadrados. Í 
Quais as dimensóes da maior lista? 

67 Mostre que, dentre todos os retângulos de diagonal dada, o quadrado é o que possui | 
a maior área. 

68 A teoria da probabilidade nos diz que a função f definida pela equação 


65 


5 


i 
DO = uii i P 0" | 


é a probabilidade de exatamente К acertos e n tentativas independentes quando а 
probabilidade de acerto em cada tentativa é p. Suponha que n ck sejam inteiros e n 
>0e0<k = n. Encontre o número p que maximiza f, 0 <p = 1. 

69 Determine o retângulo de maior área que pode ser inscrito num: 

(a) círculo de raio 5 centímetros 

(b) semicírculo de raio r centímetros 

(с) triángulo isósceles de base 10 centímetros e altura 10 centímetros 

(d) trapézio isósceles com bases 10 centímetros e 6 centímetros e altura 8 centíme- 
tros. 

Umalonga lâmina retangular de lata tem 8 centímetros de largura. Ache a profundi- 

dade da tina de volume V, de máxima área de seção transversa, que pode ser 

construída curvando-se a chapa ao longo de seu eixo longitudinal. 

71 Encontre o valor de x, 0 = x = 5 (Fig. 5) que minimize a expressão dada. 


7i 


е 


(а) |АР| + |PB| (b) |ЯР + [PB]? 
(с) IAPP - |PBP (d) Área ACP + área BDP 
В 
Ls 
A 
| 3 
g y x CENT (7 Fig. 6 
5 e 
Fig. 5 B $e ra 5 =з 


72 Uma longa folha de papel tem 8 centimetros de largura. Um canto do papel é 
dobrado para cima (Fig. 6). Ache o valor de x que dá o triángulo ABC e de menor / 
área possível, 

73 Determine o maior volume do cone circular reto que pode ser inscrito numa esfera 
de raio a. 

74 Determine, entre todos os cilindros circulares retos fechados de volume constante 
V. aquele de menor área total. E 

75 Um navioA está ancorado a 3 km do ponto B no cais de um lago (Fig. 7). Oposto a 
um ponto D, distante de B 5 km ao longo do cais, outro navio E está ancorado a 9 km 


u a Bi mk ha 


1 т peso de 1000 kg, suspenso a 2 metros do ponto А num extremo de uma 
кахапса, está sustentado por uma força vertical F de baixo para cima, na outra 
+xiremidade B. Suponha que а alavanca pese 10 kg por metro (Fig. 8). Calcule о 
»mprimento da alavanca se a força em B é mínima. 

TT ` msetor ABC de ângulo central 9 é cortado em uma lámina circular de metal de raio 
š Fig. 9), e a sobra é utilizada па confecção de uma chapa cônica. Determine o 
+ эїште máximo para tal cone. 


m s 10 x kgf 1000 kgf 


Um fabricante de um certo tipo de brinquedo estabelece que, a fim de serem ven- 
idos x brinquedos cada semana, é necessário que o preço seja de ү5.000.000 — 2x? 
=uzeiros cada um. Quantos brinquedos por semana trarão o maior lucro total? 
Explique por que você poderia esperar que uma firma de negócios obtivesse um 
ucro máximo quando seu custo marginal total se igualasse ao rendimento marginal 
wal. 

1 т revendedor acha que pode vender x pneus por semana a p cruzeiros por pneu, 
amde p = Ya (375 — 5x) е seu custo C em cruzeiros para obter x pneus por semana 
гага venda é expresso por C = 500 + 15x + x?/5. Encontre o número de pneus que 
21е precisa vender por semana е o preço que ele deveria cobrar por pneu рага 
raximizar seu lucro. 


Nos problemas 81 a 84, use а diferenciação implícita para encontrar Dy e Р?у. 


82 x* + 4x2y2 = 25 
84 45 — Sx? + y 
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Nos problemas 85 a 88, encontre as equações da tangente e normal ao gráfico da 
še implícita determinada pela equação no ponto indicado. 


` — Ixy = I6em(3,2) 86 x? + 4xy + у? - 3 = Оет(2, – 1) 


y? + y! = 8em(2.2) У/?х + | =3yem(4,2) 
1 ma escada de 20 metros está apoiada contra uma parede vertical. A extremidade 
menor é puxada paralelamente ao solo a uma razão de 4 metros por segundo e o 
120 escorrega na parede. Calcule a razão segundo a qual o topo se move quando: 
а А extremidade inferior está a 5 metros da parede. 
+ О extremo superior está а 16 metros acima do chão. 
Агза está escoando através de um orifício na base de uma bacia hemisférica de raio 
1 em. No instante em que a água está a uma profundidade de 6 cm, a vazão é 5 
zectimetros cúbicos por minuto. Determine a razão em que a superfície d'água está 
zu xando neste instante. 
- a rodovia corta uma estrada de ferro em ângulo reto. Um carro viajando a uma 
**xidade constante de 40 km por hora passa pelo cruzamento 2 minutos antes de 
эта locomotiva viajando a uma velocidade constante de 36 km por hora. A que 
71:30 o carro e a locomotiva afastam-se 10 minutos após o trem passar pelo 
= zamento? 
A altura de umcertocilindro circular está aumentando a uma razão de 3 centímetros 
per minuto e o raio da base está decrescendo à razão de 2 centímetros por minuto. 
Excontre a razão segundo a qual o volume do cilindro está variando quando a altura 
g ze 10 centímetros e o raio da base é de 4 centímetros. 
1 т garoto está levantando um peso W com uma corda montada numa polia (Fig. 
1 que está a 36 metros acima do chão. Inicialmente, o peso está em repouso no 
muto е о garoto, que está diretamente abaixo da polia, segura a corda a 6 metros 
we: ma do chão. Se о garoto, segurando а corda e mantendo sua mão a 6 metros 
эс ma do chão, caminha a uma razão constante de 7 metros por segundo. com que 
raeydez о peso estará subindo 2 segundos após o menino começar a andar? 


36m 


Fig. 10 


menino 6 m. 


Pat 


Fig. 1 
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DEFINIÇÃO 1 


GEOMETRIA ANALÍTICA E AS 
CONICAS 


A seções cónicas (cónicas, abreviadamente) são 
que são curvas obtidas por seção ou corte de cones circulares por planos. 
Estas curvas curiosas e atrativas eram bem conhecidas pelos antigos; entre- 
tanto, seu estudo foi imensamente realçado pelo uso da Geometria Analítica 
e pelo Cálculo, Neste capítulo estudaremos as cônicas — o círculo, a elipse, a 
parábola e a hipérbole — e usaremos a idéia de translação de eixos coordena- 
dos para simplificar suas equações. 

Refletindo a luz de uma lanterna sobre uma parede branca, podemos ver 
exemplos de seções cónicas, Se o eixo da lanterna é perpendicular à parede, 
então a região iluminada é circular (Fig. 1a); no entanto, se a lanterna é 
inclinada ligeiramente para cima, a região iluminada se alonga e seu contorno 
Хота а forma de uma elipse (Fig. 1b). Quando a lanterna é inclinada um pouco 
mais, a elipse torna-se mais e mais alongada até que se transforma numa 
parábola (Fig. 1c). Finalmente, se a lanterna é inclinada ainda mais, os lados 
da parábola se tornam mais retos e esta se transforma numa parte de uma 
hipérbole (Fig. 1d). 


sim chamadas por- 


círculo elipse parábola hipérbole 


(a) (b) (e) (d) 


O Círculo e Translacáo de 
Eixos 


Nesta seção obteremos a equação de um círculo e veremos como tal 
equação pode ser simplificada pela translação de eixos. 


1.1 O círculo 
Começamos recordando (do Cálculo Elementar) a definição de gráfico 
de uma equação. 


Gráfico de uma equação 

O gráfico de uma equação envolvendo as variáveis x e y é o conjunto de 
todos os pontos (х,у) no plano xy, e somente estes pontos, cujas coordenadas 
x € y satisfazem a equação, 
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Se uma curva no plano xy é o gráfico de uma certa equação, esta equação 
é chamada de uma equação da curva. Para evitar expressões longa „algumas 
vezes escrevemos frases tais como “o círculo x? + - quando na 
verdade entendemos o círculo cuja equação é x? + 
4 Naturalmente, um círculo de raio r com centro num ponto C do plano xy 
é definido como sendo o conjunto de todos os pontos P no plano cuja 
distáncia até C é r. Usando a fórmula de distáncia entre dois pontos P = (х,у) 
P= (x, y) e C = (h,k), vemos que |РС| = r se e somente se 


eti Vx — h)° + (y — k) = r; 


que é 
(en + (y— k) = 
"mp: (Fig. 2). Portanto, temos o seguinte teorema. 


TEOREMA 1 Equação do círculo 
Seja r > 0 e C = (h,k). Então o gráfico da equação 


(х= h} + (у = К) = 
é о círculo de raio г cujo centro é C. 
A equação do Teorema | é chamada de forma canônica da equação de 
um círculo, 
EXEMPLOS 1 Determine o centro C = (h,k) e o raio r do círculo 


(х= 12 + (у + 1)? = 


SOLUÇÃO 
A solução pode ser reescrita (x — 1)? + [y = (= 1)? = 32; logo € = (1. 
-y é p= 8; 
2 Determine a equação do círculo (Fig. 3) cujo raio é 3 e cujo centro é € = 
(73213). 
y 
104 y24 dx —6y+4=0 
- 
Fig. 3 el 
SoLução 


Pelo Teorema 1, a equação é 
[x (-2) (y- 3) = 


(x +2) + (y 3)? =9. 


ou 


Expandindo os quadrados e simplificando, também podemos escrever a 
equacáo na forma 


х + y! + dx — 6y + 4= 0, 
d————— 
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CÁLCULO 


A equação x? + y? + 4x — 6y + 4 = 0 obtida no exemplo 2 pode ser 
transformada na forma canônica ‘completando os quadrados”. O trabalhor 
feito como segue: 


x? + у* + 4х— бу+4=0, 
x? + 4x + y? — бу =-4, 
x? + 4x +4+ 2 6) +9 = -4+44+9, 
(x+2) + (у – 3) = 9. 
Aqui, adicionamos 4 em ambos os lados da equação para transformar # 
+ 4x no quadrado perfeito x? + 4x + 4, e adicionamos 9 em ambos os ladem 
para transformar y? — бу no quadrado perfeito y? — бу + 9. 
De modo mais geral, uma expressão da forma x? + Bx torna-se um 


quadrado perfeito se adicionarmos (B/2)2 para obtermos x? = Bx + (8/2) = x 
+ B/P. 


EXEMPLOS 1 Determine oraior e o centro С = (h,k) do círculo cuja equação é x? + y? + а 
+ 8y — 8 = 0. 


SOLUÇÃO 
Completando os quadrados, temos 


x2 + 2% +y2+8y =$, 

21? gy? 2)? 8? 
2 E. 2 " sa: X Kz: 
«ax (5) +y +8y+ (5) s+ (5) +6). 
х2 +2х+1 +у?+8у+16 =8+1+16, 


(x +1) + (y + 4)? = 25. 


Então, o centro do círculo é С = 


4) e seu raio é r = V25 =$ 
unidades. 


SOLUÇÃO 
Substituímos as coordenadas x c y dos três pontos na equação x? + y? + Ax + 
By + C = 0e então obtemos as três equações simultáneas 


—24+5B+C= —29 
+ A+4B+C=-17 
E ds —4$. 


Resolvendo estas equações lineares simultâneas de maneira usual, em- 
contramos А = —2, В = —18e С = 57. Então, a equação do círculo é 


х2 y*— 2x — 18y 57 « 0. 
Completando os quadrados, temos 
x!—2x 14 y? — 18у + 812 —57 4 1 4 81, 
(x — 1} + (y — 9? 225. 
Então, o círculo desejado tem raio de 5 unidades e centro С = (1.9 
Como o próximo exemplo mostra, a diferenciação implícita pode ser 


usada para determinar a inclinação da reta tangente a um círculo num detez- 
minado ponto. 


EXEMPLO Determine as equações da reta tangente е da reta normal no ponto (— 1,2) ds: 
círculo x? + y! — бх — y — 9 = 0. 


EXEMPLO 
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dy 
Pela diferenciação implícita, temos 2x + 2y Z z 
X 
dy 6—2x dy 8 
— = - uandox- -le у= 2, — = =, Portanto. a reta 
qe o ү Qumdox y=2 eq. Portanto. are 


tem inclinação m = ®/зе sua equação é y — 2 = S/a[x — (— 1)], ou у 
A reta normal tem inclinação —1/m = —3/s e sua equação é y — 2 
—1)], ou у = —3ax + Ba, 


1.2 Translacáo de eixos 

А equação de uma curva freqüentemente pode ser simplificada mudan- 
do-se o sistema de coordenadas para um novo, convenientemente escolhido 
Na prática, isto é usualmente realizado escolhendo-se um ou ambos dos 
novos eixos coordenados de modo a coincidir com um eixo de simetria da 
curva, Por exemplo, a equaçüo da curva C na Fig. 4 seria provavelmente 
ificada pela mudança do sistema coordenado xy para o sistema coorde- 
‚ como mostrado, uma vez que C é simétrica com relação ao eixo y. 


ão paralelos e possuem as mesmas direções positivas, então dizemos 
que estes sistemas são obtidos de um outro por translação. 


y 


(x, y) no "antigo"" sistema 
P=4 (< y) no "novo" sistema 


‚5 mostra uma translação de um "antigo"' sistema de coordenadas 
xy para um “novo” sistema xy cuja origem Ó tem as coordenadas “antigas” 
(h,k). Considere o ponto P na Fig. 5 tendo coordenadas antigas (x,y), mas 
possuindo coordenadas novas (3,y). Evidentemente, temos a seguinte regra 
para translação de coordenadas cartesianas. 


Sejam os eixos xy Obtidos dos eixos xy por translação de um modo que à 
origem Ó do "novo" sistema de coordenadas tem coordenadas (h,k) = 1—3,4 
no sistema de coordenadas “antigo”. Seja P o ponto cujas coordenadas 
antigas são (х,у (2,1). Ache as coordenadas (x,y) de P no novo sistema de 
coordenadas (Fig. 6). 


y 
1 
| 

A Da x 
| 
1 
' 
' 


Fig. 6 
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EXEMPLO 


CÁLCULO 
SOLUÇÃO 
De acordo com as equações de translação 
=h=2-(-3)= 
e 
=k=1-4=-3; 


logo, o ponto tem coordenadas (X,) = (5,—3) no novo sistema de coordems 
as. 


Observe que a equação de uma curva no plano não depende apenas da 
conjunto de pontos nela contidos, mas também de nossa escolha do sistema 
coordenado. Por exemplo, o círculo de raio 3 com centro em Ó na Fig. 7 tem 
equação 

(х+ 1) + (y-2)?=9 


em relação ao sistema de coordenadas ху; entretanto, para o mesmo circullm 
temos a equação 


9+7=9 


у У 


Fig. 7 I 


em relação ao sistema de coordenadas xy. [sto pode ser visto ou observ алг 
que o centro do círculo é a origem Ó no sistema. Xy, ou substituindo x = x =й 
-x-(-le9x*ley-y-k-y-2dasequacóes de translação na equazis 
(x + 1)? + (y — 2} = 9. Observe que a translação de eixos coordenados mim 
muda a po o ou a forma de uma curva geométrica no plano — ela tram 
forma apenas a equação desta curva. 


Determine uma translação de eixos que reduzirá a equação x? + y? + 4x - 4 
= 0 para a forma 5° + y у 


SOLUÇÃO 
O procedimento mais simples é completar os quadrados de forma que 4 
equação se torna 


x +4 +4+у2— 4у+4=8 ou (x42? + (у – 2) = & 
e então fazer x = x + 2e y = у — 2. О resultado é 


Quay 


*+y=8 ou *+y 


Uma solução alternativa é obtida fazendo 
x=X+h e y=y+k, 


onde as constantes ñ e k devem ser determinadas. Substituição da última am 
x? + y? + 4x — dy = 0 e simplificações algébricas rotineiras levam a 


x y! (2h + 4)х + (2k — 4)y = —h? — k? — Ah + 4k. 


Os termos envolvendo x e ӯ para as primeiras potências se anuimm 
quando fazemos h = —2 € = 2, e a equação se transforma em 3? + 5? = В. 
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Conjunto de Problemas 1 


хоз problemas 1 a 6, determine a equação do círculo no plano xy que satisfaz as 
=mdições dadas: 

1 Raio 3 e centro no ponto (0,2). 

2 Raio 2 e centro no ponto (— 1,4). 

3 Raio 5 e centro no ponto (3,4). 

4 Centro no ponto (1,6) e contendo o ponto (—2,2). 

$ Raio 4 e contendo os pontos (-3,0) e (5,0). 

$ Os pontos (3,7) e (-3,—1) são pontos extremos de um diâmetro. 

Nos problemas 7 a 14, determine o raio ғ e as coordenadas (h,k) do centro do 

culo para cada equação e esboce o gráfico do círculo. 


tav (9-2)? =9 8 (x +3) + (x= 10)? = 100 


9 ey 42x dy 4- 


10 x рх 1=0 
WE 4x7 + 4y? + 8x — Av + | = 0 (Sugestão: Comece dividindo por 4) 
Di + 3y?—6x + 9y = 27 13 4x? + 4? 4+4x—4r+1=0 14 4x? +41? + 12x + 20y + 25 = 0 


Nos problemas 15 a 22, determine a equação na forma canônica do círculo ou 

iircxlos no plano xy satisfazendo as condições dadas. 

15 Contendo os pontos (-3,1), (7,1) e (77,5). 

38 Contendo os pontos (1,7), (8,6) e (7, - 1). 

37 Raio V/17, centro no eixo x, e contendo o ponto (0,1). (Existem dois círculos neste 
caso). 

8 Centro na reta x — 4y — 1 = 0 e contendo os pontos (3,7) e (5,5). 

19 Tangente ao eixo x e com centro no ponto (1,—7). 


3I Centro na reta x + 4 = 0, raio 5, e tangente ao eixo x. (Existem dois círculos neste 
caso). 


33 Contendo o ponto (3,4), raio 2, e tangente à reta y = 2. (Existem dois círculos neste 
caso). 

72 Raio V]0e tangente à reta 3x + y = 6 no ponto (3, -3). (Existem dois círculos neste 
caso). 


33 Um "novo" sistema de coordenadas xy é obtido transladando o “antigo” sistema 
de coordenadas xy de modo que a origem Ó do novo sistema tenha coordenadas 
antigas (— 1,2), Determine as novas coordenadas Xy dos pontos cujas coordenadas 


antigas são: 
3) (0.0) (b) (-2,1) (с) (3,3) 
d) (73, -2) (e) (5.5) (г) (6.0) 


3» Defina uma translação de coordenadas que reduzirá a equação 
x! y!.x4x-2y41-20 


deum círculo по sistema antigo de coordenadas ху para a forma mais simples x? + y? 
= P no novo sistema ij. Determine о raior e desenhe o gráfico mostrando o círculo 
= os dois sistemas coordenados. 
38 Um novo sistema de coordenadas xp é obtido pela translação do sistema antigo de 
<oordenadas xy de maneira que a origem O do antigo sistema xy tenha coordenadas 
—3,2) no novo sistema 3j. Determine as antigas coordenadas xy dos pontos cujas 
зоуаз coordenadas são: 


a) (0.0) (b) (3,2) (c) (73.4) 
4) (2, -2) (e) (0. л) () (3,2) 


Nos problemas 26 a 28, determine uma translacáo de eixos que reduza cada 
ão para uma equação da forma š + j* = r^. Esboce o gráfico, mostrando os 
эшо» c os novos eixos coordenados. 


D +у?+4х-4у=0 27 Зх? + Зу 7х - 5p 3-0 28 х®+ у? 


кх -9= 


Nos problemas 29 a 31, determine as equações da reta tangente e da reta normal 
ima cada círculo nos pontos indicados 


Di 3) (0+ 5)? = Sem(2, —3) 30 x? + y? = 169em(5. — 12) 
= 


ey! бх + Ву — 11 = 0em(3,2) 
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32 Prove que o rajo СР de um círculo é perpendicular à reta tangente ao círculo no 
ponto P. 

33 Um ponto? = (x,y) move-se de modo que ele está sempre duas vezes mais afastado 
do ponto (6.0) do que do ponto (0,3). 

(a) Determine a equação da curva descrita por P. 
(b) Esboce o gráfico desta curva. 

34 Generalize o problema 33 supondo que o ponto P = (х,у) move-se de forma que sua 
distância ao ponto (a. 0) é sempre с vezes sua distância ao ponto (0,5). onde a, b, c > 
0, Distinga os casos (i) 0 < c < 1, Gi) c = 1 e (iii) c > 1. 

35 Discuta а simetria do círculo x? + y? = r, 

36 Determine o comprimento da base superior do trapézio de área máxima que pode 
ser inscrito num semicírculo de raio 6 como na Pig. 8. 

37 Para um vendedor À é permitido vender enciclopédias em qualquer lugar dentro do 
sirculo x° + yë = 100, enquanto que para um vendedor B é permitido vendê-las 
dentro do círculo (z — 20)? + y? = 144, Seus territórios se superpõem? Explique. 

38 Determine condições entre as constantesa, b, c, d, r e R de forma que o círculo 


(em ay + (y — b) 


Fig. 8 


intercepte o círculo (x — с)? + (y — d)? = К, 


39 Expandindo os quadrados e. 
forma (x — A} + (у 
+ Ax + By +C 


Чу 


Fig. 1 


ky 


juntando os termos, mostre que a equação do círculo na 
* pode sempre ser reescrita na forma alternativa x? + y 


0, onde A = —2h, B = —2k e C = hè + B — p. 
40 Completando os quadrados, mostre que a equação x? + y? + Ax + By + C = 0 
representa um círculo com centro no ponto (4,4) = (-A/2,—B/2) è raio r = 


2 


DEFINIÇÃO 1 


VA? + B? — 4C, desde que A? + B? > 4C. 


Elipse 


Nesta seçào vamos discutir a elipse, um tipo de cónica que frequente 
mente aparece na natureza. Por exemplo, um anel circular observado de um 
ângulo forma uma elipse (Fig. 1), e um satélite em órbita se move em uma 
trajetória elíptica. Comecemos com a seguinte definição: 


Elipse 

Uma elipse é definida como sendo o conjunto de todos os pontos P ate 
plano tal que a soma das distâncias de P a dois pontos fixos F, e F; 
constante, Neste ponto F, e F, são chamados de pontos focais ou focos @ 
elipse. O ponto médio C do segmento linear КУ, € chamado de centro & 
elipse. 

А Fig. 2 mostra dois pinos fixos F, e F', e um lago de fio de comprime: 
fortemente esticado em torno deles e de um ponto P. Uma vez que |PF, 
IPF,| + (РР =1, RAS A + [РР = 1 — [F;F;]; portanto, quando P sa 
desloca em volta, [РЕТ] + |PF;| sempre tem o valor constante | — |F,F;|. Desst 
modo, de acordo com a definição, P pertence a uma elipse que possui F. е 
como focos. Se uma ponta de lápis P for inserida no laco de fio como na Fig. 
€ se deslocar de um lado para o outro de modo a manter o fio esticado. 
desenha uma elipse. A Fig. 3 mostra trés posições Р, P» e Pade P eael: 
completa descrita por P. 


fa 


Fig. 2 А 


Evidentemente (Fig. 4), uma elipse com focos F, e F; é simétrica com 
relação à linha reta que passa por F, e Р». Vamos considerar V, e V, come 
sendo os pontos onde esta linha intercepta a elipse. Observe que o centro C 
da elipse divide em duas partes o segmento V, V; bem como o segmento F -Fy 
A elipse é também simétrica com relação à reta que passa pelo centro C ç é 
perpendicular a V,V;. Consideremos V, e V, os pontos onde esta perpendica- 
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Fig. 3 


Fig. 4 


Fig. 5 


Fig. 6 


lar intercepta a elipse. Os quatro pontos V,, V», V, e V, (Fig. 4), onde os dois 
eixos de simetria interceptam a elipse, chamam-se vértices da elipse 

O segmento de reta V; V; entre os dois vértices que contém os dois focos 
F, e F, chama-se eixo maior da elipse, enquanto o segmento de reta V.V. 
entre os dois vértices restantes chama-se cixo menor (Fig. 5). Considerem 
За como o comprimento do eixo maior V, V,, e 2b como o comprimento d 
eixo menor Y, V, e adotemos 2с para a distância entre os dois focos (Fi 
Os números a e b são chamados de semi-eixo maior e semi-eixo т 
respectivamente. 

Considere a elipse na Fig. 6 com semi-eixo maior e semi-eixo m 
b, respectivamente, com focos F, e Ёз e com |К, = 2c. Caso o pon: 
mova ao longo da elipse, então, por definição, 


IPF,| + |PF;| 


TEOREMA 1 
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permanece constante, Portanto, o valor de |PF;| + [РЕ quando P atinge V. £ 
о mesmo que o valor de |PF;| + |PF;| quando P atinge Vs; isto é, 


[Fi] + [VF] = |А |2. 


Pela simetria [V¿F¡] = |V;F;|, deste modo a equação acima pode ser 
reescrita 


[AF] + |ЙЕ,| = 2|;F;|. 
Mas, novamente pela simetria, |V,F;| = [V;F;|; por isto, 


AF = [AF] | 
ЙЕ | + [Е |= || = 2a, 


de onde segue que [V;F;| = a. 

Se considerarmos que |V;F;| = a e o triângulo retângulo УСЕ; na Fig. 
podemos concluir que a? = b? + c?. Uma vez que с? > 0, a última equaçãe 
mostra que a? > b?, de forma que a > b e consequentemente 2a > 2b; isto é. 
eixo maior de uma elipse é sempre mais longo que o seu eixo menor. 

Se colocarmos a elipse da Fig. 7 no plano xy de modo que seu centro € 
esteja na origem O e os focos F, e F, permaneçam nas partes negativa є 
positiva do eixox, respectivamente, então podemos obter a equação da elipse 
como segue: 


Equação da elipse 
À equação da elipse com focos em F, = (—c,0) e F, = (c,0) é 


ad * pi 1, 


onde a é o semi-eixo maior, b é o semi-eixo menor e a? = b? + сї, 
PROVA 


Vamos mostrar que se P = (x,y) for um ponto qualquer na elipse (Fig. 8i 
então ха? + у? = 1, O leitor interessado pode completar a prova (pro 


V 
^ 


Fig. 7 A 


Fig. 8 


EXEMPLOS 1 


+ Uma vez quea? 
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blema 38) invertendo o argumento para mostrar que se a equação r° 
= 1 for válida, então o ponto P = (x,y) está na elipse. Já vimos (Fig. 7) 9 
= b° + с e que quando Р = (0,5) 


[PF;| + |РЕ;| = 2a. 


Portanto, pela definição de uma elipse, |PF;| + |PF;| = 2a é válida para 
qualquer ponto P = (х,у) na elipse. Pela fórmula de distância, |PF;| + PF: = 
2a torna-se 


x + ey yt x — ey y! = 2а, 


de modo que 


V (x + c)? + y? = 2a — (x — ey + y? 
Elevando ao quadrado ambos os lados da última equacáo, temos 
X? + 2ex + с? + y? = 4а? — Aa / (x — с) + y! + x! — 2ex + e + y^ 
de modo que 
4сх – 4a? = —4a (x — c) + у ou exa 


= —а,/(х + y“. 
Elevando ao quadrado ambos os lados da última equação, obtemos 


cx? — 2a2cx + at = а(х? — 2ex + с? + у?), 
de modo que 


# as (а? — e2)x2 + а?у? ou ata? — c?) = (a? — с?)х? + а?у?. 


b? + c?, temos que a? — 


= b* e a equação acima pode ser 
reescrita como 


ab? = b?x? + a2y2, 


Se ambos os lados da última equação forem divididos por a*b?, o resultado é 


como se desejava. 
A equação x'/a? + y*/b? = 1, onde a > b é chamada de forma canónica 
para a equação de uma elipse. 


Determine as coordenadas dos quatro vértices e dos dois focos da elipse 4x* 
+ 9у? = 36 e esboce o gráfico. 


SOLUÇÃO 

Divida ambos os lados da equação por 36 para obter x?/9 + y*/4 = 1; isto é, 
ха + уь? = 1, coma = 3e b = 2. Pelo Teorema 1, esta é a equação de uma 
elipse com vértice em (—3,0), (3.0). (0,2) e (0,2) (Fig. 9). Igualmente, os 


уз = (0,2) 
Ax? 49,2 236 


F,*CA/5,0) 


= C3,0) 


Fig. 9 
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focos estão em (—c,0) e (c,0), ondec? = q? — 
Desse modo, F, = (45,0) e F, = (V5.0). 


-9-4-5,istoé c = VS. 


Determine a equação na forma padrão da elipse com focos F, = (—/3,0). F, 
= (V/3,0) e vértices V, = (—2,0), V, = (2,0). Ache também as coordenadas 
dos dois vértices restantes, V, e V4, e esboce o gráfico. 


SoLucàáo 

С=З, а = 2; рогіѕѕо, b = Va с? = \/4 — 3 = 1 саедиасйо éx?/4+y* 1 
= 1, Igualmente, V; = (0,1) e V, = (0,—1). (Por quê?) O gráfico aparece ma 
Fig. 10. 


Deseja-se construir a elipse do Exemplo 2 prendendo-se dois pinos em uma. 
folha nas posições F, e Fs, separadas por 2/3 unidades, e utilizando-se a 
construção de laço-de-fio-e-lápis como na Fig. 11. Qual seria o comprimento 
total do laço? 


SOLUÇÃO 
Quando P está no vértice superior V, como na Fig. 7, 


I=a+a+ e+e=2a+ 2с = (2)(2) + 2,/3 
=4+ 2/3 = 7,46 unidades. 


Náo é difícil deduzir a equagáo de uma elipse com centro na origem e 
com o eixo maior vertical (Fig. 12). Nesse caso, a elipse tem focos F, = 
(0,—c) e Р» = (0,c) no eixo y e vértices V, = (0,—a), V, = (0,9), Va = (—b,0) e 
V, = (b,0). O semi-eixo maior éa e o semi-eixo menor é b. А equação pode ser 
obtida como no Teorema 1, com o mesmo argumento, palavra por palavra. 
exceto que as variáveis x e y trocam suas posições (ver problema 39, 
Portanto, a equação é 


- 1, onde a > b. 


Fig. 10 


Fig. 12 


Fig. 11 


V, = (0,—a) 


EXEMPLOS 1 


GEOMETRIA ANALÍTICA E AS CÓNICAS = 


Esta equação é também chamada de forma canónica da equação de um 

elipse. 

Usando as equações de translação x = x — he y = y — k, determinamos 
facilmente a equação de uma elipse cujos eixos de simetria são paralelos aos 
eixos coordenados, mas cujo centro está em (h,k) no sistema de coordenadas 
xy. A equação resultante, dependendo do eixo maior ser horizontal ou 
vertical, é, respectivamente, 


(=h? (= 0 (х= hf | (y— 0 
E * god ош a P = 1, 


onde а > b. 


Escreva a equação da elipse cujos vértices são os pontos (—5,1), (1,1),(—2,3) 
e (-2,—1); determine os focos e esboce o gráfico. 


SOLUÇÃO 

O eixo horizontal é o segmento linear de (—5,1) a (1,1) e seu comprimento é 
10-5) — 1] = 6 unidades. O eixo vertical é o segmento de (—2,— Da(-2,9e 
seu comprimento é (—1) — 3| = 4 unidades. Portanto, a elipse tem o eixo 
maior horizontal а = 9/ = 3, b = #з = 2ec = Va — b? = /5. Aqui, o centro 
está em (2,1) (por qué?), logo h = —2e k = 1. Conseqüentemente, aequação 


2 mr. 
elipse é BU * pu = |. Os focos estão c = УЗ unidades, de um 


lado e outro, do centro; então, F, = (—\/$ — 2,1)еЕ, = (V5 2,1) (Fig. 13). 


Dada a equação 25x" + 9y? — 100x — 54у = 44 de uma elipse, determine as 
coordenadas do centro, dos vértices e dos focos. Esboce o gráfico. 


SOLUÇÃO 
Neste caso 25(x? — 4x) + 9(y* — бу) = 44. Completando os quadrados na 
última equação, temos 


25(x? — Ax + 4) + Uy? — бу + 9) = 44 + 25(4) + 9(9) 
ou 
25(x — 2)? + Ay — 3)? = 225 


Dividindo a última equação por 225, obtemos 
6-2 | (-3Y " id i 
е c 1. Então, (h,k) = (2,3),a =5,b = 3, ce Vat = Pr = 
4, F, = (2,1), F, = (2,7), e os vértices são (2, —2), (2,8), (-1,3) e (5,3) (Fig. 
14). 


02,8) 


251 +932 — 1001 55 = 


Fig. 14 


tangente 
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normal 


Fig. 16 


3 Determine as equações da reta tangente e da reta normal à elipse 4x? — 8x + 
9y* — 36y = 5 no ponto (4,3). Esboce o gráfico e mostre as retas tangente e 
normal. 


SOLUÇÃO 
Usando a diferenciação implícita achamos que 
dy dy dy 4х — 1) 
x—8--18y— —36— = 0), 1 —=— | ido x = 4e 
bia Ba college sa = Quando = dex 


= 3, temos dy/dx = —*/a. Portanto, a equação da reta tangente é y — 3 = 
“а(х — 4) e a equação da reta normal é y ~ 3 = ?/(x — 4). Completando os 
quadrados após reescrevermos a equação na forma 4(х° — 2x) + 9(у° — 4y) = 
es] 2 ji 2 
ел. : ) 


5, obtemos =1 (Fig. 15). 


Agora, consideremos a elipse na Fig. 16 tendo o eixo maior vertical. 
centro em (0,4), focos em (0p) ena — p) e vértice inferior na origem O. Se 
considerarmos o vértice inferior fixado em e o foco inferior fixado em (0 p). 
contudo permitindo ao vértice superior (0,2k) aproximar-se de + sobre o eixe 
y, então a elipse tende a uma curva limite y = (Уа) x? (problema 50). A curvar 
= (Yap) x* não é mais uma elipse, mas ainda é uma seção cônica, chamada 


parábola. Estudaremos as parábolas na próxima seção. 


Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas 1 a 8, determine as coordenadas dos vértices e dos focas de cada 
elipse e esboce o gráfico, 


x 


yl 
E 
16 


T 
2 с} у= 3 4x2 + y 


5 x! + 16y? = 16 6 16x? + 25y? = 400 7 9? + 36у2= 4 


Nos problemas 9 а 14, determine a equação da elipse que satisfaz as condições 
dadas. 
9 Focos em (—4,0) e (4,0), vértices em (—5,0) e (5,0). 
10 Focos em (0,—2) e (0,2), vértices ет (0,—4) e (0,4). 
11 Vértices em (0,—8) e (0,8) e contendo o ponto (6,0). 
12 Vértices em (0,-3) e (0,3) e contendo o ponto (?/3,2/2). 
13 Centro na origem e contendo os pontos (4,0) e (3,2). 
M Vértices em (—2v/3,0), (243,0), (0,—4) e (0,4). 
Nos problemas 15 a 22, determine as coordenadas do centro, dos vértices e dos 
Sacos de cada elipse e esboce seus gráficos. 


4 36x? + 9y? = 14 


8 2 +42=1 
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нана 16 {кай Brad 

Tod 3y y! = 36 18 25(x +1) + 16(y— 2? = 

B O +232 +6x+7=0 20 424 y! - 8x+4y—8=0 

21 252 + 5y? + 20x — 30у + 75 = 0 22 9x? + 4y? + 18x — 16у – П = 0 


Nos problemas 23 a 36, use uma translação de eixosadequadai= x — hey = y —k 
Taca reduzir cada equação para uma forma mais simplificada (não envolvendo primei- 
mas potências das variáveis). Além disso, esboce o gráfico mostrando tanto o “antigo” 
sistema coordenado xy como o “novo” sistema ij. 


B +y? .2x-8y 120 


24 9x! + y? — 18x -2y 9-0 
25 60240932 x Es 
6x? + 9y? — 24x — 54y + 51 = 0 26 9х2 + 4y2—18x + 16y 11=0 
Nos problemas 27 a 30, determine a equação da elipse satisfazendo as condições 
dadas, 
T Vértices em (-2,-3), (—2,5), (—7,1) е (3,1). 
33 Focos em (1,3) е (5,3) e eixo maior de 10 unidades de comprimento. 
33 Centro em (1,-2), eixo maior paralelo ao eixo у, eixo maior com 6 unidades de 
zomprimento e eixo menor com 4 unidades de comprimento. 
æ Extremos do eixo maior em (—3,2), (5,2) e o comprimento do eixo menor é de 4 
unidades. 
Nos problemas 31 a 34, determine as equaçóes da reta tangente e da reta normal 
paca cada elipse no ponto indicado. 


Hos + 9y2 = 225ет(9,4) 32 4x? + 9y? = 4Sem(3, 1) 


B C +4y2—2x+8y=35em(2) 34 9x? + 25y? — 50y — 200 = 0em(5. 1) 


E Determine as coordenadas do ponto onde a reta normal à elipse x*/a* + y*/b*= 1 no 
ponto (хоу) intercepta o eixo x. 

3$ Suponha que os números x e y satisfaçam аха? + y?/b? = 1, onde a > b > 0. Faça 
c= Vat pr Mostre analiticamente (sem referências a gráficos ou geometria) que 
as seguintes desigualdades valem: 


i) elx| <a? (ü) /(x— ey? +y) «2a 


ж O segmento limitado por uma elipse de uma reta contendo um foco e perpendicular 
ào eixo maior é chamado de latus rectum da elipse. 
ta) Mostre que 2b?/a é o comprimento doiatus rectum da elipse cuja equação é bx? 
+ aty: = abr, 
(b) Determine o comprimento do latus rectum da elipse cuja equação é 9x? + 16y? 


= 1 

38 Termine a prova do Teorema 1 mostrando que sexº/a? + y?/b? = 1, onde a > b > 0, 
então o ponto P = (x,y) está na elipse com focos F, = (—e,0 e F, = (c,0), onde 

а= B o o semi-eixo malor é a. 

39 Deduza a equação da elipse па Fig. 12 diretamente da Definição 1. 

42 Um ponto se move sobre a elipse x? + 4y? = 25 de tal modo que sua abcissa cresce el 
auma razão constante de 8 unidades por segundo. Com que velocidade a ordenada $ * жүн lugar 
varia no instante em que ela é igual a —2 e a abcissa é positiva? - ENSEM 

<< O ponto P = (x,y) se move de modo que a soma de suas distâncias para os dois 6 milhas | 
pontos (3,0) e (3,0) é 8. Defina e escreva uma equação para a curva percorrida 
pelo ponto. 

42 Um matemático aceitou um cargo numa nova universidade situada a 6 km de uma } 
margem retilínea de um grande lago (Fig. 17). О professor deseja construir uma casa 7 7727777 
que esteja a uma distáncia à universidade igual à metade da dístáncia até a margem 
do lago. Os possíveis locais satisfazendo esta condição pertencem a uma curva. Fig. 17 
Defina esta curva e determine sua equação com relação ao sistema coordenado 
¿endo a margem como eixo x e а universidade no ponto (0,6) sobre o eixo y. 

48 Determine a área máxima de um retângulo que pode ser inscrito na elipse x*/a* + 
xb? = 1 com seus lados paralelos aos eixos coordenados. 

as Um triângulo isósceles com vértice no ponto (0,3) e base paralela ao eixox é inscrito 
за elipse 9x? + 16y* = 144 de tal modo que sua área é máxima. De que altura o 
niângulo deve ser? 

46 Qual o comprimento de um laço de fio usado para delimitar um jardim de flores 
<líptico com 20 metros de largura e 60 metros de comprimento? А que distância 
devem estar as duas estacas (focos)? 

46 A exceção de pequenas perturbações, um satélite em órbita da Terra se move numa 
elipse com o centro da Terra em um dos focos. Suponha que um satélite no perigeu 
«ponto mais próximo do centro da Terra) esteja a 400 quilômetros da superfície da 


universidade / 
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(reta normal 


espelho curvo / 


raio 
refletido 


Fig. 18 Fig. 19 


Terra e no apogeu (ponto mais afastado do centro da Terra) esteja a 600 quilômetros 
da superfície da Terra, Suponha que a Terra seja uma esfera de raio 6371 quilôme- 
tros, Determine o semi-eixo menor b da órbita elíptica, 

47 Um arco com a forma da metade superior de uma elipse com um eixo maior 
horizontal suporta uma ponte sobre um rio de 100 metros de largura. O centro do 
arco está a 25 metros acima da superfície do rio. Determine a equação na forma 
canônica da elipse. 

48 Prove que a reta normal à elipse na Fig. 18 no ponto P = (х,у) divide em duas partes 
iguais o ângulo F,PF,. (Sugestão: A equação da elipse € xº/a? + узр: = 1. Pela 
diferenciação implícita, a inclinação da reta normal em P é m = a'v/(b*). As 


inclinações de ГУР e F;P, respectivamente, são m, = 7 em, 
x+e 

onde F, = (—c,0), F; = (c,0) e с = Va! — BF. Verifique que (m, + mm? + 21 — 

mina)m = m, + т. Então mostre que a última equação implica o resultado 

desejado). 

49 Um raio de luz será refletido por um espelho curvo (Fig. 19) de tal modo que o 
ângulo a entre o raio incidente e a normal é igual ao ângulo a entre a normal e o raio 
refletido. Use o resultado do problema 48 para mostrar que um raio de luz emitido 
de um dos focos de um espelho elíptico será refletido sobre o outro foco. (Isto é 
chamado de propriedade refletora da elipse.) 

50 Na Fig. 16, mostre que, quando £ — + =, a elipse se aproxima da curva y = (1/4p)x* 
como um limite. 

51 Que ocorre na elipse na Fig. 16 quando k > p'? 


3 Parábola 


No final da Seção 2 vimos que se um foco e o vértice próximo de uma 
elipse forem fixados enquanto que o vértice oposto é movido cada vez mais 
para longe, a elipse se aproxima de uma curva limite chamada parábola 
Portanto, embora seja dada uma definição precisa desta cônica abaixo. 


@ ©, podemos imaginar a parábola como uma enorme elipse com um dos vértices 
INL infinitamente afastado. 


Parábolas frequentemente aparecem na natureza. Uma pedra atirada 
Fig. 1 para cima sob um ángulo percorre um arco parabólico (Fig. 1), e o cabo 
principal na suspensáo de uma ponte forma um arco de parábola (Fig. 2). 
Damos agora a definição precisa prometida acima. 


DEFINIÇÃO 1 Parábola 

Uma parábola é o conjunto de todos os pontos P no plano tais que a 
distância de P a um ponto fixo F chamado foco é igual à distância de P a uma 
reta fixa D chamada de diretriz. 

Se o foco F de uma parábola é colocado sobre o eixo y no ponto (0,p)e se 
a diretriz D é colocada paralela ao eixo x e a p unidades abaixo dele. a 
parábola resultante se representa como na Fig. 3. Sua equação é deduzida no 
seguinte teorema. 


me з 
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TEOREMA 1 


EXEMPLO 


EXEMPLO 


F 
at 
foco 


eixo de simetria 


Fig. 4 


Equação da parábola 
À equação da parábola com foco F = (0,9) e com diretriz D: y = —pé 
4py ou y = (ap) 


PROVA 

Seja Р = (x,y) um ponto qualquer e Q = (x, p) o ponto no pé da perpendicular 

à diretriz D passando por (Fig. 3). A condição de P estar na parábola é |FP| 

= |PQ|, isto é. Vx F (y — р) = Vy + př. A última equação é equivalente a 

x+ (y — p) y + p. to 6 xt + y! 2py + p! у? + 2py + p*, oux? = 4py. 
A equação x? = 4py [ou y = (1/ap)x2] é chamada de forma canónica da 

equação de uma parábola, 


Escreva a equação da parábola com foco F = (0,1/4) e com diretriz D: ; 
(Fig. 4). 


SOLUÇÃO 
Neste caso p = !/4, de modo que a equação é May, isto é, y = 
Uma parábola com foco F e diretriz D é evidentemente simétrica com 
relação à reta passando por F e perpendicular a D (Fig. 5). Esta reta é 
chamada de eixo de simetria ou simplesmente de eixo da parábola. O vértice 
da parábola é definido como sendo o ponto V onde a parábola corta seu eixo. 
Observe que o vértice de uma parábola está localizado no meio entre o foco F 
ea diretriz D. (Por qué?) 


Uma parábola tem seu foco em (0,!/s) e diretriz D: y = —!/s. Determine sua 
equação e esboce o gráfico. Determine também seu vértice V e seu eixo. 


SOLUÇÃO 

A equação é y = (!/sp)xº onde p = '/s; logo, a equação é y = 2x?. Uma vez que 
o eixo y é perpendicular à diretriz e passa pelo foco, ele é o eixo da parábola, 
O vértice V pertence ao eixo e é o meio entre o foco e a diretriz, logo V = O = 
(0,0) (Fig. 6). 

Na Fig. 7a-d, vemos parábolas com concavidades para cima, para a 
direita, para baixo e para a esquerda, respectivamente. Em cada cas: 
vértice estána origemO еа distância do vértice O até ofocoF ép. As Equa 
correspondentes são mostradas na Fig. 7 e podem ser determinadas conside- 
rando-se as simetrias envolvidas. 


Fig. 6 
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ara cima 
puse — para a direita 
х= 4ру 
-x - 
diretriz у=-р 
diretriz 
w 
y 
à 
х=р 
diretriz у=р 
0 » $ > x 
4ру рага а esquerda 
para baixo diretriz 
W (dy 


Fig. 7 


EXEMPLOS Determine as coordenadas do foco e a equação da diretriz de uma dafe 
parábola, encontre sua direção e concavidade e esboce o gráfico. 


1 y= —8x 
SOLUÇÃO 
A equação tem a forma y”? = —4px com p = 2; portanto, ela corresponde à Ре... 
7d. Logo, o gráfico é uma parábola aberta para a esquerda com foco dado par 


(-2.0) 


; isto é, D: x = 2 (Fig. 8). 


—p.0) 


e diretriz D: x = 


Fig. 8 


—1бу 


SoLUÇÃO 
A equação tem a forma x? = —4py com р = 4; logo, ela corresponde à Fig. W 


EXEMPLO 
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Portanto, o gráfico é uma parábola com concavidade para baixo com faco 
dado por 


F = (0.—р)= (0,—4) 


e diretriz D: y = p; isto é, D: y = 4 (Fig. 9). 


[ 


Fig. 9 


O segmento da reta que passa pelo foco e é perpendicular à diretriz 
limitado pela parábola é chamado o latus rectum ou a corda focal da parábola. 
O comprimento do latus rectum pode ser determinado como no exemplo a 
seguir. 


Uma parábola aberta para a direita tem seu vértice na origem e contém o 
ponto (3,6). Determine sua equação, esboce a parábola e encontre o compri- 
mento do latus rectum. 


SOLUÇÃO 

A equação deve ter a forma y? = 4px. Já que o ponto (3,6) pertence ao gráfico. 
substituímos x = 3e y = 6 na equação para obtermos 36 = 12p e concluirmos 
; logo, a equação da parábola é y? = 12x (Fig. 10). O foco é dado por 
3,0). O latus rectum pertence à reta x = 3. Colocando x = 3 na 
equação y* = 12x e resolvendo para y, obtemos у? = 36, y = + 6. Logo, os 
pontos (3,6) e (3,—6) são os pontos extremos do latus rectum, e portanto seu 
comprimento é de 12 unidades. 

Uma parábola com seu vértice na origem com concavidade para cima. 
para a direita, para baixo ou para a esquerda é dita estar na posição geral. Se 
uma parábola está na posição geral, então seu eixo de simetria está ou na 
horizontal ou na vertical. Por outro lado, se uma parábola tem um eixo de 
simetria que é horizontal ou vertical, então uma translação de eixos coorde- 
nados para o vértice da parábola colocará na posição geral com relação ao 
“novo” sistema coordenado. 

Por exemplo, se a parábola na Fig. 11 tem seu vértice no ponto (h,k) com 
relação ao “antigo” sistema de coordenadas xy e tem concavidade para a 
direita como mostrado, então sua equação com relação ao “novo” sistema de 
coordenadas + 6 y? = 4p. Uma vez que £ = x — he y = y — k, sua equação 
referida ao “antigo” sistema de coordenada: é (y — А)? = 4p(x — h) 
Procedimentos semelhantes podem ser feitos para parábolas com concavi- 
dade para cima, para baixo ou para a esquerda, com vértice no ponto (11,4) 


Fig. 11 
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EXEMPLOS Determine as coordenadas do vértice V e do foco F da parábola dada, 
encontre a direção na qual ela é aberta, ache а equação da sua diretra, 
determine o comprimento de seu latus rectum e esboce o gráfico. 


1 (ye 12 = — (x — 2) 


SOLUÇÃO 
A equação pode ser escrita como 


(y — Kj = —Ap(x — h) 


onde p = 3, h = 2e k = – 1; logo, a parábola é aberta para a esquerda, V = 
(2,-1), F = (2-3,-1) = (-1,-1) e a diretriz é D: x = 5. Uma vez que g 
coordenada x do foco é —1, o latus rectum está sobre a reta x = -L 
Colocando x = —1 na equação da parábola, obtemos (y + 1)* = 36, de modis. 
que y + 1 7 56, istoé ou y = —7. Portanto, os pontos extremos do laz 
rectum são (—1,5) e (—1,—7) e seu comprimento é de 12 unidades (Fig. 121 


p 

n 
(и *0*s-120 - 2) 
Dix=5 


Fig. 12 


2 x! + 4х 10y+34=0 


SOLUÇÃO 
Completando os quadrados, obtemos 


x? + 4х +4- 10у + 34=4 ou (x+ 2)2 = 10у — 30; 
isto é, (x + 2)? = 10(y — 3). Logo, p = "Ys = h, e o gráfico é uma parábelil 


aberta para cima com vértice V = (2,3), foco F 2,5) e diretriz D: 
1/2 (Fig. 13). Neste caso, o latus rectum pertence à reta horizontal y = шщ 


Fig. 13 


EXEMPLO 
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eixo de simetria 
I 
I hx? + Bx + C= Ky 


{ 
| tangente horizontal no vértice 


-x 


Fig. 14 


Colocando у = !!/; na equação da parábola, obtemos (x + 2)? = 10(!!/› — 3) = 
25, logo x = 3 ou x = —7. Portanto, os pontos extremos do latus rectum são 
(—7,11/2) e (3,11/2) e seu comprimento é de 10 unidades. 

Naturalmente, pode-se determinar a inclinação dy/dx da reta tangente (e 


portanto ainclinacáo L3 dareta normal) à parábola num ponto dado pela 
dy/dx 

diferenciação habitual. (Diferenciação implícita pode ser útil aqui.) Isto pode 
ser utilizado para localizar o vértice de uma parábola. Por exemplo, a pará- 
bola cuja equação tem a forma Ax? + Bx + C = Ky, onde A, B, C e K são 
constantes, tem um eixo de simetria vertical (Fig. 14). Sua reta tangente é 
horizontal apenas no seu vértice. Nesse caso, dy/dx = (1/K)(2Ax + B), logo 
dy/dx = 0 quando x = —B/(2A). Portanto, o vértice é o ponto 


| В Ln йы 
4A 24* |). 


Determine o vértice da parábola Зу = 2x* + 4x + 5. 


SOLUÇÃO 
Esta parábola possui um eixo de simetria vertical, logo devemos fazer dy/dx 
igual a zero; dy/dx = 'h(4x + 4) = 0 para x = —1. Quando x = —1, 
103[2(—1)° + 4(—1) + 5] = 1. Portanto, o vértice está em (—1,1). 

O vértice de uma parábola com eixo de simetria horizontal pode ser 
determinado analogamente fazendo-se dx/dy — 0. 


Uma das mais importantes propriedades de uma parábola é sua chamada 
propriedade refletora. Um raio de luz emitido a partir do foco de um espelho 
parabólico é sempre refletido paralelo ao eixo (Fig. 15). Na seqüéncia para 
demonstrar a propriedade refletora analiticamente, deve-se relembrar que 
um raio de luz i indo num espelho curvo é refletido de maneira que o 
ângulo entre o raio incidente e a normal ao espelho é o mesmo que o ángulo 
entre a normal e o raio refletido. 


Logo, na Fig. 16 isto é desejado para mostrar que o ângulo о é o mesmo 
que o ângulo 8. Por diferenciação implícita da equação 4px = y? da parábola. 
4p = 2y(dy/dx), dy/dx = 2p/y, de modo que a inclinação da normal é 


m=- A A inclinação do segmento FP é m; = — —. É fácil mostrar 
m-m, 
que inn = —— —- € que tan 8 = —m (problema 45). Logo. à 
1+ тт; 
2 m—m 
propriedade refletora segue se pudermos mostrar que — — — = —m 


1 + mm, 
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normal 


Fig. 16 
região de 
Чы» dyt- 
aproximação 
arco de um círculo 
Fig. 17 


parábola 


Se uma fonte de luz intensa tal como um arco de carvão ou um filam 
incandescente é colocado no foco de um espelho parabólico, a luz é refleti 
projetada num feixe luminoso paralelo. O mesmo princípio é utilizado 
sentido contrário num telescópio refletor — raios de luz paralelos vindos 
um objeto distante são todos conduzidos ao foco de um espelho parabólica. 

Na prática é muito difícil confeccionar grandes espelhos parabólii 
desse modo é frequentemente necessário fabricá-los com espelhos cuja 
transversal é uma parte de um círculo que se aproxima da parábola 
priada (Fig. 17). Pode ser mostrado (problema 42) que o círculo que "mel 
aproxima” a parábola próxima ao seu vértice V tem seu centro C locali. 
no eixo da parábola e duas vezes mais afastado do vértice V que o foco F 
parábola e portanto tem raio r — 2|VF| 


Conjunto de Problemas 3 


Nos problemas 1 a 6, determine as coordenadas do vértice e do foco da parábola. 


Determine também a equação da diretriz с о comprimento do latus rectum (corda 
focal). Esboce o gráfico. 


4 


4x 


3x-y 


-4y-0 S x2+9y=0 6 3x2 4y= 0 


7 Determine a equação da parábola cujo foco está no ponto (0,3) e cuja diretriz éa reta 
y= =j. 


8 Determine o vértice da parábola y = Ax? + Bx + C, onde A, B e C são constantes e 
А + 0. 
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Nos problemas 9 a 16, determine as coordenadas do vértice e do foco da parábola. 
Mie=rmine também a equação da diretriz e o comprimento do latus rectum. Esboce о 
ао . 


9 1-2) =8(x +3) 10 (y +1) = -4(x 1) 
m x-1)?=-8y 13 y?-8y=6x-2=0 
= Í 6x-8y+1=0 16 + 10р = х+21=0 


Nos problemas 17 a 20, determine a equação da parábola que satisfaz as condições 


o em (4,2) e diretriz x = 6. 
Foco em (3,— 1) e diretriz y = 5. 
vertice em (—6,—5) e foco em (2,-5). 
Vertice em (2,-3) e diretriz x = —8. 
Determine a equação da parábola cujo eixo é paralelo ao eixox, cujo vértice está no 
ponto (—!/2,=1) e contém o ponto (*/s,2). 
HE Determine a equação da parábola cujo eixo coincide com o eixo y e contém os 
pontos (2,3) e (—1,—2). 
Nos problemas 23 a 25, reduza cada equação a uma forma mais simples por uma 
Je ada translação de eixos. Esboce também o gráfico no “antigo” bem como no 
` sistema coordenado. 


B “-2y-8x-3=0 24 x! c2x c 4y - 720 


Wi Sejam A, B e C constantes com A > 0. Mostre que y = Ax! + Bx + C éa equação de 
ama parábola com eixo de simetria vertical, com concavidade para cima, Deter- 
mne as coordenadas do vértice V e do foco F. Ache p e o comprimento do latus 
sectum, Encontre condições para que o gráfico intercepte o eixo x, 

Nos problemas 27 a 31, determine as equações da reta tangente e da reta normal 
lira cada parábola nos pontos indicados. 


Wr é = 8xem(2, —4) 


= 9xem(2, — 3) 


W += - 8y + 4x — 20 = 0em(1, 5) 31 v2— 2y + 10x — 44 = Оет($, 1) 


BÈ Como se pode dizer imediatamente (sem cálculos) que 3y — 2 = 4x! — 27x + 11 é a 
«quação de uma parábola com concavidade para cima? 
Nos problemas 33 a 36, determine as coordenadas do vértice da parábola por 
Wikreciacáo de sua equação em ambos os lados e então resolvendo para uma tangente 
пайра! (ou vertical). 


-2x 46 34 4х2 + 24x 39 - 3 = 0 


Ш 2 105 = 4х 21 36 3х = 14у – 


EM Determine as dimensões do retângulo de maior área cuja base está no eixo x e cujos 
dis vértices superiores estão na parábola cuja equação é y = 12 — x? (Fig. 18). 

B stre que, sep é a distância entre o vértice e o foco de uma parábola, então o latus 
wectum da parábola tem comprimento 4p. 

IB C za rodovia de 400 metros de comprimento é sustentada por um cabo principal 
garabólico (Fig. 2). O cabo principal está a 100 metros acima da rodovia nos 
sessremos е a 4 metros acima da rodovia no centro. Cabos verticais de sustentação 
sæ colocados em intervalos de 50 metros ao longo da rodovia. Determine o 
«umprimento destes cabos verticais. (Sugestão: Estabeleça um sistema de coorde- 


macas ху com eixo vertical y e tendo o vértice da parábola 4 unidades acima da 
amem.) 


и (x-4f = I2(y T) 


14 2x2 + 8x - 3y +4= 0 


25 5y 


29 x! = -I2yem(- 6 —3) 
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40 A superficie de uma rodovia sobre uma ponte de pedra segue uma curva parabólica 
com o vertice no ponto médio da ponte. O vão da ponte é de 60 m e a superfície da. 
rodovia esta | m maisalta no meio que nos extremos. Qual a altura de um ponto da. 

m de um de seus extremos com relacáo à linha que une os extremos? 

a (O f(a)) o centro docírculo tangente à parábola cuja equação é 4py = 

x nos pontos cujas coordenadas x são —a ea (Fig. 19). Determine (a) a fórmula para 

fa em termos dea e p c (b) lim faj, 


Fig. 19 


42 Determine o círculo que “melhor aproxima” d parábola cuja equação é 4py = a? e 
próximo ao seu vértice supondo que a se aproxima de 0 na Fig. 19. 

43 Um ponto P = (x,y) move-se sobre a parábola cuja equação é у = 8 — 1/2x2, Quando 
P = (2,6), x está crescendo numa razão de 2 unidades por segundo. Qual a 
velocidade com que distância entre P e o vértice varia neste instante? 

+44 Para a > 0, seja (fla), g(a)) o centro do círculo que é tangente à parábola cuja 
equação é y = (ар)? p > 0, no ponto(a,a*/4p) e que contéma origem. Determine: 
(a) Fórmulas para fta) e g(a). 

(b) lim fta) e lim g(a). 
pon ao 


" m — т 
45 Na Fig. 16 mostre que (ап 2 = ————1— — equetanf = —m,ondeméa 
1+ тту 
inclinação da reta normal em, é a inclinação do segmento FP. (Sugestão: Utilize a 


expressão 


tan 0 — tan 0, 
1 tan 0 tan O, 


tan (0—01) = 


da trigonometria.) 
46 Na Fig. 16 verifique que а = В. (Use o problema 45 e as relações 


3: 
B= T 


47 Um estudante de Cálculo diz, “Se você viu uma parábola, você viu todas elas”. 
(a) Explique por que esta afirmação está essencialmente correta. 
(b) Explique por que uma afirmação semelhante não poderia ser feita para elipses. 


e dpx = у?.) 


4 Hipérbole 


DEFINIÇÃO 1 


Um cometa que entra no sistema solar com mais energia de quel 
necessária para escapar da atração gravitacional do Sol descreve um ramo: 
uma cônica chamada hipérbole(Fig. 1). Na verdade, uma hipérbole po 
dois “ramos”, cada um dos quais se assemelhando com a curva da Fig 
mas estes ramos possuem concavidades em direções opostas (Fig. 2). H 
boles são definidas geometricamente como se segue. 

A hipérbole 
Define-se uma hipérbole como sendo o conjunto de todos os pontos PR 
plano tal que o valor absoluto da diferença das distâncias de P a dois post 


trajetória do cometa 


TEOREMA 1 
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eixo de simetria 


eixo de 


Fig. 2 


fixos F, e F, é um número positivo constante K. Os pontos F, e F, sào 
chamados de focos da hipérbole. 

A Fig. 2 mostra uma hipérbole com focos F, e Fz. Evidentemente, a reta 
que passa pelos dois focos é um еїхо de simetria da hipérbole. assim como o 
eixo perpendicular ao segmento FF; que passa pelo seu ponto médio também 
оё. O ponto de intersecáo C desses dois eixos de simetria chama-se o centro 
da hipérbole. Os dois pontos V, e V, onde os dois ramos da hipérbole 
interceptam o eixo de simetria que passa pelos focos chamam-se vértices da 
hipérbole. 

O segmento de reta V;V, entre os dois vértices (Fig. 2) chama-se eixo 
transverso. Representamos o comprimento do eixo transverso por 2a, e a 
distância entre os dois focos por 2c. Assim, a distância |CV;| do centro ао 
vértice é a, enquanto que a distância [TF] do centro a um foco ёс. Quando o 
ponto P na Fig. 2 se move ao longo do ramo do lado direito em direção a V,. a 
diferença PF — РЕ.) mantém, por definição, o valor constante K; por isso. 
рана atinge У, temos WE УР} = К. Uma vez que |У] =c +a e 


VF: = с –а, 
K = |V;F,| — [V;F;] = (e + a) – (c — a) = 2a. 
Portanto, para qualquer ponto P na hipérbole, |273] — |Р) = 2a. 


o teorema a seguir dá a equação de uma hipérbole com um eixo trans- 
verso horizontal e cujo centro está na origem. 


Equação da hipérbole 
A equação da hipérbole com focos F, = (—c,0), F, = (c,0) e vértices 
y uus 
x 
Y, = (740) V, = (40) ¿E — a =1, onde b= [2 — 22. 
a 
A prova deste teorema é bastante semelhante à prova do Teorema 1 na 
Seção 2; por isso foi deixada como exercício (problema 42). A equação 
4 22 
x y 
pal 
а b 
é chamada de forma canónica para a hipérbole (Fig. 3). 
Agora, consideremos a hipérbole cuja equação ёха? — y?/b? = | (Fig 
3). Resolvamos esta equação para y em termos de x como se segue: v: p 
ха? — 1, desse modo у? = P?[G?/a?) — 1] = (b*x2Ja2[1 — (а%/х? ; por isso. 
+(bx/a)V T = (а), contanto que x + 0. Uma vez que lim = (a*ix^i 
gore 
vemos que quando x é grande em valor absoluto, y = +bx/a. As duas retas 
cujas equações são 


são chamadas de as assíntotas da hipérbole. Elas são boas aproximações 22 


EXEMPLO 


Fig. 3 


Fig. 4 


Emboraasassíntotas da hipérbole não sejam parte da hipérbole, elas sã 
úteis para desenhá-la. Por exemplo, se desejarmos esboçar o gráfico di 
equação x?/a? — y*/b? = 1, começamos traçando o retângulo com altura 4 
base horizontal 2a, cujo centro está na origem (Fig. 4). As assíntotas ss 
então traçadas por meio das duas diagonais desse retângulo. Se conseguirme 
memorizar que os vértices da hipérbole estão localizados nos pontos mé: 
dos lados esquerdo e direito do retângulo, e que a hipérbole se aproxima 
assíntotas quando se movimenta em direção oposta aos vértices, então 
nà-se um assunto fácil esboçar o gráfico (Fig. 4). | 


Determine as coordenadas dos focos e dos vértices e encontre as equacós 
das assíntotas da hipérbole cuja equação éx?/4 — y*/1 = 1. Esboce ‘ambeg 
gráfico. 


SoLucáo 

A equação tem a forma x?/a? — y!/b? = 1 com a = 2, b = 1. Então. c = 
a! + b! = V5. Logo, os focos sao F, = (—\/5,0), F, = (V5.0), enquanto 

os vértices são V, = (—2,0), V, = (2,0). Asassíntotas são dadas por y = ! 

= —hx (Fig. 5). 


-x 


EXEMPLO 


EXEMPLOS 1 


Fig. 6 


Suponha que desejemos determinar a equação da hipérbole na Fig. 6. 

que tem um eixo transverso vertical. centro na origem, vértices V; = (0,-b)e 

= (0,b), focos F, = (0,—c) e Р» = (0,c). Utilizando o Teorema 1, mas 
d x com y e trocando a com b, obtemos a equação 


LM. 
b а 
ondea = \/с* — b”. Esta equação é também chamada de forma canónica para 
a hipérbole. As assíntotas ainda são dadas рогу = (b/a)x ey = —(b/a)x. (Рог 
quê?) 
. Aocontráriodas equações daelipsex“/a? + y*/b?= 1 oux?/b* + уа? = 1 
não existe necessidade de que a > b na equação da hipérbole xa? = y![b* = 1 
ou na equação da hipérbole y"/b? — д/а? = 1, 


Quais das seguintes hipérboles têm o eixo transverso horizontal e quais têm o 
eixo transverso vertical? 


SOLUÇÃO 

Caso a hipérbole tenha um eixo transverso horizontal ou vertical, isto não 
depende da magnitude relativa dos denominadores mas do termo que é 
subtraído do outro. Conseqüentemente, (a). (b) e (c) têm eixos transversos 


verticais, enquanto que (d), (e) e (f) têm eixos transversos horizontais. 
, Uma hipérbole cujo eixo transverso é horizontal ou vertical e cujo centro 
está no ponto (h,k) terá, naturalmente, a equação 


respectivamente. Em ambos os casos, as assíntotas têm eguações 


b 
ЧЕ” j 
"iu E OA 


b 
k= – – (х – h). 
а 


а= #3 


€ a distância do centro (h,k) a ambos os focos ё dada por с = 4 


Determine as coordenadas do centro, dos focos e dos vértices da һїрег <> 
`T 3027 ЛЛ AR ом Жш OS ыды р. 


SoLução 
Completando os quadrados, temos y? — 4y + 4 — 4(? + 2x + 1) = 40u ix -1 
= Mx + 1)* = 4. Dividindo por 4, obtemos 


Q-23* (exl y 
US pow 


a equação de uma hipérbole com centro (—1,2) e com o eixo transves 
vertical. Uma vez que a = 1 e b = 2, as equações das assíntotas são 


v=2=2 (1) e y-2- 


-2 
r (+1: 
isto é 

y=2x+4 e у= —2X. 


Além disso, c = Va? + Б? = \/$, logo F, = (—1,2—\/5), F. . 
(=1,2+V5), V, = (—1.0) e V, = (-1,4) (Fig. 7). 


y? — 4x? —8x dy -4=0 


Fig. 7 


Simplifique a equacáo 4x? — 9y* — 24x — 90у — 225 = 0 pelo uso de um 
translação adequadax =x + hey =y +k. Esboce o gráfico, mostrando шш 
os “antigos” eixos coordenados ху como os "novos" eixos coordenados ZE 


SoLução 
Completando os quadrados. temos 


A(x? — 6x + 9) — 9(у? + 10y + 25) = 225 + 36 — 225 
ou 


A(x = 3y — 9(y + 5} = 36. 


Dividindo por 36, obtemos 
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| Fig. 8 


3 О segmento interceptado pela hipérbole com uma reta perpendicular ao eixo 
transverso passando pelo foco é chamado latus rectum. Determine a fórmula 
para о comprimento do latus rectum da hipérbole y?/b? — x?/a? = 1. 


SoLucáo 

A hipérbole tem um eixo transverso vertical e o foco superior está em (0,c). 
c = уа + P". Colocando y = c, resolvemos aequacáo da hipérbole emx para 
obtermos x = tab. О latus rectum superior é portanto o segmento da reta 
de (=aº/b,c) a (a*/b,c); seu comprimento é 2a*/b. 


4 Dois microfones estão localizados nos pontos (—c,0) e (c,0) no eixox (Fig. 9) 
Uma explosão ocorre num ponto P desconhecido à direita do eixo y. O som 


da explosão é detectado pelo microfone em (c,0) exatamente T segundos 
antes de ser detectado pelo microfone em (—с,0). 


Supondo que o som atravessa o ar com uma velocidade constante de v 
metros por segundo, mostre que o ponto P deve estar localizado no ramo 
direito da hipérbole cuja equação é x?/a? — y*/b? = 1, onde 


SOLUÇÃO 

Sejam d, e d, as distâncias de P a (—c,0) ca (c,0), respectivamente, O som da 
explosão chega (—c,0) em d,/v segundos e alcança (c,0) em d;/v segundos; 
entãod,/v — do/v = T, logo d, — d; = vT. Colocando a = vT/2 notamos que a 
condição d; — d, = 2a requer (pela Definição 1) que P se encontre sobre uma 
hipérbole com focos F, = (c,0). Pelo Teorema 1, a equação da 
hipérbole é x*/a? — y*]b l, onde a = v7/2e 


onjunto de Problemas 4 


Nos problemas 1 a 8, determine as coordenadas dos vértices e dos focos de cada 
“Че. Encontre também as equações das assíntotas e esboce o gráfico. 


2 2 
y y 

з = em 1 
l6 4 d 

1— 16y? = 64 6 49x? — 16у? = 196 7 36i? — 10x? = 360 8 y? -4x*=1 


Nos problemas 9a 11, determine a equação da hipérbole que satisfaz as condições 


W zuces em (—4,0) e (4,0), focos em (—6,0) e (6.0). 
Weruces em (0,-1/) e (0,175), focos em 1) 
"eencec omí—A (^ (4 IV ае аа, 


тте лир; 


12 Determine os valores de a? e b? de modo que o gráfico da equação b^? — азу? = a?b? 
contenha o par de pontos 
(a) (2.5) е (3.—10) (b) (4,3) e (-7,6) 


Nos problemas 13 a 20, encontre as coordenadas do centro, dos vértices e dos 
focos de cada hipérbole. Determine também as equações das assíntotas e esboce o 


gráfico. 
(x- 1 2y (х+3)# (0-0? 
13 A ET, Aem, ARES 
9 4 Be 9 š 
(esaf (K +2y 
15 CA À AAA 
TE 5 16 4х2 2 - 8х + 2y 4 7-0 
17 х?—4у5—4х—8у—4=0 18 16x? — 95? + 180y = 612 
19 9x? — 25y? + 72x — 100y + 269 = 0 20 9x? — 16y? — 90x — 256y = 


21 Nos itens (a), (b) e (c), determine a equação da hipérbole que satisfaz as condições 
dadas. 
(a) Focos em (1,—1) e (7,—1), comprimento do eixo transverso é 2. 
(b) Vértices em (—4,3) e (0,3), focos em (—°/2,3) e (1/2,3). 
(c) Centro em (2,3), um vértice em (2,8) e um foco em (2,—3). 
22 (a) Mostre que o comprimento do latus rectum de uma hipérbole cuja equação é 


bx? — а?у? = a?b2 é 2b?ja. 
(b) Determine o comprimento do latus rectum da hipérbole x? — 8y? = 16. 
Nos problemas 23 a 26, ache as equações da reta tangente e da reta normal de cada 
hipérbole no ponto indicado. 
23 x? — y? = 9em(— 5,4) 24 4y? — x? = Tem(3, 2) 
25 x! - 4х – | 


— 2y = 0em(0.0) 26 9(x + 1? — 16(y — 2)? = 144em(3,2) 


27 Determine a equação da hipérbole cujas assíntotas são as retas dadas e que 
contenha o ponto dado. 


(а) y=—2x е у= 2х, (1.1) (b) у= -2x «3 е у=2х +1, (L4) 
(с) у=х+5 e y=-x+3,(2,4) 


. Nos problemas 28 a 31, reduza cada equação de hipérbole numa equação mais 
simples por uma translação adequada de eixos. Além disso, esboce o gráfico mos- 
trando ambos os eixos xy e xj. 

28 3х2 — y? + 12х +8у= 7 

29 4x? — 25y? + 24x + 50у + 22 = 0 
30 Sy? — 9x? + 10у + 54x — 112 = 0 
31 x! -4y! - Ax - y 4-0 


32 Um ponto desloca-se de modo que permaneça eqüidistante do ponto (2,0) e do 
circulo de raio 3 unidades com centro em (—2.0). Descreva a trajetória do ponto. 

33 Um ponto se move na hipérbole 4x* — 9y* = 27 com sua abcissa crescendo numa 
razão constante de 6 unidades por segundo. Com que rapidez a ordenada varia no 
ponto (3,1)? ` 

3⁄4 Um ponto se desloca de modo que o produto das inclinações das retas que o ligam a 
dois pontos dados é 9. Descreva a trajetória do ponto. 

35 Determine a menor (mínima) distância do ponto (3.0) à hipérbole y? — x° = 18. 

36 L maregiáo no plano é limitada pela reta x = 8e a hipérbolex? — y? = 16. Determine 
as dimensões do retângulo de área máxima que pode ser inscrito nesta região. 

37 Seja m a inclinação da reta tangente à hipérbole x?/a? — y:/b? = 1 no ponto (xay). 
ondex,> ae yo 0. Ache Ит т e relacione sua resposta com a assíntota y = (b/a)x. 


38 Pose ser mostrado que o gráfico da equação ху = 1 é uma hipérbole com centro na 
ongem e com os eixos x e y como assíntotas (Fig. 10). Determine as coordenadas 
dos focos desta hipérbole. (Sugestão: O eixo transverso faz um ángulo de 45º com o 
eixo ti 

39 Uma hipérbole diz-se equilátera se suas duas assíntotas são perpendiculares. 
Derárminer cocida hindthede suut Ша Dore aser наа. 
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@ Esboce o gráfico da hipérbole cuja equação é 


Up o s 
b? 2bp + р? 


Mostre que, quando b => +=, o ramo superior desta hipérbole se aproxima de 
zarábola cuja equação é y = (spja?. 
WE x. Fig. 11, suponha o centro e as assíntotas fixos, mas permita aos focos F, e Fa 
__ se moverem em direção ao centro. Que acontece com a hipérbole? 
Dé a prova do Teorema 1. 


5 As Seções Cónicas 


Nas quatro seções precedentes, deduzimos as equações para o círculo, a 
elipse, a parábola c a hipérbole a partir de quatro definições diferentes — uma 
para cada tipo de curva. E possível dar-se uma definição geométrica unificada 
para essas curvas, uma vez que elas podem ser obtidas cortando-se (ou 
seccionando-se) um cone circular reto de duas folhas por um plano adequado 
(Fig. 1). 

Ao invés de partirmos para a geometria tridimensional necessária para 
ônicas podem ser obtidas como na Fig. 1, damos uma defini- 
ada diferente para a elipse, a parábola e a hipérbole. 


ção uni 


e se f (v 


WV 


Circulo Elipse Parábola Hipérbole 
Fig. 1 


DEFINIÇÃO 1 As cónicas em termos de foco, diretriz e excentricidade 
Uma cônica é o conjunto de todos os pontos P no plano tal que a 
distância de P a um ponto fixo F no plano mantenha uma razão constante e 
com a distância de P a uma reta fixa D no plano. O ponto fixo F, a reta De o 
número constante e chamam-se foco, diretriz e excentricidade, respectiva- 
mente, da cónica. 
Deste modo, o ponto P pertence à cônica com foco F, diretriz D е 


|P. 


excentricidade e, se e somente se — = 


|PQ| 


‚ onde Q é o pé da perpendicular 


V HP 


- excentricidade 


diretriz 


Fig. 2 D 


Determinar a equação da cônica com excentricidade e = 2, cujo foco esta 
origem e cuja diretriz é dada por D: x = —3. 


SOLUÇÃO 

Pela Fig. 3, o ponto P = (x,y) pertence à cônica dada se e somente 
/ + у? 

\РР\/\РО| = 2, isto é i = 2,00 Vx! + y! = 6 + 2x. Elevando 
34x 

quadrado ambos os lados da última equação, temos 


X? + a? = 36 + 24x + 4x? 
ой 


Completando os quadrados, obtemos 


х2 + 8x + 16) — 12 = 3(16) — 36 
ou 
3(x + 42 — | 12; 
za (+4? 
isto é, Бена — — — 1. Portanto, a cônica é uma hipérbole com cem 
em (—4,0). 


Procedendo como no exemplo acima, podemos mostrar que uma có 
definida como na Definição 1, é uma elipse, uma parábola ou uma hiper 
(contanto que sua excentricidade seja positiva e que seu foco nào 


TEOREMA 1 
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situado sobre sua diretriz). De fato, temos o seguinte teorema cuja pros a 
passa a ser um exercício (problemas 22 a 24). 


Teorema das cônicas 

Suponha que uma cônica com foco F na origem e diretriz D: x = -d tenha 
excentricidade e, onde e e d são positivos. Então, exatamente uma das 
alternativas a seguir é válida: 


Casoi: e« lea cónica é uma elipse com equação. 
2 2 
(х= с)? y ed 
ES +l onde a= . 
a? b? l-e? 
ed = 
b=-— e e€=ya— 
Ле? 
y 


Caso 


e = 1 еа cônica é uma parábola com equação. 


4p(x + p) = 


Caso iii: e > 1 еа cônica é uma hipérbole com equação. 
Bra з 


а? y? 


be e 


& 


Considere o caso i do Teorema 1, no qual e < 1 e a cônica é uma elipse 


com equacáo 


Да gà 
& 9 a, onde c = J/ p. 


Esta elipse tem seu centro no ponto C = (c,0), um eixo maior horizontal. 
foco esquerdoF, = (c — c,0) = (0,0) e foco direito F, = (c + с,0) = (2c.0) (Fig. 
4). Portanto, o foco dado F realmente é o foco esquerdo F, da elipse. Já que a 
elip: simétrica em relação ao seu centro C, ela tem uma segunda diretrizD, 
tào distante à direita de C quanto a diretriz D dada inicialmente estava à 
esquerda de C; por isso, a segunda diretriz tem a equação Dy: x —2c +d. A 
segunda diretriz D, está relacionada com o segundo foco F, da mesma maneira 
que D está relacionada com F = F,. 

Considere o Caso ii do Teorema 1, no qual e = 1 e a cônica é uma 
parábola com equação 2d(x + 4/2) = у". Esta parábola tem seu vértice em 
(—d/2,0) e sua concavidade é para a direita. Seu foco está em (—d/2 + 4/2.0) 
= (0,0), e portanto coincide com F (Fig. 5). A parábola não tem segundo foco 

nem segunda diretriz. 


Djix-2c*d 


segunda 
diretriz 


EXEMPLOS 1 


D, D, y 


segunda 4 
diretriz 


«+? _ и 


=1 
a? b 


i 
Disx=d de Dix» d 
Fig. 6 


Considere o Caso iii do Teorema 1, no qual e > 1 e a cônica é u 
hipérbole com a equação 


(x с)? 


fa + 2, 


onde c = y 


Esta hipérbole tem seu centro no ponto C = (—c,0), eixo transver 
horizontal, foco esquerdo F, = (—c — ¢,0) = (—2c,0), e foco direito F. 
+ c,0) = (0,0) (Fig. 6). Portanto. o foco dado F na verdade é o foco direito F, 
da hipérbole. Uma vez que a hipérbole é simétrica com relação a seu cen: 
C, ela tem umasegunda diretriz D, relacionada com seu foco F, da mes: 
maneira que a diretriz D inicialmente dada está relacionada com o foco F- 
dado no início. Já que D, está situado exatamente a mesma distánciz 
esquerda de C como D está à direita, a equação de D, é Di; x = d ~ 2с 


Determine a equação da elipse com foco F na origem, diretriz D: x = —®з‹ 


excentricidade e = 2/3. Esboce o gráfico mostrando o segundo foco Р. е 
segunda diretriz D, correspondente. 


SoLuçÃão 

Utilizando o Caso i do Teorema 1 com e = ?/⁄ ed = 5/;, temos a = ed/11 
à = VS. с = ae = 2e aequaç, o é (x — 22/9 + 
é (2c,0) = (4,0) e, já que 
7 d = Uh, a segunda diretriz é Dy: x = !3/› (Fig. 7). 
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2 Determine a equação da cônica com excentricidade e = 1, diretriz D: x = —2 
e foco F na origem. Esboce o gráfico. 


SoLucáo 

Usando o Caso ii do Teorema 1 come = Led = 2, vemos que a cônica é uma 
parábola com equação 4(x + 1) = y” (Fig. 8). O foco está na origem e o vértice 
está no ponto (—1,0). 


3 Determine a equação da hipérbole com foco F na origem, diretriz D: x = -2è 
excentricidade e = 3. Esboce o gráfico mostrando o segundo foco F, e a 
segunda diretriz D, correspondente. 


SoLução 
Utilizando o Caso iii do Teorema 1 соте = УЗ, d = 2, temos a = ed/(e? — 1) 
= УЗ, b = ed/v/e? — 1 = V6. с = ae = 3, e a equação é (x + 3}/3 — у2/6 = 1. 


O centro da hipérbole é C = (—3,0), seu foco esquerdo é F. (-2c,0) = 
(—6,0) e seu foco direito é F, = F = 0 (Fig. 9). Como d — 2c = —4, a segunda 
diretriz, correspondendo ao foco F,. é Dr x = —4. 

Ë j у 


Fig. 9 Dyx- 


O Teorema | tem uma proposição inversa, que qualquer clipse. 
parábola ou hipérbole satisfaz a definição foco-diretriz-excentricidade de 
uma cônica (Definição 1). Isto é óbvio para a parábola em virtude de sua 
definição inicial; entretanto, é necessário um cálculo simples para determinar 
as diretrizes e a excentricidade de uma elipse ou de uma hipérbole. Na 
verdade, as equações do Caso i do Teorema 1 dão a = ed/(1 — eè) ec = ae. 
onde c = Va B7, e estas equações podem ser resolvidas рага е = dem 
termos de a, b e c, como se segue: 


— e? 
el e ай 42) - 4-5) 
а е е ! а 


ca 


Analogamente, as equações a = ed/(e? —1)е c = ae, onde c = Va? + b° 
do Caso iii podem ser resolvidas para e = d para obter-se e = c/ae d = bile 
(problema 29). 

_ Os cálculos precedentes fornecem uma base para as seguintes afirma- 
ções: 

1 Toda elipse tem duas diretrizes D, e D; (relacionadas com seus dois 

focos F, e Fa, respectivamente) e uma excentricidade e, com 0 < e < 
(Fig. 10). Se a elipse tiver semi-eixo maior a e semi-eixo menor ^ 
então a excentricidade será dada por e = cja, onde c = vw bea 
distância do centro C a cada foco. Cada diretriz está d unidades de seu 
foco correspondente, onde d = b2/c, e as diretrizes são perpendicula- 
res ao eixo maior. A distância do centro C a qualquer diretriz e 


b +b a 
Pq эке Sa TE 9. 
è e c 


EXEMPLOS 


D, 


Fig. 10 (А 


Fig. 11 


2 Toda hipérbole tem duas diretrizes D, e D, (relacionadas com 
dois focos F, e F,, respectivamente) e uma excentricidade e com e > 
(Fig. 11). Sc a distáncia do centro C da hipérbole a cada foco for 
unidades, e se V, e V; estiverem a a unidades do centro, então 
excentricidade é dada por e = с/а, onde c = Va? + b”. Cada direm 
está afastada de d unidades de seu foco correspondente, onde d = 
€ as diretrizes sào perpendiculares ao eixo maior. A distáncia 
centro C a cada diretriz é 


c-d=c-— 


unidades. 


Nos Exemplos 1 e 2, determine a excentricidade e as equações das dire! 
das cônicas dadas. Esboce o gráfico. 


A AE 2 
1 A elipse EY, Gr D° - 
à єл 9 Le 


SOLUÇÃO 
O eixo maior é vertical e o centro está em C = (2, — 1). O semi-eixo maiore c 
3,0 semi-eixo menor é b = 2e a distância do centro aos focos éc = 9 — £ 
VS. Por isso, a excentricidade é e = с/а = УЛ, e as diretrizes estão aa? с 
9/V3 unidades do centro. As equações das diretrizes são D;: у=-1 

(9/\/5) e Da: y = —1 +(9/A/Š) (Fig. 12). 


2 


2 A hipérbole (x y - 


9 
E 


Dy:y=-1+ 


š = x 


Fig. 12 


Fig. 13 


SOLUÇÃO 
O centro é C = (—1,0), a distância do centro aos vértices é a = 2, e a distância 


do centro aos focos é c = V/4 + 12 = 4. Logo. a excentricidade ée = c/a=2.e 
a distância do centro às diretrizes é a?/c 1. Então, as equações das 


diretrizes são D;x=-1-1=-2eD;x=-|+I= O(Fig. 13). 


Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas 1 a 6, utilize o Teorema 1 para determinar a equação da cônica cujo 

fisco F está na origem е cuja excentricidade e diretriz são dadas. Esboce o gráfico. 
3 Excentricidade e = 2/3, diretriz x 
2 Excentricidade e 

| 3 Excentricidade e 
4 Excentricidade e 
$ Excentricidade e = 


Nos problemas 7 a 16, determine a excentricidade e as equações das diretrizes 
mara cada cônica. 


9 `: + 9x*-18 


ER сох? + 36y? = 3600 PE 4. 1 


- Syz= 18 14 4x2— 3y? = 6(x + y) 


15 (x= 3 2 230— 2) 16 у2— 12у 42x 2-0 


17 Dada a conica x° + 12y* — 6x — 48у + 9 = 0: 
à Ache as coordenadas do centro. 
= Ache as coordenadas dos vértices. 
= Determine as equações das diretrizes. 

“+ Determine a excentricidade. 
21 Esboce o gráfico. 

18 4 exceção de pequenas perturbações, a órbita da Terra é uma elipse com o Solem 
um dos focos. A menor e a maior distância da Terra ao Sol tem uma razão 29/зо. 
Determine a excentricidade da órbita elíptica. 

19 Suponha que os focos de uma particular elipse se localizem na metade entre o 
centro e os vértices. 
ta) Determine a excentricidade. 

(b) Se o comprimento do eixo maior for 2a, determine o comprimento do eixo 
menor e a distância do centro às diretrizes. 
їс) Esboce o gráfico. 

20 Mostre que a excentricidade e da elipse cuja equação é Б? + ay? = а%?, a > b, 
satisfaz b? = aX1 — e”). 

21 Mostre que a excentricidade e da hipérbole cuja equação é bx? — a'y? = ab? 
satisfaz b? = ae! —1) 

22 Seja o foco F de uma cônica com excentricidade e > 0 localizado na origem e 
suponha que a diretriz é D: x = —d, onde d > 0. Usando a Definição | diretamente, 
prove que a equação cônica é (1 — e?x? — (2e*d)x + y? = е4. See = 1, mostre que 
esta equação se transforma em у? = d* + (2d)x. Se e + 1, mostre que a equação pode 
ser reescrita como 


йе ex = A + y? 


23 Determine as equações das diretrizes da elipse cuja equação é 


2 
LN 


onde a >b > 0. 


b 


24 Usando os resultados no problema 22, prove o Teorema 1. 
Sendo a > b > 0, mostre que, se b? > k > 0, a elipse tendo a equação 


y 
D 


tem seus focos nos pontos (—V/a? — $7,0) e (V/a? — 57,0). Determine as equações 
das diretrizes desta elipse. 

26 O som cruza o ar com velocidade s, e um projétil viaja com velocidade b de um 
revólver em (—,0) para um alvo em (4,0) no plano xy. Em que pontos (х,у) podem 
ser ouvidos simultaneamente o estrondo do revólver disparando e o barulho do 
projétil perfurando o alvo? 

27 Se as duas diretrizes de uma elipse são consideradas fixas e a excentricidade é 
diminuída. que acontece com a forma da elip: 

28 Se as duas diretrizes de uma hipérbole consideradas fixas e a excentricidade é 
aumentada, o que ocorre com a forma 

29 (a) Suponha que a > 0e b > 0. Façac = 

direto, mostre que ed/(e? — 1) = a e que ed/v/e 
(b) Suponha que e > 1 ed > 0. Faça a = edi(e? — 1), b АДИ T-léc- 
Мат + D. Pelo cálculo direto, mostre que c/a = e e que bic = 


= Бес. Pelo cálculo 


Conjunto de Problemas de Revisão 


Nos problemas 1 a 10, determine a equação do círculo que satisfaz as condições 
as 


1 e 17.3) são pontos extremos do diámetro. 
2 Centro em (4.—1) e contendo o ponto (—1,3). 


APENA E TENRA S КЕБ We Кыз ЧОРА 


5 Centro está no eixo x e contém os pontos (0,4) e (6,8). 
% Tangente ao eixo y e contendo os pontos (16,12) e (2,2). 
* Tangente a ambos os eixos e contendo.p ponto (18,25). 
$ Centro em (-2,4) e tangente à retax — y -6 = 0. 24,336 
$ Contendo os pontos (1,2), (3,1) e (-3,— 1). 

8 Contendo os pontos (—4,—3), (—1,—7) e (0,0). 


EI Determine as equações da reta tangente e da reta normal aos seguintes círculos nos 
pontos dados. 


a) x* + y! = 25em(— 


-4) (b) (x — 4 + (y — 1)? = 9em(7.1) 


12 Determine as dimensões do retângulo de área máxima que pode ser inscrito num 
semicírculo de raio 4. 


Nos problemas 13 a 18, determine a equação da elipse que satisfaz as condições 
LI 


EB Centro em (0,0), um vértice em (5.0) e um foco em (3,0). 
34 Centro em (0,0), contendo os pontos (4,3) e (6,2) e com eixo maior no eixo x. 


105 Eixo maior 16, eixo menor 8, centro na origem e vértice no eixo y. 


B$ Eixo maior 20, eixo menor 12, centro na origem e vértice no eixo x. 
17 Vértices em (0,0), (10,0) e focos em (1,0) e (9.0). 
18 Focos em (3,-2) e (9,—2), eixo menor 8. 
Nos problemas 19 a 23, determine as coordenadas do centro, dos vértices e dos 
fixos de cada elipse. Ache também a excentricidade e as equações das diretrizes. 


1 20 144x? + 169? = 24.336 


11 эх? + 25y? 18x — 50у — 191 0 
13 I? — 4y? + 72x — 48y + 144 = 0 


34 Determine as equações da tangente e da normal à elipse x° + 3y? = 21 no ponto 


22 3х? + 4y? — 28x — 16y +48 = 0 


15 Em que ponto(s) da elipse 16x? + 9y? = 400, y decresce na mesma razão com que x 
cresce? 

Æ A base inferior de um trapézio isósceles está sobre o eixo maior de uma elipse; os 
extremos da base superior são pontos da elipse. Mostre que o comprimento da base 
superior do trapézio de área máxima é a metade do comprimento da base inferio 

T Reduza cada uma das equações a seguir a equações de uma elipse numa forma mais 
simples, utilizando uma translação adequada. 


a) 16x? + у2 — 32x + 4y - 44 = 0 


(b) 9х2 + 4y? + 36x — 24y — 252 = 0 


33 UmpontoP se move de modo que o produto das inclinações dos segmentos lineares 
PQ e PR, onde Q = (3,-2) e R = (-2,1), seja —6. Determine a equação da curva 
descrita por P e esboce-a. 

JB Um arco na forma de uma semi-elipse tem um vão de 150 metros e uma altura 
máxima de 45 metros. Existem dois suportes verticais eqüidistantes entre si e aos 
extremos do arco. Determine suas alturas. 

Nos problemas 30 a 34, determine a equação da hipérbole que satisfaz as condi- 
gies dadas. 

Æ Vértices em (3,—6), (3,6) e focos em (3,—10) e (3,10). 

M Vértices ет (-2,3), (6,3) e um foco em (7,3). 

Æ Contendo o ponto (1,1) e com assíntotas de equações y = —2x e y = 2x. 

3B Centro em (0,0), eixo transverso sobre o eixo y, comprimento do/atus rectum 36 e 
distância entre seus focos 24. 

34 Centro em (0,0), um foco em (8,0) e um vértice em (6,0). 

Nos problemas 35 a 39, determine as coordenadas do centro, dos vérti 


focos de cada hipérbole. Ache também a excentricidade e as equações das as 
Estoce o gráfico. 


E 02-932 = 72 36 y 


3 16x? — 9y? — 96x = 0 39 4y? — x! — 24y + 2x + 34 = 0 


48 Determine as equações das tangentes à hipérbole x? — y? + 16 = 0 que são 
perpendiculares à reta 5x + 3y — 15 = 0. 

& Determine as equações da reta tangente e normal à hipérbole x? — 8y* = 1 no ponto 
3.1). 

< Ache os pontos da hipérbole x? — y? — 16 = 0 que estão mais próximos do ponto 
10.6). 

48 Um ponto se desloca na hipérbolex? — 4y* = 20 de tal modo quex cresce na razão de 


3 unidades por segundo. Determine a razão na qual y varia quando o ponto móvel 
tento raia? ar. 


— 9x? = 54 37 x! - 4y? + Ax + 24y — A8 = 0 


34 Dois pontos estão afastados 2000 metros. Em um desses pontos o detonar de um 


di 
4: 
4 
4 
4 


El 


48 Foco em (6,—2) e cuja diretriz é a reta x — 2 


canháo é ouvido I segundo mais tarde que no outro. Por meio da definição de uma. 
hipérbole, mostre que o canhão está em algum lugar numa certa hipérbole e escreva 
sua equação depois de fazer uma escolha adequada de eixos. (Considere a veloci- 
dade do som como sendo 1100 m/s.) 
Nos problemas 45 a 48, determine a equação da parábola que satisfaz as condições 
adas. Esboce o gráfico. 
5 Vértice em (0,0), foco no eixo x e contendo о ponto (-2,6). 
6 Contendo os pontos (—2,1), (1,2) e (—1,3) e cujo eixo é paralelo ao eixo x. 
7 Vértice em (2,3), contendo o ponto (4.5) e cujo eixo é paralelo ao eixo y. 
0. 


9 Determine a equação do círculo que contém o vértice e os extremos dolatus rectum 
da parábola y? = 8x. 

0 Determine as equações das retas tangente e normal das parábolas a seguir nos 
pontos indicados. 


(а) y? + 5x = 0em(-5,5) (b) 4y — 8 + 16x — x?em(1,22) 


1 Determine as dimensóes do retángulo de área máxima que pode ser inscrito no 
segmento da parábola x* = 24y interceptado pela reta y = 6. 


52 Mostre que a reta que passa pelo foco da parábola y2 = 24x e pelo ponto onde a 


tangente à parábola no ponto (24,24) corta o-eixo y é perpendicular à tangente. 


53 Em que ponto do gráfico da parábola y = 4 + 2x — x está a reta tangente paralela à 


reta 2x + y — 6 = 0? 


54 Uma parábola cujo cixoé paralelo ao eixo y contéma origem eé tangente à reta cuja 


equação é x — 2y = 8 no ponto (20,6). Qual é a equação da parábola? Esboce o 
gráfico. 


55 O cabo de uma ponte pénsil tem a forma de uma parábola e o peso do leito da estrada 


suspensa (junto com o do cabo) é uniforme e distribuído horizontalmente. Suponha 
que as torres da tal ponte estão afastadas 240 metros e têm 60 metros de altura, e que 
a ponta mais baixa do cabo está 20 metros а da estrada. Determine a distância 
vertical, a partir da rodovia, aos cabos em intervalos de 20 metros. 


56 Sabemos que a excentricidade e = c/a < 1 paraa elipse x*/a? + y?jb? = 1, onde c? = 


a? — b*. Assim sendo, quando e se torna cada vez mais próximo de zero, c/a = e se 
aproxima de zero; por isso c*/a* tende a zero, de modo que a se aproxima de b. (Por 
quê?) Qual é a forma da elipse na quala e b estão próximos em valor? Qual a forma 
зе а = b? Isto dá uma indicação de como definir uma cônica com excentricidade e = 
0? Use esquemas e exemplos para responder essas perguntas. 


57 Suponha quee, é a excentricidade da hipérbole x?/a? — yib? = | e e,é a excentrici- 


dade da hipérbole y?/b? — x*/a? = 1, Prove que l/e;? + 1/e? = 1 


DEFINIÇÃO 1 


EXEMPLO 


ANTIDIFERENCIAÇÃO, 


EQUAÇÕES DIFERÊNCIAIS E 
ÁREA 


Nos capítulos anteriores vimos que a diferenciação tem aplicações em 
problemas estendendo-se desde a área da geometria e da física até a área dos 
negócios e economia. No capítulo presente introduzimos a antidiferencia- 
ção, que inverte o processo de diferenciação e permite-nos encontrar todas as 
funções que têm uma dada função como derivada. Provamos como aantidife- 
renciação permite-nos solucionar equações diferenciaissimples e relaciona- 
mos a anti о ao problema de calcular a área de regiões do plano xy. 
nto introduzimos a idéia de diferenciais 
rencial será útil para a antidiferenciação. 


uma vez que a notação dij 


Diferenciais 


Na Seção 2.1 do Cap. 2 introduzimos a notação de Leibniz dy/dx para a 
derivada: contudo fomos cuidadosos em mostrar que dy/dx nào deve ser 
visto como uma fração em que o "numerador"' dy e o “denominador” dx são 
dados com significados distintos. A seguir daremos esse significado para as 
chamadas “diferenciais dx e dy. 

O próprio Leibniz visualizou dx e dy como sendo infinitésimos. 
quantidades que, embora sejam náo-nulas, são menores em magnitude do que 
qualquer quantidade finita. Ele imaginou que, no limite, Ax e Av, de alguma 
forma, tornam-se "quantidades infinitesimais"' dx e dy, respectivamente. de 
modo que o quociente de diferenças Ay/Ax torna-se a derivadady/dx. O ponto 
de vista de Leibniz tem persistido e, ainda hoje. alguns matemáticos e a 
maioria dos engenheiros e cientistas preferem pensar em dx e dy como 
“infinitésimos”” 

Parte do conceito de Leibniz pode ser preservado visualizando-se dy/dx 
como sendo realmente uma razào. se náode infinitésimos, entáo de diferen- 
ciais dy e dx, e reescrevendo a equação dy/dx = f'(x) como dy = f(x) dx. A 
última equação servirá como uma definição para o diferencial dy, contanto 
que um significado apropriado possa ser dado ao diferencial dx. Isto é 
complementado pela definição a seguir. 


sto é. 


ja fuma função e sejam x e y variáveis relacionadas por 
a diferencial dx é uma quantidade que pode tomar (ou designar) qualquer 
valor em (2. Se x é um número qualquer do domínio de f рага o qual fix) 
existe. a diferencial de dv é definida por 


dy = f'(x) dx. 
Sev = f(x) = 3х2 — 2x + 1. ache dy. 


Solução 


EXEMPLOS 1 


Observe a distinção entre a diferencial dx da variável independente zı 
diferencial dy da variável dependente y. Visto que dx pode assumir qua 
valor, o valor de dy depende dex e dx (sem mencionar f). Assim, no ex: 
acima. quando x Le dx = 0,002. temos dy = (6 — 2) (0.002) = 0.08. 

A Fig. | dá a dy uma interpretação geométrica e compara-o coa 
Aqui. supomos que f é diferenciável em x,. tomamos dx = Ах, e apre: 
mos Ах como um incremento no valor de x de x, até x, + Ax. Assim y 
v ão correspondente no valor de y de Дх) até f(x, + Ax), como se 
ver. percorrendo o gráfico de f. Contudo, desde que f'(x,) é o coefica 
angular da reta tangente ao gráfico def em (xi fn). segue-se que ds = ^ 
dx dá o incremento correspondente no valor de y, determinado seguindo 
direção da reta tangente. 

Da Fig. 1. está claro que dy é uma boa aproximação para Ay, desde 
dx = Ax e que Ax seja suficientemente pequeno. Uma afirmação precisa 
prova de que dy = Ay se dx = Ax e Ar é “pequeno” podem ser ca 
usando-se o teorema da aproximação linear da Seção 7 do Cap. 2. (Probi 
32) 


reta tangente 


Fig. 1 


Seja y = fix) = 3x? — 2x + 4 e faça x, = l, dx = Ах = 0.02. 
(a) Calcule Ay = f(x, + Ax) — f(x) exatamente, 

(b) Faça uma estimativa de Ay usando dy = f(x) dx e 

(c) Determine o erro Ay — dy cometido nessa aproximação 


Solução 
(а) /(х,)= 701) = 3(1)2 -20)-4-5 е f(x + Ах) = (UE 
3(1,02)2 — 2(1,02) + 4 = 5,0812; então, Лу = 50812 — 5 = 00812 
(b) Como f'(x) = 6x — 2, segue-se que 
dy= f(x) dx = f'(1) Ax = [6(1) — 2](0,02) = 0,08. 
(с) Oerroé dado por Ду — dy = 0,0812 — 0,08 = 0,0012. 


Use diferenciais para estimar 3/35. 
SOLUÇÃO 
Seja y = Vx e seja Ay a variação no valor de y, causado. pelo decréscimo de z 
de 36 para 35. Tome dx = Ax = 36 — 35 = |. Assim, 33 = 36 + Ay =6 = 
dy d 1 
Ay. Desdeque L... T] 

dx dx 24% 


dyjdx = 14(2,/36) = 1. Assim, 


segue-se que, quandox = 36, teremos 


въ, 


T Y as 


Ay x dy 


——— UP (IO aa — — 


asp) le 
| 


então ,/35 = 6 + Ay = 6 — 15 ~ 5,9167. 


O raio de uma esfera de aço mede 1,5 centímetros e sabe-se que o erro 
cometido na sua medição nào excede 0.1 centímetros. O volume da esfera е 
calculado a partir da medida de seu raio usando-se a fórmula V = Ya mr 
Estime o erro possível no cálculo do volume. 


SOLUÇÃO 

O valor real do raio é 1,5 + Ar, onde Ar é o erro de medida. Sabemos que |à 

= 0,1. O valor verdadeiro do volume é Ya т (1,5 + Ar)*, enquanto o valor do 
volume calculado do raio medido é Ya = (1,5). A diferença AV = 4/3 zr (1,5 + 

Ar)? — 4/3 m (1,5) representa o erro no cálculo do volume. Colocamos dr = Ar 
e estimamos AV por dV como se segue. Observe que 


dV d 
dr dr 
Conseqüentemente 
V V 
Ary E dr= Ear = 4nr? Ar = 4m(1,5)? Ar = 9n Ar. 
dr dr 
Portanto, |AV| = 9 7r Ar| = 9 т |Ar| = 9 (0,1) = 0,9 т, e então oerro possível é 


limitado em valor absoluto por cerca de 0,97 = 2,8 centímetros cúbicos. 


Use diferenciais para achar o volume aproximado de uma camada cilíndrica 
circular (Fig. 2) de 6 centímetros de altura cujo raio interno mede 2 centíme- 
tros e cuja espessura é de 1/10 centímetro. 


* SOLUÇÃO 


O volume de um cilindro circular reto é igual à sua altura vezes a área da base. 
Se V denota o volume de um cilindro (sólido) de altura 6 centímetros e raio r, 
então V = 6777. A Fig. 2 mostra um cilindro de 6 centímetros de altura e raio 
2 centímetros, dentro de um cilindro maior de altura 6 centímetros e raio r + 
Ar = 2 + 1/10 = 2,1 centímetros. A diferença AV no volume desses dois 
cilindros é o volume procurado da camada. Fazemos dr = Ar = 1/10е usamos 
a aproximação 
ë 
dV d 


AV x dV HE dre T (62r?) dr = 12лг dr = 12n(2)15) = 2n. 


Assim, o volume da camada é aproximadamente 4? z 7,5 centímetros 
cúbicos. 


1.1 Fórmulas envolvendo diferenciais 


Desde que dy х, segue-se que todas as fórmulas que dão а deri- 


dy н а — " 
vada d podem ser convertidas em uma fórmula que dá a diferencial Jy 
y 


simplesmente multiplicando a derivada pela diferencial dx. Por exemplo. se y 


—u-tv,entào — = g: + ELA portanto dy = E + | dx = du + dr. isto 
dx dx dx dx d 

€, d(u + v) = du + dv. Na tabela seguinte, algumas dasfórmulas clássicas para 

derivadas foram convertidas em fórmulas para diferenciais. Nessas fórmulas. 

u e v são funções de x supostas diferenciáveis, e c representa uma função 

constante ou um número constante. Também n representa um expoente 


. CALCULO 


Derivadas Diferenciais 
p I de=0 
2 H аси) = c du 
3 a. [nm 2 = du + d 
É de de (и + v) = du + de 
l dv, d 
4 dia) = de +b T IV d(uo) = u de + c du 
af) mem 
5 e) _ dx E de " a(s) ойи идо 
di v. v 
6 VI qu") = meto! du 
7 VIL d(cu*) = neu" ! du 
] МҮШ dev) = nez"! dx 


EXEMPLOS 1 Sejay = 47x3 — 21x? + 3x7. Ache dy. | 
SoLucáo 
ду = 141x? dx — 42x dx — Зх? dx ou dy = (141x? — 42x — 3x 34 
2 Ѕејау = VI — х5. Ache dy. 


SOLUÇÃO 


3 Sejamx ey funções de uma terceira variável z e suponha que x? + 4x?y + y?’ = 
2. Ache a relação entre dx e dy. 


SoLucAo 
"Tomando as diferenciais” em ambos os lados da equação dada temos 


dlx? + Ау + у) = 40) =0 ou d(x?) + 4d(x?y) + 47) = 0. 
Mais ainda, como d(x?) = 3x? dx,d(x2y) = x? dy + y d(x?) 
= х? dy + yx dx), е d(y?) = 3y? dy, segue-se que 
3x? dx + 4x? dy + 8yx dx + 3y! dy = 0 
ou 
(3х? + 8yx) dx + (4х2 + Зу?) dy = 0. 


1.2 Uma observacáo sobre diferenciais e a regra da cadeia 


Suponha que « é uma função dev e que. por outro lado, v é uma função à 
e ЇЗ» namna RN dos ternas 


ANTIDIFERENCIAGAO, EQUAÇÕES DIFERENCIAIS E AREA 


de _ dude 
. dx аах 


desde que as derivadas du/dv e dv/dx existam. Vemos na Seção 4 do Cap I 


que a not 


o de Leibniz torna a regra da cadeia — um fato importante e um 


tanto profundo — óbvia. Agora que du/dx, duldv e deldx são realmente 


frações. vamos relegar a regra da 


adeia a uma trivialidade algébrica? A 


resposta é sempre não, desde que a diferencial dv em du/dvé a diferencial de г 
visto como uma variável independente (da qual depende u), enquanto a 
diferencial dv em dv/dx é a diferencial de v vista como uma variável depen- 


dente (dependendo. de 


š r di du de 
e dv em defdx, não podemos concluir que 4 — CU С 


dx dv dx 


o, dex). Devido a essa distinção entre dr em du dr 


— apenas no plano 


algébrico é a regra da cadeia que justifica a manipulação algébrica, sendo que 


a recíproca não é verdadeira. —— 
Em cálculos ocasionais com di 
distinção entre diferen: 


renciais, náo nos preocupamos com a 
ais de variáveis dependentes e independentes. Mila- 


grosamente, esta falta de cuidado raramente causa alguma dificuldade. O 
“milagre”, de fato. é realmente a regra da cadeia! 


Conjunto de Problemas 1 


Nos problemas de 1 a 6, faça dx igual a um dado valor de Axe use o valor indicado 
de = para calcular (а) Ду = Дх, + Ax) — Дх), (b) dy = G) dx e (c) Ay — dv. 


WS + definida por y = 3* + 1, x; = lex = 0,1. 

2° definida por y = —5x* + х, x; = 2, ex = 0,02. 

З: definida por y = 2 + áx + 1, x; = 2, e A = 0,4. 
edenda рогу = 2 5x ml ex = 005; 

9: definida por y = ух, = 9, ex = —1. 


My < definida por y 


3 Su =3,ex 


x 


x Nos problemas de 7 a 14, ache dy em termos de x e dx 


Nos problemas de 23 a 31, suponha que x e y são funções de t que estão relaciona- 


se mostra. Ache a relação entre dx e dy ““tomando diferenciais”” em ambos os 
de cada equação. 


3—х? = 
Ta-5-dx xd 8 y = 9 у= ./9— 3х? 
E 
„2 19-3 ij E 13 /3х +1 
Vx+3 š Nx: Io wn 
Nos problemas de 15 a 22, use diferenciais para aproximar cada expansáo 
16 428 17 4 
1 3.23 
== 21/0041 
531 > 


18 275 
22 4/0,000063 
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26 x y! = 4 


29 2:8 + 5у = 13 + 4xy2— xy 


32 Suponha que f é uma função diferenciável em.x, e que x, + Ах pertence ao domínio 
def. Tome dx = Ax, dy = f'(x dx. Use v teorema da aproximação linear (Seção 7 do 
Cap. 2. Teorema 1) para provar que dy é uma boa aproximação para Ау = fix, + Ax) 
= fixı) desde que Ах seja suficientemente pequeno. (Sugestão: No teorema da 
aproximação linear, faça x = x, + Ах = x, + dx). 

33 Ache o volume aproximado de uma camada esférica cujo raio interno é de 3 
centímetros e cuja espessura é de 3/3» centímetros. 

34 O volume de uma esfera de raior é V = “agr! Observe quedV/dr = 4m ?. A área de 
superfície de uma esfera de raioré A = 47r*. É apenas um “acidente” que a mesma 
expressão, 4 т r*. aparece como dV/dr e como A? 

35 O lado de um cubo é medido tendo 10 centímetros e com um possível erro de 0.02 
centímetros. Use diferenciais para achar uma aproximação por excesso para o erro 
envolvido no cálculo de um volume de 10! = 1000 centímetros cúbicos. 

36 A região entre dois círculos concéntricos no plano é chamada deánulo. Ache: 
(а) A área de um ánulo de raio interno 5 centímetros e raio externo “3/16 centime- 

tros 
(b) Uma aproximação para a área exata encontrada na parte (a) pelo uso de 
diferenciais. 
(c) O erro envolvido na aproximação acima. 

37 A altura de um certo cone circular reto é constante e igual a 2 metros. Se o raio de 
sua base é aumentado de 100 centímetros para 105 centímetros, ache o crescimento 
aproximado no volume do cone. 

38 Uma partícula move-se ao longo de uma linha reta segundo a equaçãos = Vaf* — 2r 
+ 3, onde t é o tempo decorrido em segundos e s é a distância orientada, medida em 
metros, da origem até a partícula. Ache a distância aproximada coberta pela 
partícula no intervalo de f = 2 até £ = 2.1 segundos. 

39 Aproximadamente quantos centímetros cúbicos de lâmina de cromo precisam ser 
aplicados para cobrir a superfície lateral de uma barra cilíndrica de raio 2,34 
centímetros até uma espessura de 0,01 centímetros, se a barra tem 30 centímetros 
de comprimento? 

40 O periodo de oscilação de um péndulo de comprimento L unidades é dado por T = 2 
т Ук, onde g é a aceleração da gravidade em unidades de comprimento por 
segundo e T está em segundos. Ache a percentagem aproximada que o pêndulo de 
um relógio de pé terá se alongado se o relógio adianta 3 minutos em 24 horas. 

41 A força atrativa entre partículas elétricas de cargas opostas é dada por F = АДЗ, 
onde x é a distância entre as partículas ek é uma certa constante. Se x cresce de 2% . 
ache a porcentagem aproximada de decréscimo de F. 

42 О preço total em cruzeiros de produção de x brinquedos é 

a 3x? 
= == + Их + 75, e cada brinquedo é vendido a CR$ 10,00, 
15000 100 
(a) Ache o lucro total em funçào de x. 
(b) Ache dP em termos de x e dx. 
(c) Quando o nível de produção varia de x = 350 para x = 355, qual é a variação 
aproximada em P? 
43 Alei de expansão adiabática de um certo gás é PV! = C, onde V é o volume do gás, 


P é a pressão do gás e C é uma constante. Deduza a equação 4P_ y — 174dV - 
P Y 


2 Antiderivadas 


Na matem 


28 x! + xy + 3y2 = 51 


31 3 y! = Yx y 


ica aplicada ocorre freqüentemente conhecermos a der 
de uma função e desejarmos encontrar a própria fun 


ão. Por exe: 


podemos conhecer a velocidade ds/dt de uma partícula e precisarmos е 
trar a equação do movimentos = ft). ou podemos querer achar a função u 


de um certo produto quando conhecemos a margem de lucro. As sol 
desses problemas necessitam que se "'desfaca" a operação de diferenc: 


isto é, somos forçados aanti diferenciar. 


Se f e g são duas funções tais que g' = f, dizemos que g é uma алт 


vada def. Assim, g(x) 
Se C é uma constante 


desde aue o eráfico de v = ү? + C & nido nel 


эзи... 


?éumaantiderivada de f(x), desde que D (v) = 
ntào a função definida por y i 
antiderivada de f, desde que D, (x? + C) = 2x. [sto é geometri 


x? + C é também 


ЭЕ Z ws s TUBAE cpu nex ova OPTIMA 


Definição 1 


EXEMPLO 


EXEMPLO 


As retas 
tangentes 
têm a mesma 
inclinação m = 2x 


-x 


Fig. 1 


verticalmente de C unidades, e isso nào muda a inclinação da reta tangente 
para um dado valor de x. (Fig. 1). 
Geralmente, definem-se antiderivadas da seguinte maneira: 


Antiderivada 

Uma função g é dita uma antiderivada de uma função / sobre um 
conjunto de números / se g'(x) = Дх) para todos os valores de x em 1. O 
procedimento para achar antiderivadas é chamado antidiferenciagdo. 

Se afirmamos que g é uma antiderivada de f sem mencionar explicita- 
mente o conjunto / da Definição 1. então fica entendido que I é todo o 
domínio de f, tal que g'(x) = ftx) vale para todos os valores dex no domínio de 


I z 
Prove que g(x) E é uma antiderivada de f(x) = (х => 
SOLUÇÃO 
a (10) (x+ 1) _ 
gx) х1) 


Observe que. se g é ита antiderivada de f sobre um conjunto /, entào 
também 0 ég + С, onde C é uma constante qualquer. A razão é que, se D ,g(x) 
= fix), então D,[g(x) + C] = Digt) + D ,C = fix) + 0 = fix). Portanto, logo 
que achamos uma antiderivada g de uma funçào f, temos automaticamente 
um infinito de antiderivadas de f. a saber, todas as funções da formag + C. 
onde C é uma constante arbitrária. 


E 1 

Sabendo-se g(x) = é antiderivada d х) =——. ache 
o-se g( is éumaantiderivadade f(x) ПЕ ТП 
um número infinito de antiderivadas de f 
SOLUÇÃO 
Seja C uma constante arbitrária, e definida h = g + С; isto é, 
de E A 
lex l4 


Quaisquer dessas fungóes # é uma antiderivada de f. Desde que a 


TEOREMA 1 


TEOREMA 2 


EXEMPLO 


CÁLCULO 


função constante é uma antiderivada da função пша. Os importantes teore: 
mas a seguir provam, inversamente, que as funções constantes são as única 
antiderivadas da função nula. 


Antidiferenciação da função nula 
Seja g uma função tal que g'(x) = 0 vale para todos os valores de x ея 
algum intervalo aberto /. Então g tem um valor constante em /. 


PROVA 

E suficiente provar que o valor de g em um número a em é o mesmo valor de 
& em qualquer outro ponto b em /. Pelo Teorema do Valor Médio (Cap. š 
Seção 1.2), existe um número C entre a e b tal que 


(Б) — gla) = g'(c)b — а) = 0(b — a) = 0. 


Assim, g(a) = g(b), e o teorema está provado. 

O teorema seguinte, que é uma conseqüéncia direta do Teorema 1, nos 
mostra como encontrar todas as antiderivadas de uma função em um inter- 
valo aberto, desde que se conheça uma dessas antiderivadas. 


Antidiferenciação em um intervalo aberto 

Suponha que g é uma antiderivada da fun: 
Então uma função ñ com domínio / é uma antider 
seh — g + € para alguma constante C. 


ão f no intervalo aberto 1 
vada de fem se e somente 


PROVA N 

Seh = g + C, entüo A" f. então ñ é uma antiderivada de f em / 
Inversamente, suponha que Л é uma antiderivada de f em /. Então a função ж 
— g satisfaz (h — g) = h' — g' = f — f = 0 no intervalo aberto Z. Segue do 
Teorema 1 que existe uma constante C tal queh- g = С; istoé,h=g+C 


Dado que a função g(x) = ax? é uma antiderivada da função fix) = x, ache 
todas as antiderivadas de f. 


SOLUÇÃO 


Aqui, o intervalo / é R. Pelo Teorema 2, as antiderivadas def são todas 2+ 
funções A da forma h(x) = 1/2 xš + C, onde C é uma constante. 


2.1 Notação para antiderivadas 

As antiderivadas são tradicionalmente escritas usando-se um simbe- 
lismo especial que tem algumas das vantagens da notação de Leibniz para 
derivadas e que, de fato, foi usado pelo próprio Leibniz. O simbolismo pode 
ser compreendido pensando-se na diferencial dy como uma “porção infinite- 
simal de y" e imaginando que y é a soma de todos esses infinitos. Leibniz usou 


uma letras estilizada. escrita. ү} para tais "somatórios"", tal que y = IL 


simbolizar a idéia de que "y é a soma de todas suas diferenciais individuais 
Johann Bernoulli, um contemporáneo de Leibniz, sugeriu que o processo де 
reunir infinitésimos de forma a se ter uma quantidade inteira ou completa. 


como expresso por y = I dy, deva ser convenientemente chamado de 
integração ao invés de somatório. 


Á sugestão de Bernoulli é aceita. Daí, o símbolo fe referido como e 
sinal de integral. 

Agora suponha que g é a antiderivada def, talqueg' = f. Setomamosy = 
в(х), então dy = g'(x) dx = f(x) dx, tal que 


y= | dy= ( f(x)dx; istoé, g(x)= | f(x)dx. 


Se C é uma camada constante qualquer, então 8(x) + C é também uma 
antiderivada de f. Portanto, damos a seguinte definicão. 


DEFINIÇÃO 2 Notação para integral de antiderivadas 


EXEMPLOS 


+A notação [oas = g(x) + C. onde C denota uma constante arbitraria 


significa que a função g é uma antiderivada da função f, tal que g'(x) = fixi 
vale para todos os valores de x no domínio de f. 
Naturalmente, se / é um conjunto de nümeros, a afirmativa de que 


хах = gx) + C em 1 (oupara x em1)significa que g é uma antiderivada de 
f eml. Na Definição 2 a constante С é chamada a constante de integração. o 
símbolo | é chamado de sinal da integral, e a funcáof (ou аехргеѕѕао/ х) | é 
chamada integrando da expressão f fix)dx. Também dizemos que f(x) está 
sob o sinal da integral na expressão | хах. O processo para calcular 
Jix)dx, isto é, para achar g(x) + С, é chamado integração indefinida. O 


adjetivo “indefinida” é presumivelmente usado porque a constante C po- 
de assumir qualquer valor e portanto não é decididamente determinada 


pela função f. Por causa da natureza arbitrária da função C, Em a 


qual é chamada integral indefinida da funçào f, nào representa uma quanti- 
dade particular ou função: portanto, deve-se tomar cuidado ao se manipular 
essa expressão, 


Para se verificar uma afirmativa da forma | Дїх)йх = gix) + C (ou 
f(x)dx = у(х) + C em I). é necessário apenas verificar que р'(х) = f(x) 


para todos os valores de x no domínio def (ou para todos os valores dex em/). 


Verifique as equações dadas. 
' [2 dx= x+ C 
SoLução `, 
Db) = 
2 |dx=x+C 


SOLUÇÃO 


| d 

2.2 Regras básicas para antidiferenciação 
Já que a antidiferenciação (ou integração indefinida) “inverte” a dife- 
renciagáo, cada regra ou fórmula de diferenciação fornecerá uma regra cor- 


respondente para antidiferenciação quando “lida para trás”. Algumas dessas 
regras são como se segue. 


Í 1 dx = x + C. portanto Р(х) = 1. 


Regras básicas para Antidiferenciaçào 


1 D, | f(x) dx = f(x). 


2 ро) f(x) + C. 


3 [ix- x+ C 
4 Regrada Potência: Sen é umnúmeroracional diferente de — 1.ёпідо 


s ee 


EXEMPLO 


EXEMPLOS 
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5 Regra de Homogeneidade: Se а é uma constante, entào 


| af 6) dx = a | f(x) dx. 
6 Regra de Adição: | [f(x) + g(x)] dx = | f(x) dx + | g(x) dx. 


7 Regra da linearidade: | [а f(x) + az g(x)] dx = ai | fe) dx + a: | 
g(x) dx sea, e a» são constantes. 


8 Regra Geral da Linearidade: se a, а›,..., Am São constantes. 
então 


Пал) + a, f(x) + ==: + am ful] dx 


= a, | fi) dx + as | f) de += + an | fo) as 


Todas as oito regras básicas valem em qualquer conjunto escolhido de; 
números / desde que as funções envolvidas tenham antiderivadas em / | 


Use as regras básicas para calcular Í (5x + /x — 7) dx. 


SoLUCAO 


[6x /x7) 4х = [хах f/x dx + | (7) dx (Regra @ 


12 dx — 7 [dx (Regra 3i 


xia 


«Jt 


+ с.) —1(х + С) (Reg 


onde С = 5C, + C, – 7С. 


Na prática, quando as regras básicas são usadas para antidifere: 
(isto é, para calcular integrais indefinidas), as constantes individuais 
integração que aparecem são imediatamente combinadas em uma única 
tante. Assim, as soluções dadas acima podem ser geralmente coordenadas 
seguinte maneira; 


[ (5х + у 7)4х = 5 f x dx + | x"? dx — 7 | ax 
= $2 440 - Tx +С. 
Calcule as antiderivadas dada . 


px* 30745 
1 = z:— A 
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SoLUÇÃO 
ЕЕС vig a dg А , 
axe [est a) de= [theses 


= fx? dx +3 | dx + s [x7 dx 


_ 
T^ 


2 | ox y 1} dy 
SoLuçÃo 


[Gy + 0? dy = о + 1)? dy = [ 09? 2,59 +1) dy 


= [599 ay e 2 | y9 dy + [dy 


їз уз зуз 
=ч +2, FG 
* 3 


2.3 Mudança de variável (substituição) 
Para se calcular | x (x? + 5)!% dx usando-se somente as regras básicas, 


é necessário expandir (x? + 5)' pelo teorema binomial, multiplicar por x, e 
então antidiferenciar a expressão resultante termo a termo usando a regra 
geral da linearidade. O cálculo requerido será mínimo, bastante tedioso. 
Felizmente há uma maneira simples de proceder, denominada '*mudanca de 
variável”, dex para uma nova variávelu =x? + 5. Observe que, seu =x? + 5, 
então temos du = 2xdx, ou хах = Ya du e 


Í x(x? + 5)'9% dy = | (х2 + SP dx = | umm i du = 


A substituição de u =x? + 5 na expressão anterior dá 


2 + 5)101 


[ifi 100 
! x(x? + 5)" dx 202 


+E 


_ O método aqui ilustrado é chamado mudança de variável ou substitui- 
ção. 

Há mais que ser visto nos cálculos acima, desde que a notação integral 
resumiu o que de outra forma poderá ser um complicado argumento (usando a 
regra da cadeia) em cálculos simples. Da mesma forma que as regras básicas 
idiferenciacào são obtidas "lendo-se as regras básicas para a 
io de trás para frente", o método de substituição (ou troca de 
variável) é exatamente a regra da cadeia ``lida de trás para frente” (problema 
48). Esse métado de integração é executado de acordo com o seguinte 
processo: 


Processo para calcular Í fix)dx pela mudança de variável (substituição) 


Etapa 1: Determine a porcào do integrando fix) que € 


specialmente 
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3 [x23 хах 
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uma nova variável, digamos w, então o integrando seria cors 
deravelmente simplificado. Faça 4 igual a essa porção. & 
equação resultante deverá ter a forma u = g(x) 

Etapa 2: Usando a equação и = g(x) obtida na Etapa |. determine aj 
diferencial du. A equação resultante deverá ter a forma du = 
g'(x) dx. 

Etapa3: Usando as duas equações # = р(х) e du = g'(x)dx obtidas næs 
Etapas 1 e 2. reescreva todo o integrando, incluindo dx. em 
termos de и e du somente. 

Etapa 4: Calcule a integral indefinida resultante em termos de u. 

Etapa5: Usandoaequacáot = g(x) da Etapa 1, reescreva a resposta ам 
Etapa 4. em termos da variável original x. 


Não há uma garantia certa de sucesso quando o método de substituição е 
usado — podemos apenas tentar e ver o que acontece. Depois de zs 
manipulações algébricas requeridas na Etapa 3 terem sido executadas, pode 
acontecer de a integral resultante (envolvendo и) ser mais complicada do que 
a integral original (envolvendo x). Contudo, se o processo falha para uma 
escolha de и, ele pode ser eficaz para outra — tente novamente. 


Use o processo da troca de variável (substituição) e as regras básicas раты 
calcular as antiderivadas dadas (integral indefinida). 


VAR ax | 


SoLUÇÃO 
Seja и = 7х + 2. Então du = 7 dx. Segue-se que dx = } du e 


JI ч 1 
\ Пата | glu’ du 
1 tu? 2 
z TW +C=> Ux 2y? c. 
Í Ad 
| (x° 4p 
SOLUÇÃO 


Seja u = х? + 4. Então du = 3x? dx, assim x? dx = 1 du, Assim, 


a _ 
[E 


SOLUCAO 


Sejau =3 —2x. Então du = —2dx, assim dx = —1/adu. Resolvendo a equação 
и = 3 — 2х para x, obtemos x = (3 — и)/2. Segue que 


3-u)? 9-6u+u? 
2 ) Es 4 


Portanto \ 


A/3 — 2x dx 


А, 2 "1 
8 Situ Vil - 54) = -50 6u + put? de 


= E — 6u?!? + 512) du 
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18-29 «8-2: ya- gm "ac. 


E 
г tdi 
а | tdt 
NTEs 
SOLUÇÃO 
Seja u = ‚/{ + 5, tal que du === — NY. Também, 


Xe ° Z 


wW=t+S assim t=4u?—Se 


| tdt 


. š 
gale- 52 du = 2 [té - 4-2 0 + C 


yu ow 


Conjunto de Problemas 2 


| 
| Nos problemas 1 e 2, verifique se a função g é uma antiderivada da função f 


Ó! Fix) = 2x? 6х + l, g(x) =4 — 3x? +x- 1 
|f 5) = (x — 1), g(x) = p — x° + 33? — x+ 753 


Nos problemas de 3 а 14, use asregras básicas para antidiferenciação para calcular 
integral indefinida 


[з (3x? — Ax — 5) dx 4 [G8 — 352 + 2x — 4) dx 5 | (2x7 — 4х2 — 5x + 6) dx 


& Ox (x? +5) dx в | (4% +3) dt 


259 - 1 
ciu 


de 


P+%+=) de " 
(e +30+2) Í 


[Bea aee as 14 pets 
= ] 
Nos problemas de 15 a 40, ache as antiderivadas usando substituição e as regras 
para antidiferenciação. (Em alguns casos uma substituição apropriada é suge- 
3x +3) dx, u =4x +3 16 [alar +7) de, u=48 +7 
©, FD dx u = 4x? + 15 w [259 4- 3⁄2 


E i 
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e. : 2 (8e 2)4 " 
——.u= =——— u = 4? + 2t + 6 
э [mere m [als ву" 
A [( — 3283 dx и = з 2 [G3 — 6x +9)! dx, u= x—3 
p dr p xl 
23 | 24 | -= dx 
(4x? + 1y уз + 3х 
Н TI (YA + 17022 
25 [GP + 458 3 35-2 de 26 | PM 
o 2-1 Жур 
s dt ж |a. 
1 —9х F де 
2 [e y (Es =) зо | (49x? — 42x + 9)%” dx 


31 [x/5=xdx 32 (огах 


tdt б у+2 
aj- м [a 
у У y 
35 a 36 | (x+ 27/1 x dx 
= 
эт | 3x1 5 dx зв | 58 1х5 dx 
E 
> а 
ag | PE 40 = 


“yts 
41 Calcule j x? 37 = T dx por dois métodos e compare suas respostas: 


(a) Use a substituição y = 5х — 1 
(b) Use a substituição y = = 


42 Se n é um inteiro positivo, determine | |х|" dx. 


43 (a) Dé um exemplo para provar que | f(x) dx % f(x) fax. 


(b) Dé um exemplo para provar que | f(x)g(x) dx 4 f(x) dx 


[| а), 


Jee MEL (x) dx 
Жо © “| g(x) dx” 


44 Explique por que uma antiderivada de uma função pala zu uma função 
polinomial. 
45 Dado que f é uma função com domínio (— 1, x) tal que /(0) = Оёх) = 201 + x, 
determine f. 
46 Suponha queg '(x) = 1/(1 + x)? exista para todos os valores de x exceto parax = — 1. 
Sendo dado lim g(x) = lim #4) = 0, encontre g 
e ho 


(© Dê um exemplo para provar que 


47 Use o озды 1 Ex amtidiferenciação de função nula para provar o seguinte 
resultado; 

Se duas funções têm a mesma derivada sobre um intervalo aberto, então elas 
diferem por uma constante nesse intervalo. 

48 O teorema a seguir é algumas vezes dado como uma justificativa para o método de 
mudança de variável: Suponha que | gfujdu = Сүн) + C exista em um conjunto /. 
Suponha, além disso, que a função A seja diferenciável em cada número x em 
conjunto J. Suponha finalmente. que, para cada número x em J, o número h(x) 


pertença a /. Então, / g [h(x)] h'(x)dx = G lhfx)] + C existe em J. Prove este 
teorema. 
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Prove a regra aditiva para antidiferenciac 


ção. 


® Sejam f, g, h definidas pelas equações, LES = 2°, gix) = хе 


escectivamente. Prove que ambas as funções g eh 


este uma constante tal queh = g + C. [sto contradiz o Teorema 2? Explique. 


3 


EXEMPLOS 


Equacoes Diferenciais 
Simples e suas Soluções 


Relações entre as variáveis que aparecem nos problemas aplicados 
podem ser frequentemente expressas por equações tais como dy/dx = 2x, ou 
dy = 2xdx, as quais envolvem derivadas ou diferenciais. Uma equação como 
essa é chamada equação diferencial, 

Observe que y = ° e uma solução da equação diferencial dy/dx = 2x no 
sentido de que. se y . então a equação dy/dx = 2x é satisfeita. O tipo mais 
simples de equação diferencial tem a forma dy/dx = f(x). ou, о que é a mesma 
coisa, dy = fix)dx. onde f é uma dada função. Evidentemente, y = g(x) é uma 


solução de dv/dx = fix) se e somente se g é uma antiderivada de f. Dada uma 
solução qualquer v gix) de dyldx = f(x), chamada solução particular, 
podemos escrever y = g(x) — 7 ou y = g(x) — 99/951 ou, de fato, y = g(x) + C, 


onde C é uma constante arbitraria. para obtermos outras soluções particula- 
res. 

Inversamente. de acordo com o Teorema 2 da Seção 2, qualquer solução 
particular de dy/dx = fix) em um intervalo aberto f tem a forma y = g(x) + C 
para um valor conveniente da constante C. Nesse sentido, у = g(x) + С 
representa a solução completa da equação diferencial dy/dx = f(x) no inter- 


valo 7, desde que g seja uma antiderivada de f. Já que J ftx)dx = g(x) + C, 
essa solução completa pode ser escrita como y = ji f(x)dx. Por exemplo, а 


solucáo completa da equaçào diferencial dy/dx = 2x é dada por y = Í 2xdx, 
isto é, por y =x? + C. 

As circunstâncias que dão origem a equações diferenciais estão freqüen- 
temente vinculadas a condições adicionais chamadas condições de contor- 
nos, condições marginais, condições iniciais ou condições-limite, sobre as 
variáveis envolvidas. Essas condições adicionais podem ser usadas para 
destacar uma solução particular especial da solução completa. 


Ache a solução completa das equações diferenciais dadas. e então determine 
a solução particular satisfazendo as condições iniciais indicadas. 


dy 1 
Er 6x? — — + 3; у = 10 quando x = I. 
SOLUÇÃO 


A solução completa é dada por 


1 " x 1 
е2 + 3] ax: isto é, y-2X ++ 3x + C. 
А E 
—— — 
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Substituindo x = | c y = 10 na solução completa, obtemos 10 = 6 + С 
modo que C = 4 e a solução particular desejada é 


у= 20 + 14344 


dy = x / x! + 5 dx; y = 8 quando x = 2. 
SoLUÇAO 


A solucào completa é dada por y = n x? + 5 dx. Fazendo a muda 
de variável и =x? + 5, de modo que du = 2xdx e хах = 1/2 du, temos 


" 3/2 
Г зми) ш +с= Еу +с 


Substituindo x = 2 e y = 8 na última equação, obtemos 


8=U/IF3P+C=9+C, 


de modo que C = —1. А solução particular procurada é, assim, 


y=K + 5) — 1. 


A equação diferencial dy/dx — f(x) é dita separável,uma vez que ela pode 
ser reescrita na forma dy = f(x) dx, na qual as variáveis x e y estão “separa 
das” de forma que todas as expressões envolvendox estão à direita e todas as. 
expressões envolvendo y estão à esquerda. Mas, geralmente, uma equacio 
que pode ser reescrita na forma | 


G(y) dy = F(x) dx. 
onde F e С são funções, é chamada separável. Para achar a chamada “som 
ção geral” de uma equação diferencial separável, simplesmente separam-se 
as variáveis de forma que a equação toma a forma G(y)dy = F(x)dx, e envian 
usa-se a integral indefinida em ambos os lados. As duas constantes de 


integração correspondentes a [ev dy e frw dx podem ser combinadas, 


como de hábito, em uma única constante C. Se uma condição de contorno € 
dada, esta pode ser usada para determinar o valor de C. 


Resolva a equação diferencial y" 
quando y = — 1. 


4x? у? com a condição de contorno x = 1 


SOLUÇÃO 

Aqui. y” é usado como uma abreviação para dy/dx, de modo que a equação 
diferencial tem a forma dy/dx = 4x2y*, Separando as variáveis, temos (1 y: es 
= 4x'dx. 


Assim, [ (1/y?) dy = | 4x? dx, de modo que 
4x? 1 4e 


Court ou 3 


+ Co. 
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EXEMPLO 


Sendox = ley 
particular desejada é 


— 1, achamos C = 1. Conseqüentemente, a solução 


No exemplo precedente, a solução geral y = T 


з não é a solução 
x 


completa da equação diferencial dy/dx = 4x*y?, desde que a função constante 
C dada por y = 0 é também uma solução de dy/dx = 4x*y*, ainda que ela nào 
possa ser obtida designando-se um valor paraa constante C. Uma solução (tal 
como y = 0 no presente exemplo) que não pode ser obtida diretamente da 
solução geral dando-se um valor para a constante de integração é chamada 
uma solução particular. 

A solução geral de uma equação diferencial envolvendo x e y será uma 
equação envolvendox e y, a qual determina apenas implicitamente o valor de 
y como uma função de x. Essa situação ocorre no exemplo a seguir. 


Ache a solução da equação diferencial xdx + ydy = 0 


SOLUÇÃO 
Separando as variáveis e diferenciando, temos 
x dx = — y dy, assim | x dx = | (— y) dy; 
conseqüentemente, 
2 5 aê 
x e X 
+0, == ou -T--C,—-€, 
3 1 a+ 2 1 


Portanto,x? + y? = 2(C, — Cy), istoé, x? + y? 
(C; — C3). Assim, a solução geral de хах + ydy 


C, onde colocamos C = 2 
éx +y’ = C. 


3.1 Equacoes diferenciais de segunda ordem 

Até agora, temos considerado apenas equações diferenciais de 
"'primeira-ordem"', isto é, equações envolvendo somente primeiras deriva- 
das. Por definição, a mais alta ordem de todas as derivadas envolvidas em 
uma equação diferencial é chamada ordem da equação. 


d'y ду 
Por exemplo, q +2 T = y é uma equação diferencial de segunda 
dx dx 
d'y 
ordem, enquanto 7, х? + 7 éuma equação diferencial de n-ésima ordem. 
х 


Frequentemente, a solução geral de uma equação diferencial de segunda 
ordem pode ser obtida através de duas antidiferenciações sucessivas, e a 
solução resultante envolverá duas constantes arbitrárias que não podem ser 
combinadas em uma constante. 


Ache a solução geral da equação diferencial de segunda ordem d?y/dx? = — 2x 
+I 


SOLUÇÃO 


Começamos reescrevendo a equação diferencial como == (2) = 
dy dx dx 


(2 = (—2x + 1) dx. Portanto, 


[ (—2x 1) dx, isto é, m =x + x+ C, 
E, dy 
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onde as duas constantes de integração originadas de [77 е | (—2х +4 
dx foram combinadas na única constante C,. Esta equação diferencial di 


primeira ordem pode agora ser resolvida por separação de variáveis e поча 
mente antidiferenciando ambos os lados, como se segue: 


dy = (—х? + x + С,)ах, 


de modo que 
А | 
|4у= | (=x? + x + С) dx = — | x? dx + [x dx + С, | dx | 
gb a | 
y 


E FG 


onde as constantes individuais de integração originadas de J ау, |х? ш 


| хахе Је foram combinadas па única constante С,. Assim, a solução gI 
ral ё 


aS x 
— t 9+6 


onde C, e C; sào constantes arbitrárias. Observe, porém, que nào há m: 
de se combinar as duas constantes C, e C; em uma única constante desde 
C, aparece como multiplicador de x. 


Porque a solução geral de uma equação diferencial de segunda ora 
envolve duas constantes arbitrárias, ditas condições de contorno são ne: 
sárias para determinar essas constantes. 


Suponha que y depende de x de forma que у” = — 2x + 1. Suponha. 
disso, quey = — І quandox = Qe que y’ = | quandox = 0. Ache uma eq 
explícita dando y em termos de x. 


SOLUÇÃO 
Desde que y'' é uma abreviação para d*y/dx?, a equação diferencial dada: 
mesma que a equação d?y/dx? = — 2x + 1, cuja solução geral 


x. de 
y- — Uy o 


foi obtida no exemplo anterior. Substituindo x = 0 e q = – 1 da pri 
condição de contorno na última equação, obtemos — 1 = C;. Portanto 


Substituindo x = 0 e y’ = | da segunda condição de contorno 
equação, encontramos que 1 = Cs. Conseqüentemente, 


é а solucia procurada 
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3.2 Movimento linear 

As equações diferenciais são importantes no estudo do movimento de 
objetbs físicos (carros, projéteis, bolas, planetas, e assim por diante). Fre- 
quentemente não levamos em conta o comprimento, forma e orientação 
desses objetos e pensamos neles como partículas. Aqui consideramos o 
movimento de uma partícula P ao longo de uma escala linear, a qual chama- 
moseixos (Fig. 1). A equação do movimento de, s = ftt), dá a coordenada s 
de P em termos do tempo decorrido t desde algum instante inicial fixado (mas 
arbitrário). A velocidade v e aceleração a instantâneas de P são dadas pelas 
equações 


c=—= ft) e a=- =-3= /"(0). 
а 
(Veja a Seção 2 do Cap. 3) 


> Eixos 


«9s 


Fig. 1 


Se v ou a é uma função conhecida de t, sujeita a condições iniciais 
apropriadas. é possível resolver a equação diferencial para a lei do movi- 
mento s = fit). Isso é ilustrado nos exemplos seguintes. 


Ache a lei do movimento s = f(t) a partir dos seguintes dados: 


а= 21 — = O quando г = 0, e s = 0 quando г = 0 
SOLUÇÃO 
Temos dv/dt = a = 2t — г, de forma que dv = (2t — 1%) dt. Uma primeira 


antidiferenciação fornece 
4 r 13 
c-|de2|Qr- 2)d = ° cu ©. 


Jáquev = quando! = 0, segue-se que C, = 0. Também, 45/4! 
ds = (t* — ("[3)dt, e uma segunda antidiferenciação fornece: 


20-0, 


4 


escena mg 
з= а (0-5) 4=3- e 


Já que s = 0 quando: = 0, segue-se que C. 


Dea equação do movimento é s 
= Pf — 112. 


Um carro é freado com de: leragáo constante. O carro pára 8 segundos 
após os freios terem sido aplicados e percorre 200 metros durante esse tempo. 
Determine a lei do movimento do carro durante esse intervalo de 8 segundos. 
Também determine a aceleragáo e a velocidade do carro no instante em que 
os freios sáo aplicados. 


SOLUÇÃO 

Represente o carro por uma partícula sobre o eixo s movendo-se para a 
direita. Escreva o tempo t do instante em que os freios são aplicados e 
coloque a origem na posição do carro, no tempo: = 0. Aqui a aceleração a do 
carro é constante e temos 


s=0 quando t = 0, 
200 quando г = 8, 


0 ananda + 


5 
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Desde que dv/dt = a e a é constante. então dv = adt e 


[а= [adt a [dt - at Cs. 


Portanto, ds/dt = v = at + Сү, de forma que ds = (at + C,) & # 


s= |as= | (at + C,) dt = Ja? + Cit + Ca. 


Desde ques = 0 quando? = 0. segue-se que C, = 0, de modo ques = 1⁄2 аг 4 
[T 

Se usamos o fato de que v = O quando г = 8 e a equação v = at - G 
achamos que 0 = 8a + C,. e que C, = — Ba. Substituindo C, por — № 
equacáo s = 1/2 at? + C t, obtemoss = 1/2 at? — Sat. Agora, s = 200 qua: 
= 8, assim 200 = 1/22(8)° — 8a(8) = — 324. logo, a = — 200/32 = — 25/4 
(O sinal negativo indica desaceleração.) Portanto, a lei do movimento z 


1—25}, „[—25\, = 25 
sx (=P): ou s=50 —— 


4 


A velocidade do carro no instante em que г = 0 é obtida pondo г = # 
equação y = at + C, para obter 


v=C;=-Ba= (2) = 50 metros/segundo 


Um objeto em queda próximo à superfície da terra experimenta а 
força por causa da resistência do ar; contudo, em muitas situações esta 5 
é desprezível, especialmente quando o objeto tem uma elevada densid. 
mais ou menos “aerodinâmico” e não alcançou uma velocidade muito 
Desprezando a resistência do ar, tal objeto cai com uma aceleração con 
g, chamada aceleração da gravidade. O valor deg é aproximadamente 3 
por seg?, 980 cm/seg? ou 9,8 m/seg?. 

Se um tal objeto? é projetado em linha reta para cima. é usual tom. 
o eixo s orientado рага cima com a origem na superfície da terra (F£ 
Então a aceleração a de P é negativa (ele irá diminuir a velocidade. р: 
então começar a cair de volta). Conseqüentemente, 


ds dr A 
o Sas 
d? dt 
5 
' 
Pes 
о 
7 А 


Fig. 2 


Por outro lado, se o objeto P é solto ou arremessado em linha re 
baixo de uma altura inicial}, é usual tomarmos o eixo s orientado para! 
сот a origem # unidades acima da superfície da terra (Fig. 3) E 


goo eee ы ee E MONET: oa rab c ор нА OQ VA 
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Es d 
са? dt 
€— о 
| Pés 
| 


Fig. 3 


EXEMPLO Uma esfera de ferro é lançada verticalmente para cima, partindo de 4 metros 
acima do solo, com uma velocidade de 24 m/seg. Quantos segundos terão 
decorrido antes que a esfera atinja o solo? 


SoLucAo 


Colocamos o eixo coordenado conforme a Fig. 2. Aqui. dv/dt = —g, assimdv 
= - gdt e 


v=[do=[(-g)dt= -g Í dt = —g + Ci. 


Quando t = 0, = 24 metros/seg, assim 24 = (— g) (0) + C, e С, = 24. 
Portanto, v = —gt + 24, isto ё, ds/dt = —gt + 24, ou ds, = (—gt + 24)dt. 
Segue-se que 


s= [= | (gt + 24) dt = —} +24 + С. 


Já que s = 4 quando г = 0, segue-se que 4 = — Ya g(0) + 240) + Ca. 


assim C, = 4. Portanto, s = — Ya gt? + 241 + 4, Como temoss = — 16r? + 
24t + 4. Quando a esfera atinge a superfície da terra, s = 0, de modo 
que 


0— —167 +24 +4 ou 42-6 – 1 = 0. 
A3 


ES) 
Pela fórmula quadrática, t = У, Quando a esfera aterrissa, t é 


4 
positivo; conseqüentemente, rejeitamos a solução negativa e concluímos que 


34 13 
— a 1,65 seg. 


njunto de Problemas 3 


Nos problemas de 1 a 6, determine a solução de cada equação diferencial 


6 
+ 15x? + 10 
x 


di 
E olse3X'el 2 © 298 — 6х? + 17 
P = dx 


(х2 - 4)? [A 
. = S a 5 oes /7х 


6 dy 


5t + 12) dt 
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Nos problemas de 7 a 10, ache a solução particular da equação diferencial que 
satisfaz a condição inicial indicada 


d d 
7 2.5. 3x; y 2 4 quando x 21 232 yo O quando x= 1. 
dx dx 
dy d = 
9 а +z; y = І quando г = - 2. 10 y = ух + 2: у = 5 quando x = 4. 
Nos problemas de 11 a 18, determine a solução geral de cada equação diferencial 
separável 
Hoy =x(x? 3) 12 (3х2 + 2x + 1) dy = (6x + 2) dx 
— d 
13 fx + 7 dy = x! dx 14 PIRE 
15 J/2x + 14у = y! dx 16 (у2 – y) dy = (x? + 5) dx 
dy xy +7 UTE 
sc 18 (1072 +1 
dx ^ sy * Rs 


= quando! = 2. 


21 05 dW = (1 — 09) dt; W = — 1quando t = В. 
22 y = у? + x° — 2x + 8 (9x2 + 6x — 6); y = 0 quando x = 1. 


Nos problemas 23 а 30, ache a solução geral de cada equação diferencial de 
segunda ordem 


Фу E 5 
dy ae fis ca nds dg fio а 
23 FE X + 2х+1 24 y" = (5x + 1) 25 у= Ax + 5 x (rv 
2y 
27 25-25% +3 28 у » y 30 Diy=1 
x dx 


Nos problemas 31 a 36, ache a solução particular de cada equação diferencial que 
satisfaz as condições de contorno dadas. 


а 2 
31 TTli y=2ey = 3 quando x = 0, 32 Si-Juy-tfey = 2 quando x = 9. 
x 
dy du 
33 F= 2%y=0 quandox -1ey = 0 34 s= 32; y = — quando x 
“ quando x = — 3. = quando x 
às 
35 17 = 302 + 5x)2; y=2 ey’ = 1 quando x = 36 = УЗ sees = — 3 quando t =4 


37 О trabalho W feito pará alongar uma mola de s unidades satisfaz a equação 
diferencial dW/ds = 5s. Determine W em termos de s se W = 0 quando s = 0. 

38 O gráfico de y = ftx) tem um mínimo relativo no ponto (— 4, 1). Determine f sef '(x) 
= 1/2 para todos os valores de x em R. 

39 Se k é uma constante, determine a solução geral da equação diferencial d'y/dx* = 
kx 


40 Suponha que f é uma função duas vezes diferenciável em um intervalo aberto 7 tal 
quef''(x) = 0 para todos os valores dex em]. Déuma provarigorosa de que existem 
constantes A e B tais que flx) = Ax + B para todos os valores de x em f. 
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31 Uma partícula movendo-se ao longo de uma linha reta tem a equação do movimento 
s =(1), onde está indicado em segundos e s em metros. Sua velocidade v satisfaz a 
equação v = 1? — & + 15, Ses = | quando t = 0. Determine s quando t. = 3. 

42 Uma partícula. partindo com uma velocidade inicial de 25 metros por segundo, 
move-se em linha reta através de um meio resistente que decresce a velocidade da 
partícula a uma taxa constante de 10 metros por segundo em cada segundo. Quanto 
andará a partícula antes de atingir o repouso? 

43 Os freios de um certo carro podem pará-lo em 220 metros a uma velocidade de 55 
km/h. Suponha que, quando os freios são aplicados, o carro tem uma aceleração 
negativa constante. 
ta) Quanto tempo em segundos é necessário para parar o carro a 55 km/h? 

16) Se o carro é parado a 55 km/h, quanto terá percorrido no tempo em que sua 
velocidade se reduz a 25 km/h. 

44 Do topo de um edifício de 20 metros de altura. uma pedra é arremessada vertical- 
mente para cima com uma velocidade de 30 metros por segundo. 
ta) Em quantos segundos a pedra atinge o solo? 
1b) Que altura atingirá a bola? 

с) Qual a velocidade da pedra caindo ao se chocar com o solo? 
45 Um balão está subindo a uma velocidade constante de 10 m/seg, e está a 100 metros 
| do solo no instante em que o piloto deixa cair o seu binóculo. 
a) Quanto tempo decorrerá até que o binóculo atinja o solo? 
| 1b) Com que velocidade o binóculo atingirá o solo? 


46 Um projétil é disparado verticalmente para cima por um canhão com uma ve- 
locidade inicial de v, metros/seg. Com que velocidade estará o projétil se mo- 
“endo quando atingir o infeliz artilheiro? (despreze a resistência do ar). 

Є Um balão está subindo verticalmente com uma velocidade constante de 5 m/s e 
atinge uma altitude de 26 metros no instante em que um assistente no solo, direta- 
mente abaixo do balão, tenta jogar para o piloto o seu binóculo. Qual é a velocidade 
minima com que o binóculo deve ser lançado em linha reta para cima se ele sai das 

àos do assistente à uma altura de 6 metros? 

| 48 Suponhaque uma partículap move-seaolongodoeixos comaceleragáoconstantea. 

Seja vaa velocidade da partícula quando? = 0e seja sa sua coordenada quando t = 0. 


| 


x Prove que: 
а + to. 
5) s= lat? + tot + So- 


48 Uma pedra é solta a uma altura de h metros com uma velocidade inicial nula e atinge 
> solo T segundos depois. Prove que h = 1677. 


4 Aplicações das Equações 
^ Diferenciais 


Na Seção 3.2 vimos uma aplicação das equações diferenciais a proble- 
mas de movimento linear. Aplicações suplementares simples à geometria, à 
física e à economia são dadas na presente seção. 

Uma equação diferencial de primeira ordem da forma dy/dx = g(x), onde 
g é uma função dada, pode ser interpretada geometricamente como uma 
condição sobre a inclinação dy/dx da reta tangente ao gráfico de y = f(x), onde 
Г é uma função desconhecida. A solução completa da equação diferencial 
fornece tod funções f cujos gráficos satisfazem a essa condição. Uma 
condição inicial fornece um requisito adicional para que o gráfico de f conte- 
nha um ponto especificado. 


EXEMPLO (a) Determine todas as curvas do plano satisfazendo a condição de que a 
inclinação da tangente em cada ponto seja três vezes a abscissa do ponto 
(b) Trace os gráficos de várias curvas no mesmo sistema coordenado xy. 
(c) Encontre a equação da curva que satisfaz as condições do item (a) e que 
contém o ponto (1,2). 


SOLUÇÃO 
(a) A equação diferencial expressando a condição sobre a inclinação da 
tangente é dy/dx = 3x. A solução completa dessa equação diferencial é 
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= іза з хае зс, | 


-— 
^ 

n 
ES 


im, a equação de uma curva satisfazendo a condiç 
= 3*/2 + C, onde C é uma constante. Há uma curva di 
valor de C. 

(b) AscurvascorrespondentesaC = —2.C = 0,С = 12, C 22e C =4estár | 
traçadas na Fig. 1. 

(c) Aqui temos de impor a condição inicial de que y = 2 quandox = 1. Ропдг 
y = 2ех = І naequaçãoy =3/»x? + Ceresolvendo paraC, achamos queC = 
2 — 32 = \/з. A equação procurada é, portanto, у = 3/2 x? + Ч. 


Чаба ё da formas | 
erente para cade | 


4.1 Trabalho feito por uma forca variável 

Suponha que uma força F constante. tendo uma direção paralela ao eive 
s, age sobre uma partícula P que se move ao longo desse eixo a partir de uma 
posição inicial com coordenada s, para uma. posição final com coordenada s 
(Fig. 2). Entáo, por definigáo, a forga realiza uma quantidade de trabalho 
sobre a partícula, dada por W = F · (5, — sy. Uma fore: positiva (negativa. 
respectivamente) é subentendida agindo na direção positiva (negativa, res 
pectivamente) do eixo s. 


Fig. 1 
Posição original de P 
` Y 


Yad 
so 


Fig. 2 


Vejamos agora o problema de calcular o trabalho feito quando a força 
realizada não é necessariamente constante. porém ainda age segundo uma 
direçào paralela ao eixo s. Supomos que P parte de uma posição inicial sẹ. € 
denotamos рог W o trabalho feito pela força F variável para mover P de sus 
posição original para a posição s (Fig. 3). Desde que F não deve permanecer 
constante, não podemos calcular W simplesmente multiplicando F рог —s, 


Posição original de P 


E 
"m son 


Fig. 3 


Nesse caso, supomos que P move-se de s até s + As, ocasionando umz 
variação no trabalho líquido feito pela força de W para W + AW (Fig. 41 
Aqui, AW é o trabalho feito por F para mover P des as + As. Embora a força 
F varie ao se movimentar P, ela irá variar apreciavelmente se As é muito 
pequeno. Assim se F é a força agindo sobre P na posição s, teremos 


Fig. 4 
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À medida que As tende а zero, essa aproximação se torna саз vez 
melhor: consequentemente, teremos 


Portanto, o trabalho W feito pela força F variável satisfaz a equação 
diferencial dW = Fds com a condição inicial de que W = 0 quando s = s 


A força F agindo sobre uma partícula é dada por F = 1/s%. ondes é a 
coordenada de P. Qual o trabalho feito por esta força para mover P de s = | 
paras = 9? 


SOLUÇÃO 

Denote por W o trabalho feito pela força para mover P do ponto de coorde- 
nada | para o ponto de coordenada s. Queremos determinar o valor de W 
quando s = 9. Desde que 4W = Fds = (1/55, segue-se que W = [(1/s?)ds = 
(= D/s + C. Quandos = 1, temos W = 0. de modo que 0 = (— 1)/1 + C. Dai. С 
= le W = (— Dis + 1. Quandos = 9, temos W = —Ya + 1 = 99 unidades de 
trabalho. 


Considere o esquema mostrado na Fig. 5. no qual a partícula P liga: 
escora por uma mola perfeitamente elástica pode deslizar sem fricção ao 
longo do eixo horizontal s. A partícula é posta em movimento em 
puxada pela força F até a posição final s = b. No início, ficando s = 0. 
suponha que a mola está relaxada e F = 0. Determine o trabalho feito pela 
força F ao puxar P do restante s = 0 até s = b. 


posição inicial 


dep posição final 
deP 
" 
spring IN 
* 
0 "E 6d 
Fig. 5 
SOLUCAO 


Devido à mola ser perfeitamente elástica, a lei de Hooke requer que a força F 
seja proporcional ao deslocamentos; isto é, F = ks, onde k é uma constante 
chamada constante da mola. (Quanto mais rígida a mola, maior o valor de k.) 
Seja W o trabalho feito pela força F ao puxar P desde a origem até a posiçào s, 
de forma que dW = Fds = ksds. A antidiferenciação dá 


W= [аак 


Quandos = 0, temos W = 0, de modo que 0 = £(07/2) + C, e segue-se que C = 
0eW= ка. Assim, quando s = b, temos W = &57/2. 


Uma mola perfeitamente elástica é puxada a partir de sua posição relaxada 
até 6 metros, Quando se estende esses 6 metros, a força de tração sobre a 
mola é de 20 N. Qual o trabalho feito? 


SoLuçÃo 

Raciocinando como no Exemplo 2, temos F = ks, portantok = F/s. Quandos 
= 6 metros, então F = 20N. Daík = 20/6 = 1°/з N/m. Usando o resultado do 
Exemplo 2, temos 


b? 10 62 za 
- We oes 60 pé-libras. 
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4.2 Observações sobre o estabelecimento de equações diferenciais 

Como já foi mencionado, muitos engenheiros e físicos gostam de pensa 
em dx como uma "parcela infinitesimal de x” e eles preferem visualizar 
como um "somatório" de todas as “partes infinitesimais de x" para Чага 
quantidadex; isto é, a menos de uma constante de integração aditiva, di 
Eles persistem nesse ponto de vista, a despeito da possível falta de “rigor 
matemático”, porque isso lhes permite estabelecer as equações rápida © 
facilmente. 

Por exemplo, um físico pode argumentar que a força F agindo através de 
uma distância “infinitesimal” ds permanecerá verticalmente constante e 
resultará na realização de uma quantidade “infinitesimal” de trabalho dW 
dada por dW = Fds. Assim, do ponto de vista de infinitésimos, a equação 
diferencial para o trabalho é encontrada com o mínimo de complexidade 
Estejamos certos de que o “ponto de vista infinitesimal” pode se amparar em 
argumentos imprecisos; contudo as equações diferenciais estabelecidas 
usando esse ponto de vista vêm a ser corretas. 

No restante desse livro, usamos argumentos envolvendo "infinitesi- 
mais" sempre que isso se torna conveniente. Em todos os casos. rigorosos 
argumentos podem ser feitos para justificar os resultados. 

O exemplo seguinte ilustra uma típica aplicação, à física, do “ponto de 
vista infinitesimal". 


De acordo com a lei da gravitação de Newton. di partículas de massas m, e 
т» gramas que estão separadas por uma distância de s centímetros são 
atraídas entre si com uma força de F = y (m, m/s?) g x cm/s?, onde y é uma 
constante dada por y = 6,6732 x 10-*em'/g x s?. Se 1000 gramas de chumbe 

ão distribuídos ao longo do eixo x, entre a origem c o pontox de coordenada 2 
centímetros, qual o valor da força gravitacional exercida sobre uma partícula 
P de | grama situada no eixo x, | centímetro à esquerda da origem? 


SOLUÇÃO 

Denote por F a força gravitacional de atração da massa distribuída sobre o 
intervalo [0, x] sobre P (Fig. 6). A densidade linear do chumbo sobre o 
intervalo [0,2] é 1009, = 500 gjem, da 
de chumbo no subintervalo [ 
exerce uma força gravitacional ` 
dada por 


Fig. 6 


500 i 
y— vibes Sly | 
+ x)° Exec у “+ 


dx. 


Fazendo a mudança de variável u = 1 + x, de modo que du = dx. 
obtemos 


500; 
IL 


F = 5005 | u~? du=—S00u + C = € — 
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Aqui temos a condição de contorno de que F = 0 quando x = 0 (рог 


500; 
quê), assim 0 = C — ——, e portanto С = 500 y. Segue-se que F = 


1+0 
500 у- 200 Fazendo-sex = 2, obtemos 
1+x 
у _ 1000 
F = 500y — m EE — (66732 x 10-*) 


= 2,2244 x 1075 g x cm/s? 


4.3 Aplicacóes á economia 

Nesta seção damos dois exemplos ilustrando como a função de custo 
total ou de renda total podem ser encontradas se a fungáo de custo marginal 
ou de renda, respectivamente, sáo conhecidas. Usamos K para a constante 
de integração, desde que C é usada para representar o custo total. Como 
antes, R denota a renda total. 


O custo marginal dC/dx para produzir x despertadores elétricos é dado por 
dCldx = 0,05 + 5000/x? cruzeiros por item. Determine o custo total C como 
uma função de x, dado que C = Cr$ 5.500,00 quando x = 1000. 


SoLução 


c- [ac - [ (os 


Pondo C = 5500 cx = 1000 na última equação, obtemos K = 5455. Portanto, 
С = 0,05: — (5000/x) + 5.455 cruzeiros. 


m x = oos — e K. 


A renda marginal para um relógio digital é expressa por dR/dx = 60.000 — 
40.000 (1 + x) * cruzeiros por mil relógios, onde x representa a demanda em 
milhares de relógios. Expresse o lucro total de venda em termos de x, dado 
que para x = 1 (mil relógios), o lucro total de venda é Cr$ 38.000,00. Se a 
demanda cresce para x = 4 (mil relógios), qual é o lucro total de venda? 


SoLução 
| [60.000 — 40.000(1 + x)" 2] dx = 60.000 [ dx — 40.000 | (1 + x)? dx. 


A mudança de variável и = 1 + x na segunda integral dá 


| a E sl und E са as 3 
l (L4 x) dx=| и *dua= —u + K= IT € 
daí, 
40.000 
R-6000x- Ky onde K, = —40000K, 
Pondo x = | e R = 38.000 na última equação e resolvendo para К. 
as 40.000 
encontramos que K, = —42.000. Em conseqüéncia, R = 60.000x + ТЫС 


42.000. Quando x = 4, temos R = 240.000 + 8.000 — 42.000 = 
Cr$ 206.000,00. 


4.4 Lei de Newton do movimento — momento e energia 
Se uma partícula Р de massa m constante se move ao longo de uma escala 
linear devido a uma forca F (possivelmente variável) nào-oposta (Fig. 7). a 
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(segunda) lei de Newton do movimento — força é igual a massa vezes 
aceleração — pode ser escrita como 
ds 


ou F=m ,,. 
а? 


Assim, а lei do movimento de Newton é na realidade uma equação 
diferencial de segunda ordem cuja solução (sujeita a condições iniciais сот- 
venientes) dá a equação do movimento de partícula. Para obter essa solução. 
duas antidiferenciações sucessivas são necessárias. Para executar essas an- 
tidiferenciações, precisamos conhecer F explicitamente como uma função de 
tempo t. 

Mesmo sem conhecer F explicitamente como uma função der, é possivel 
executar a primeira das duas antidiferenciações, pelo menos formalmente 
Isso pode ser feito tanto multiplicando por dt e integrando como multipl» 
cando por ds e integrando. 

Multiplicando F = m(dv/dt) por ds e integrando, temos 


F=ma ou F 


[ F 4 = | m de = m | de = ms + C. 


A quantidade mv, massa vezes velocidade, é chamada momentum lincar 
dapartícula Pe desempenha um importante papel na dinâmica. Assim, aides 
de momentum surge naturalmente da segunda lei de Newton por uma pr- 
meira antidiferenciação com respeito ao tempo 

Multiplicando F = m(dv/dt) por ds e integrando, temos 


ч de = m | t dr = mn?) + C 2m? + C 


A quantidade 1/2 my”, metade da massa multiplicada pelo quadrado dz 
velocidade, é chamada energia cinética da partícula P. Assim. a noção y 
energia surge naturalmente da segunda lei de Newton por uma primeira 
antidiferenciacáo com respeito à distância. 

Na Seção4.1, obtivemos a equação diferencial dW = Fds parao trabalho 


W feito por uma força variável F. Assim. W = [ = fras, de modo que z 
equação | Рау = Wa mv? + C pode ser reescrita como W = Чата + С 


Portanto, а menos de uma constante aditiva, o trabalho feito por uma força 
variável (não-oposta) F agindo sobre uma partícula (Fig. 7) é igual, em 
qualquer instante, à energia cinética da particula. 


A quantidade V definida por V = — W = — [ é chamada potencial da 


partícula P. A energia total E da par 
energias cinética e potencial. assim E 
CeV = -W,vemosquc E = Шәт 


cula é definida como a soma das 
amv? + V. Desde que W = am 
=W = -C, oque prova que a energic 


total E de uma partícula P permanece constante. Este é um caso simples dš 
famosa lei da conservação da energia. 

Um objeto de massa m próximo da superficie da terra sofre a acào de 
uma força de gravidade constante F e. se permitido cair. acelera com uma 
aceleração constante g. Pela lei de Newton, F = mg. Referimo-nos força F 
como o peso do objeto. No sistema inglés de unidades. se o pound é tomadc 


como unidade de força (logo em partícula, de peso), então a unidade de massa 
é chamada slug. O peso da massa de | slug é portanto dado por F = mg = (1 
(32) = 32 pounds. A unidade básica de energia (tanto potencial quanto 
cinética). bem como a de trabalho no sistema inglês, é o pé-pound. Um 
pé-pound é o trabalho feito para erguer o peso equivalente a | pound atraves 
de | pé. 

No sistema cgs (centímetro-grama-segundo). o grama é a unidade básica 
de massa. Mil gramas (isto é. um quilograma) de massa pesam cerca de 2 
pounds próximo à superfície da terra. A unidade básica de forca no sistema 
cgs é o dina. Um dina é a força requerida para acelerar a massa de 1 grama um 
centímetro por segundo por segundo. Como g = 980 cm/s?, 1 grama de massa 
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próxima à superfície da terra pesará 980 dinas (peso = mg). Um poc 
aproximadamente 445.000 dinas. A unidade de energia no sistema ces е о 
dina-eentímetro, também chamado erg. Um ergé o trabalho feito para erguer 
a massa de | grama através de | centímetro. Um pé-pound é aproximada- 
mente 13.560.000 ergs. 


A força F em Newton agindo sobre uma partícula eletricamente carregada. 
de massa m quilogramas, devido a um campo eletrostático é dada por F =s ~^. 
onde s é a coordenada da partícula e as distâncias estão medidas em metros. 
A energia potencial V da partículasatisfaz V = l'ergquandos = |. A partícula é 
posta em movimento em s = | com uma velocidade v = 0. Determine: 
(a) V como uma função de s. 

(b) lim V 


(©) A velocidade da partícula quando ela atinge a posição de coordenada s. 


SoLUÇÃO 


GV = -fras s -fas = s ' + C. Desde que V = | quando s = 1, 
segue-se que C = 0. Daí, V 


(b) lim V = lims = 0 


(c) A energia total E = Уто? + V = Yamo? +57 é constante. Quandos = 1. 
temos s = 0. Daí, E = Чо m(0)2 + 171 = 1. Portanto, | = Ya mu? + s! vale 
para todos os instantes. Resolvendo a última equação para v, obtemos v 
+ v26- Туту. Com a força F agindo sobre a partícula é sempre positiva 
ea velocidade inicial é 0, segue-se que a velocidade não pode ser negativa 


(por qué”). Daí, v = /2( — Туту. 


4.5 O movimento de um projé 

Nos exemplos seguintes, suponha que um projétil P de massa mé 
disparado verticalmente para cima da superfície da terra no instante? =0 com 
uma velocidade inicial va (Fig. 8). Tome o eixo s orientado diretamente para 
cima com sua origem na superfície da terra. Então a força (constante) F de 
gravidade sobre o projétil está agindo para baixo. Conseqúentemente, F é 
negativa. A aceleração a do P é também negativa. Daía = -g cF = та = — 
mg. Escolha a energia potencial V de modo que V = 0 quando г = 0, isto é. 
quando s = 0. Seja л a altura máxima а que P se eleva. 


Determine a equação do movimento s 


ft) de P. 
SOLUÇÃO 


Jáquedvldt = а = — g, temos que dy = — g dt, de modo que c = [cow - 


-gt + Cı. Quando г = 0. temos v = vo. Daí C, = vo e assim p = — gt + to 
Portanto, ds/dr = —gt + vo, ou ds -gt dt + vy dt. Conseqúentemente, 


E [се dt Joe = Yagi? + vy + Cs. Comos = 0quando t= 0, segue-se 
que C, = 0, de modo que a equação do movimento é s = — 1/2 20 + vo. 


Determine a velocidade v em termos de s 


М.Т: No Sistema Internacional de Unidades que obrigatoriamente passou a ser utilizado no Brasil 
apartir do Decreto n.º 81.621 de 03 de maio de 1978, compreende como unidade básica de massa o 
quilograma. A unidade básica de força é o Newton, N. que é a força que comunica à massa de um 
quilograma a aceleração de um metro por segundo por segundo. À unidade básica de energia é o 
joule. J, que é o trabalho realizado por uma força constante de um Newton que desloca seu ponto de 
aplicação de um metro na sua direção. 

Atualmente encontram-se em fase de extinção sistemas como o Inglés referido acima, e estão 
gradualmente sendo substituídos pelo Sistema Internacional de Unidades. E neste livro usaremos 
já o SIU. visando ao aprendizado e utilização dos alunos em formação profissional de diferentes 
escolas de nível universitário. 
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SoLução 
Do Exemplo 1, v = —gt + mes = —Yagr + vy. Eliminando t dessas duas 
equações, encontramos pela álgebra elementar que v? = vç? — 2gs. Daí, v= 


' 3 Determine a altura h máxima em termos de vy. 


SoLucáo 
Para maximizars, pomos ds/dt = v = 0. No Exemplo 2 encontramos que r: = 
vo — 2gs. Assim. pondo v = 0es = h, obtemos 0 = р? — 2gh, ou h = 110021 


4 Determine as energias cinética e potencial de P como uma função de r. 


SOLUÇÃO 
Utilizando o Exemplo 1, vemos que a energia cinética é dada por 
Jm? = 1m(— gt + vo)? = img?” — mgvo t + тог. 


A energia potencial é dada por 


Pie =] Fds= = | (mg) ds = mg [4s mgs + C. 


Quando: = 0. entàos = Oe V = 0, portanto 0 = mg(0) +C eC —0. Assim V = 
mgs. Daí, usando o Exemplo | novamente, vemos que 


V = mgs = mg(—3gt? + vo t) = —1mg2t2 + mgbo t. 


5 Determine as energias cinética e potencial de P como funções da coordenadz 
de posicào s. 


SOLUÇÃO А 
Pelo Exemplo 2, v* = v — 2gs. Daí, a energia cinética é dada por Yamo* 
той — mes. Pelo Exemplo 4, a energia potencial é dada por V = mgs 


- 


Determine a energia (constante) total E de P e explique o que acontece a 
energia cinética e à energia potencial de P quando ele se eleva de s = 0 ate 
s=h. 


SOLUÇÃO 

Pelo Exemplo 5, E = Ya mv? + V = (Ya muy? — mgs) + mgs, assim E = 12 
mua. Quandos = 0, toda a energia é cinética, A medida que P se eleva de 

0 até h, há uma “taxa” entre energia cinética e potencial — a energi 
cinética decresce e a energia potencial cresce. Finalmente, quando s = л = 
00/026) (Exemplo 3), então toda a energia é potencial. 


Conjunto de Problemas 4 


4 Nos problemas 144, a inclinação dy/dx da linha tangente ao gráfico de uma função 
+ é dada por uma equação diferencial. Determine a função se o gráfico de f passa pelo 
ponto indicado (a, b) 


1 2 1 — 3x; (а,Ь)  (— 1,4) 


; (a,b) =(—3,5) 


dr ра à 
3 = (5) а=) 4 = 2592; (a) = (0.1) 


Nos problemas 528, a força F agindo sobre uma partícula P movendo-se ao longo 
do eixo зе dada em termos das coordenadas de P. Determine o trabalho feito por F para 
mover P des = se até s = si. 


>. s em metros, F em Newtons, so = l.s; = 
200 VT + s2, s em metros, F em Newtons, sa 
x Y. s em metros, F em Newtons, so= 0, s, = 
1 — 8/9, s em metros, F em Newtons, s, 


vos problemas 9 a 12, uma mola perfeitamente elástica é puxada desde sua 

relaxada através de b unidades. Quando estendida b unidades, a força de 
sobre a mola é F, unidades. A constante da mola é k. Das informações dadas, 
ne 0 trabalho feito. 

= 10 m, Р, = 100 N. 

= 1,03 m, F, = 15.000 N. 

2500 N/m, F, = 10.000 N 

2 N/m, b = 6 m. 

| ma mola perfeitamente elástica com coeficiente de mola = 150 N/m é estendida 

ме ^ m. No início deste alongamento a mola não está em posição relaxada, e a força 

агосадаа mola é de 300 N. Qual é o trabalho realizado no esticamento da mola ao 
керо de 6 metros? 

balde contendo areia é elevado, partindo do nível do solo, com uma velocidade 
stante de 2 metros/seg. O balde pesa 3 kg e, no início, está cheio com 70 kg de 
acea. A medida que o balde é erguido, a areia escorre por um buraco no fundo a uma 

“axa constante de | quilograma por segundo. Qual o trabalho feito para elevar o 

mede até a altura na qual toda a areia tenha escorrido? 

se M quilogramas de massa estão uniformemente distribuídos ao longo do eixo x 

etre a origem e o pontox = a metros, onde a > 0, determine a força gravitacional 

ж atração dessa massa sobre uma partícula Р de 1 quilo situada no ponto x = — b, 

cede b > 0. Use a fórmula de Newton para a força gravitacional F entre duas 

zarticulas de massa m, € ms separadas pela distâncias, F = y (my m/s), у = 6,6732 

+ 107 N » m/kg? 

Duas barras finas feitas de ouro tém cada uma | metro de comprimento e cada barra 

250 gramas de ouro. Essas barras são colocadas extremidade a extremidade ao 

ago do eixo x de modo que se unem na origem. Seja F a força gravitacional de 

«ação da barra da direita sobre a posição da barra esquerda entre a sua extremi- 
¿ade da esquerda e o ponto de coordenada x, — 100 = x = 0. Determine a equação 

ferencial para F e a condição de valor inicial. 

HT O custo marginal C' ao se produzir x perucas é dado pela equação C' = 12 — (8/ VJ 
<=uzeiros por peruca. 

3: Determine o custo total C como uma função dex sabendo-se que o custo total de 
manufatura de 100 perucas é Cr$ 1,200.00. 

=, Se cada peruca é vendida por CrS 21,00, determine o lucro Р como uma função 
de x. 

38 O custo marginal C' ao se produzir x barbeadores elétricos por mês é dado por C" 
Ax - B, ondeA eB são constantespositivas. Cadabarbeador é vendido por Cr$ k. Dé 
“ma fórmula para o número de barbeadores que devem ser manufaturados para 
maximizar o lucro mensal em termos de A, B e k 

I9 O custo marginal dC/dx de produção de x milhares de latas de alimento de bebés é 
dado por dCldx = 30x *º, onde o preço de produção está em cruzeiros. Dado que 
3000 latas podem ser produzidas por Cr$ 600,00, qual será o custo de produção de 

000 latas? 

38 O custo de manufatura de x milhares de ioiós é dado por C = 600 + 60x cruzeiros. A 
zorrespondente renda marginal é dR/dx = 400 — 8х. Determine o número de ioiós 
«em milhares) que irá maximizar o lucro de manufatura. 

21 О custo de produção de um jornal em uma pequena cidade é C = 3,5x + 100 

cruzeiros por més, onde x é o número de assinaturas do jornal. A renda marginal é 

Jada рог dR/dx = 13 — (x/40) cruzeiros por més, e R = 0 se x = 0. 

ʻa) Determine R como uma função x. 

(b) Determine o lucro total P como uma função de x. 

ic) Que valor de x irá maximizar o lucro total? 

4) Seo valor dex é o que maximiza o lucro, que preço deverá pagar 
por més por uma assinatura? 

A Companhia de Alimentos Frostbite Frozen pode manufaturar x milhares de 

macarrões congelados e queijos para refeição por 350x + 10.000 cruzeiros. A renda 

marginal é dR/dx = 515 — (x/2) cruzeiros por milhares de refeições. 

ta) Quantos macarrões e queijos para refeição devem ser manufaturados para 
maximizar a renda total? 

ib) Quantas refeições precisam ser manufaturadas para maximizar o lucro total? 

(с) Quando o lucro total está maximizado, que preço deverá a Companhia Frostbite 

cobrar poruma única refeição de macarrão? (Suponha que = 0 quando x = 0.) 


ә 


* 
* 

à 
a 


la assinante 


н 


Os problemas 23 а 27 referem-se à Fig. 9, na qual a massa m é suspensa рог шта 
vla perfeitamente elástica com a constante da mola К. A massa da própria mola e a 
resistência do ar são desprezadas. Um eixo vertical s é tomado de modo que, quando a 
massa e a mola estão suspensas em equilíbrio, a coordenadas de m é zero. A massa mé 
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erguida até a posição de coordenadas = b e solta no instante í = 0 com uma velocidade 
vo = 0. Naturalmente, a massa oscila para cima e para baixo entre b e — b. 


23 Pela lei de Hooke, a força F exercida sobre a massa m pela mola é dada por 
F = — ks. Explique o sinal negativo. 


24 Prove que a equação diferencial que comanda o movimento de massa m é 
mds 
Tt ies-0 
ка? 

25 Dado que a energia potencial é zero quando ela passa através da origem. determine 
uma fórmula dando a energia potencial V em termos de s 

26 (a) Determine a energia (constante) total E do sistema. 

(b) Prove que ть? + ks? = kb? vale em qualquer instante. 

27 Determine a velocidade v da massa m no instante em que atravessa a posição s = 0 
pela primeira vez depois de ser solta. (Sugestão; Neste instante, p é negativo e toda 
à energia é cinética). 

28 Uma partícula P está se movendo ao longo do eixo s sob a ação de uma força F 
(a) Explique por que a energia potencial V de P é definida dependendo de uma 

constante. 
(b) Explique por que F = — dV/ds. 

29 Uma partícula P está se movendo ao longo do eixo s positivo sob a influéncia de 
uma força F. A energia total E de P é zero e a energia potencial é dada por 
У = — Ifs. Determine a velocidade v = ds/dt de P em termos de s. 

30 A partícula P no problema 29 está em s = 25 centímetros quando t = 0 e sua 
velocidade é negativa quando t = 0. Determine a equação do movimento de P. 

31 Suponha que a partícula P no problema 29 começa a mover-se em s = 25 centime- 
tros com uma velocidade positiva quando г = 0. Determine a equação do movi- 
mento de P e prove que a velocidade v de P é positiva para todo t > 0. Determine 
também lim v. 

32 Duas partículas P, e P; com massas m, e m», respectivamente. estão se movendo 
sobre o eixo s com velocidades variáveis v, c to. respectivamente. Uma força 
variável de atração existe entre as duas partículas, de modo que a força exercida por 
Pa sobre P, éF, e aforça exercidaporP, sobre, c F;. Dado que — F, = F¿em todos 
os instantes, prove que a soma mt, + mst» do momento linear de P, e do momento 
linear de P, permanece constante durante o movimento. 


33 Uma partícula com carga elétrica unitária positiva e fixada na origem e uma 
partícula P carregada da mesma forma é levada em direção à origem partindo de um 
ponto distante 10 unidades da origem. Na física prova-se que o trabalho W feito para 
mover P contra a força de repulsão causada pela partícula de mesma carga em 0 é 
independente do caminho seguido e depende somente da distância r de 0a P (Fig. 
10). Além disso, W satisfaz a equação diferencial dW/dr = — 1/12. Dado que W = 0 
quando r = 10. determine a equação que dá W em termos de r, 

34 O gráfico de y = flx) contém o ponto (1.4) c a reta tangente a esse gráfico no ponto 
(1,4) tem inclinação 1. Determine f se (x) = 4x para todos os valores de x em R. 


5 Áreas de Regiões do Plano 
pelo Método de 
Fracionamento 


Fig. 1 


Uma das mais importantes apli 


Fig. 10 


ções de antidiferenciagáo é determinar 


Fig. 2 


a área de regiões no plano. Se uma região tem um contorno consistindo em um 
número finito de segmentos de reta, ela pode ser dividida em um nime 
finito de triângulos não superpostos (Fig. 1) e sua área pode ser determinada 
somando-se as áreas desses triângulos. Contudo, se a região é limitada por 
curvas (Fig. 2), não é imediato como calcular sua área. 

Antes de atacarmos o problema de calcular a área de uma região do plano | 
como a dada na Fig. 2, deveríamos talvez perguntar o que se entende par 


ANTIDIFERENCIAÇÃO, EQUAÇÕES DIFERENCIAIS E ÁREA EJ 


EXEMPLOS 


“área” dessa figura. Infelizmente, não é possivel fornecer uma resposiz se 
entrar em complicações, as quais preferimos evitar aqui. Assim ire mes ae 
que e leitor compreenda o que se entende por área de uma região, Anna que 
em um sentido grosseiro. 


5.1 Áreas por fracionamento 

O método de fracionamento é uma técnica efetiva para determinar =» 
áreas de muitas regiões planas. Dada uma dessas regiões, tome um eno de 
“referência” conveniente, digamos o eixos (Fig. 3). Em cada ponto ao longo 
desse eixo, construa uma reta perpendicular interceptando a região em um 
segmento de reta de comprimento /. Note que / é uma função de s. Suponha 
que toda a região se situe entre a perpendicularem s =a ea perpendicular em 
s =b. Denote por À a área da porção da região entre as perpendiculares em a 
es (Fig Evidentemente, A é uma função de s e A = O quando s = а 

O ponto de vista "'infinitesimal"" permite-nos formar uma equação dife- 
rencial para A. Se s é aumentada por uma “quantidade infinitesimal " ds 
então A cresce de uma “quantidade infinitesimal” correspondente dA (Fig 
4). Note que dA é virtualmente a área do pequeno retângulo de comprimento 


Fig. 4 


e largura ds; isto с. dA = Ids. Portanto. A pode ser obtida resolvendo-se а 
ação diferencial dA = Му suj condição de contorno A = 0quandos = 
a. O valor de A quando у = b é a área procurada. 


Determine a área da região dada pelo método do fracionamento 
1 Um triângulo com base 5 metros e altura 8 metros. 
SoLUÇÃO 


Na Fig. 5, tomamos eixo de referência s perpendicular à base do triángulo 
com a origem no nível da base, de modo que dA = Г ds. Da Fig. 5 e dos 


I 5 
triângulos semelhantes, 7 =s ГЫ daí, | = 5% (8 —s). A equação diferencial 
dA = 1. ds pode agora ser resolvida para obtermos 


ъс. 


[ias 8) 5 | ds = į | s ds = 5s — 


Desde que A = 0 quando s = 0, temos C = 0. Гаї, А = 5s — 5/165”. A área total 
do triângulo é obtida pondo-se s = 8 e calculando-se A = (5) (8) — (5/16) (8)° = 
20 metros quadrados. (Isso, de fato, corresponde ao resultado obtido pela 
fórmula usual “metade da altura vezes a base™.) 


2 A região no plano xy limitada inferiormente pela parábola y = x° e superior- 
mente pela reta horizontal y 


SOLUÇÃO 

Na Fig. 6, tomamos o eixo v como eixo de referência para o método de 
fracionamento. de modo que dA = Idy. Da Fig. 6, 1 = 2x, onde x > De (x, y) 
está situado no gráfico de y = x^. Portanto, x = Vy, | = 2 Уу, e então 


Fig. 6 
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A [tà [2/y dy - 2 {уч dy = 282) + C = фз с. 


Desde que A = 0 quando y = 0, segue-se que C = 0e A = 4/3/??, Quando s = 
4, A = 43 (4??) = 32/5 unidades de área. 


A região no primeiro quadrante do plano xy limitada superiormente pela 
parábola y = х?, inferiormente pelo eixo x, e à direita pela reta vertical x = 2 


SOLUCÁO 

Usamos o método de fracionamento, tomando o eixo x como eixo de referés- 
cia. Aqui, a equação diferencial é dA = ldx, onde, pela Fig. 7, | = y = r 
Assim 
" А 3$ 

14х =| хах C. 


Já que A = O quando x = 0, temos C = бе A = x?/a. Em conseqüéncia, quando 
x = 2, A = */s unidades de área. 


A região no plano xy entre a curva y = Vx e a curva у= ж. 


SoLução 

A região em questão é mostrada na Fig. 8. Se tomarmos o eixo x como eixo de 

referência para o método de fracionamento, então dA = ldx. Desde que l= 
X — xà, segue-se que 


Ac а |(/х — эдуах = | x+? dx — | x° dx 


Quando x = 0, A = 0, então C = 0. Quando x = 1, 


A=4(1)? — unidades de área. 


Fig. 7 


Fig. 8 


ANTIDIFERENCIAÇÃO, EQUAÇÕES DIFERENCIAIS E AREA = 


Duas observações devem ser feitas em conjunto com o metodo 3e 
fracionamento. Primeiro, embora a nossa “derivação” da equação diferem 
cial dA = lds para a área (Fig. 4) possa ser feita, vemos que uma apre umasa 
foi envolvida: contudo, é possível provar que a equação diferencial x ale com 


exatidão, e, com a escolha apropriada da constante de integração. 4 = |.25 
fornece a área com exatidão. Segundo, o eixo de “referência” pode ser 
escolhido arbitrariamente — a resposta será sempre a mesma. De fato. uma 


escolha hábil do eixo de referência simplificará os detalhes efetivos de cal- 
culo. 


Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas 1 a 5, determine a área da região hachurada nas Figs. 9 a 13 pelo 
esoo de fracionamento, usando o eixo indicado como eixo de referência. 


LI { 2 H 3 p 


4— Ls 


eixo de eixo de eixo de 
referência referência referência 
El [o 
Fig. 10 Fig. 11 
4 5 


— € 


n 
a | 
vitia Mi 
eixo de referência 
4 s 
Fig. 12 - à Fig. 13 


é Calcule a área da região hachurada na Fig. 14 pelo método de fracionamento de 
duas maneiras. 
a) Usando o eixo x como eixo de referência. 
P! Usando o eixo y como eixo de referènci 
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Nos problemas 7 a 20. calcule a área da região dada pelo método de fracionamento 
usando o eixo dado como eixo de referência, Trace a região no plano xy. 


7 Aregiáo limitada superiormente por y = ух — 2, à esquerda por x 


2, à direita por 


x = 6. e abaixo por y = 0. Tome o eixo х como eixo de referência. 
8 Mesmo que o problema 7, mas tome o eixo y como eixo de referência. 


A região triangular limitada pel: 
eixo y como eixo de referén 


12 A regiáo entre x = у? — 4 e x = 2 — y*. Tome o eixo y como eixo de геЃегёп 


17 A região entre y 


18 A região entre y = x, y = 
19 A região entre y 


17. Tome o eixo y como eixo de referénci 


0. Tome o eixo y como cixo de referéncia, 


= x? + 4х — 3. Tome o eixox como o eixo de 


7. Tomeo 


y = х? — 2. Tome o eixo x como eixo de referência. 
2x. Tome o eixo x como eixo de referéncia. 


x e y = 0. Tome o eixo y como eixo de referência. 


Tome o eixo x como eixo de геѓегёпсі 


6 Área sob o Gráfico de uma 


DEFINIÇÃO 1 


Função — a Integral Definida 


E tradicional referir-se à região entre o gráfico de uma função f e o eixo z 
сото a região "sob" o gráfico de f, apesar do fato de que, se o gráfico de + 
corta o eixo x no sentido inferior, parte dessa região ficará realmente acima 
do gráfico. Assim, falamos da área da região hachurada na Fig. 1 como a 
região sob o gráfico de f entre x = a e x = b. Denote por A, a área da porção 
dessa região, que fica acima do eixo x, e por A, a área da porção que fica 
abaixo do eixo x, de modo que A, + A, é a área total da região. Em muitas 
aplicações do cálculo, é conveniente a área A; da área A, para formar è 
quantidade A, — A». a qual é chamada área com sinal sob o gráfico def entre z 
-acx-b. 

A idéia de área com sinal nos permite dar uma definição prelimins 
informal de integral definida — um dos mais úteis e significativos conceitos 
do cálculo. (Na Seção 2 do Cap. 6, damos uma definição analítica da integra 
definida.) 


E 


área total acima do 
eixox = A, 


m 


área total abaixo do 
Fig. 1 eixox = As 


A Integral Definida (Versão Preliminar Informal) 


Seja f uma função definida ao menos no intervalo fechado [a, b]. Ent 


área com sinal sob o gráfico def entrex =a ex =b é denotada por | fix 
u à 
Assim, | fix) dx = Ai — A«(Fig. 1). 
A expressão | fix)dx é chamada integral definida de a até b de fix «ды 


ANTIDIFERENCIAÇÃO, EQUAÇÕES DIFERENCIAIS E ÁREA = 


EXEMPLO 


TEOREMA 1 


a função f (ou a expressão f(x)) é chamada integrando; e o inten alc la. 7 
é chamado intervalo de integração. Os números a e b são chamados  — 
inferior e superior de integração, respectivamente. (O uso da palavra 
mite" não deve ser confundido com o limite de uma função. 
Veremos em breve exatamente por que a notação escolhida га: 


integral definida é tão parecida com a notação | Дх) dx para a integral 
indefinida. Por ога, observe que a integral definida (ftx) dx é um numero 
definido A, — A», ао passo que a integral indefinida | дах é uma função e 


+ C que envolve uma constante arbitrária C. 
O exemplo seguinte mostra como uma integral definida simples pode ser 
determinada geometricamente. 


Sejaf uma função definida por f(x) = | — x. Use a geometria elementar para 
determinar [^ od. 

' 
SOLUÇÃO 
Na Fig. 2, aáreaA acima do eixox é a área de um triângulo de base 2 unidades 
e altura 2 unidades. Daí. A, = !/2(2) (2) = 2 unidades de área. Analogamente. 


aáreaA, abaixo do eixo x é a área de um triângulo de base 1 unidade e altura | 
unidade. Daí. А. = 1/ (1) (1) = Ya unidade de área. Assim, pela Definição! 


| 2 


Я 


2 
Рх) х= | (1-х) а= А-4: =2— 
1 1-1 


Ay = 2 unidades de área 


xd 
а=} 


Fig. 2 unidades de área 


e o gráfico da funçào f é mais complicado do que o gráfico da Fig. 
entào a geometria elementar nào nos fornecerá um valor numérico para а 


b 
integral definida NT 


Contudo, há um teorema que nos dá um significado analítico para definir 
integrais definidas — um teorema tão básico e tão importante que é chamado 
teorema fundamental do cálculo. Aqui damos uma versão preliminar infor- 
mal deste teorema. (A versão formal e uma prova rigorosa são dados na 
Seção 4.1 do Cap. 6.) 


Teorema Fundamental do Cálculo. Versáo Preliminar Informal. 
Suponha que f seja uma função contínua sobre o intervalo fechado [a. 4 
e que 


fo) dx = ax) + C. 


Então, 
^ 
| fix) dx = ath) — gla). 


288 CÁLCULO 


Note que o teorema fundamental do cálculo relaciona a integral indeS- 


2 
nida [z dx e a integral definida Í fix)dx. De fato, ela nào permite cab 


cular a integral definida se conhecermos a integral indefinida. 

Nào podemos dar uma prova rigorosa desse teorema aqui — isso porque 
não possuímos uma definição formal de área. Contudo, podemos tornar а 
teorema fundamental plausível pelo uso do método de fracionamento da 
seguinte forma: 

Na Fig. 3 seja a = x = b e denote a área com sinal sob o gráfico de f, ente 
a ex, por /. Note que / depende de x, que I = 0 quando x = a e que 1 = 


» 
IS quando x = b. Procedemos como antes com o método do fraciona- 


mento, tomando o eixo x como eixo de referência. Quando o gráfico de f езда 
acima do eixox, a ordenada fix) é positiva, e temos a equação diferencial dl = 
f(x)dx como usualmente. Contudo, quando o gráfico corta o eixo x para 
baixo. a ordenada fix) torna-se negativa. Então füx)dx torna-se negativo. Mas 
desde que a área abaixo do eixo é subtraída quando se determina a área com 
sinal Z, vemos que dl é também negativo quando o gráfico corta o eixo.x para 
baixo. Em conseqüéncia, a equação diferencial dí = Ax)dx continua valenda 


Fig. 3 


Antidiferenciando ambos os lados da equação diferencial di = Aud 
obtemos 7 = | Ax)dx = gix) + C. Da condição de valor inicial / = 0 quanár. 
х = a,temos Ü = gía) + Ce segue-se que C = —g(aj. Portanto, I = glx: — 
gía). Quandox = b, = | хх. Dai, [ ftus = tb) — gta). Esse are 
mento torna o teorema fundamental do cálculo explicável. 


EXEMPLO Use o teorema fundamental do cálculo para calcular a área da região sob г 
gráfico de fix) = 3" entrex = 0e x = 1 


SOLUÇÃO 
Na Fig. 4 vemos que a região sob o gráfico de Дх) = xºº,entrex = 0ex = 1 
está inteiramente acima do eixo x. Portanto. pela Definição 1, sua área é igual 
1 
a Í x*? dx. A integral indefinida E é dada por [o = 35х59 - C 
o 


Consegiientemente, pelo teorema fundamental de cálculo 


ах = 3(1)° 3 — 3(0)*? = 3 unidades de área. 


O artifício simples de notação introduzido na definição seguinte torna © 
teorema fundamental fácil de enunciar e usar. 


DEFINIÇÃO 2 Notação especial 
Se g é uma função qualquer e se os números a eb pertencem ao domino 


ANTIDIFERENCIACÁO, EQUACÓES DIFERENCIAIS E ÁREA 


EXEMPLOS 


de g, então a notação g(x) Ë „lida “g(x) calculada enire x =a er = r = 
definida por 


gx) = gth) — gla). 


2 


=2%-1% f(x) 


RA 


-f(ttA)- f(1); e 


Por exemplo, x? 


1 
(8 — 3х + 1)| = 1° —3(1) + 1]- [(-1} - 3(-1)+ 1]= —4. 
Ба 
Usando esta notação, podemos agora escrever о teorema fundamental do 
cálculo como 


b 


[fl de= [| f(x) dx 


К 
Uma forma que é fácil de lembrar e usar. Finalmente, se Газа = р(х) + C. 
entào 


[| fe) ax] [ = 100) + С] =[4(b) + C] на) + C] = 00) — gla) 


= | f(x) dx. 


Observe como a constante de integração C é cancelada na forma acima 
Assim, ao usar o teorema fundamental p: Icular uma integral definida, a 
constante de integração na integral indefi correspondente pode ser segu- 
ramente desprezada. 


Calcule a integral definida dada usando o teorema fundamental do cálculo 


1 


| e 04x 
° 
SOLUÇÃO 
1 1 3 1 
CEST fete nas - E 
do b 3 lo 
Ë o? 4 
=(у+1)- 49-4 
*I-x 
d 
l 
SOLUÇÃO 


[Ag em n E 
= | кс atas] 


а 
) diga | (x7 12 — x22) dx 


já x" x" 
T E 
1 2 2 
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a 2 
k [к m | 
3 


- ре baro - 3o] - -5-$- - 


а 


1 


Os exemplos seguintes ilustram o uso do teorema fundamental do cá} 
culo para calcular áreas 


EXEMPLOS Useo teorema fundamental do cálculo para determinar a área da região dada. 


x!-2x 48 


1 А região abaixo do gráfico de f(x) = —y MOX --2ex-4. 
SOLUÇÃO 
Como a região está inteiramente acima do eixo x (Fig. 5), sua área A é dada 
por 


4 X xi 
а=] x E eal 


la 


8 


lI 


= 2 unidades de área. 


15 unidades de 
área 


Fig. 5 


2 A região limitada inferiormente pelo gráfico de 
y=x*-3x+2 


€ limitada superiormente pelo eixo x (Fig. 6). 


Fig. 6 


ANTIDIFERENCIACAO, EQUAÇÕES DIFERENCIAIS E AREA 


EXEMPLO 


SOLUCAO 
Por definigáo 


sã 
| (x? — 3x +2) dx= A, — Ay, 
1 


onde A, é a área acima do eixox eA; é aárea abaixo do eixox entrex = 1ex — 
2 (Fig. 6). Já que toda a área está abaixo do eixo x, А, = 0 e A; é a área 
procurada. Assim 


2 2 
ЕТЕ КЕ | 


x? 3x? 2 
р) 


Az 


Ш 


2 1 
--[£- 3929) - E- 20] 
== ( -i = E unidades de área. 


A situação ilustrada no exemplo acima aparece com bastante frequência. 
Evidentemente, sempre que a região entre x = a e x = b limitada pela curv 
y = fix) e o eixo x permanece inteiramente abaixo do eixo x, então a área 


^ 
dessa região é o oposto da integral definida | fix) dx. 


Uma região pode ter simetrias geométricas, o que pode ser explorado no 
cálculo de sua á Em particular, a região sob o gráfico de uma função par 
ou ímpar possui tais simetrias. 


Determine a área da região sob a curva f(x) = x V4 — xtentrex = — V2ex = 
v (Fig. 7). 


Fig. 7 су, 


SOLUÇÃO 
SO 

Aqui, nào podemos determinar a área calculando | хуа x? dx. desde 
la 


que essa integral definida tem valor zero, (Por que?) Contudo, como f é uma 
função ímpar, a região hachurada na Fig. 7 é simétrica em relação à origem. 


„п 
então a área procurada é dada por 2 Í x. /4 — x? dx. Fazendo a troca de 
70 
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variávelu = 4 — x2, e observando que du = — 2x dx, de modo que x dx= — 52 


du, temos 


Га 2 dx 


" 


-, |a= (ро? + c 


(04 — x9? + c. 


Conseqüentemente, a área hachurada À na Fig. 7 é dada por 


= (4 29"? — (Da 


caja _ 164 
- x )= 


Conjunto de Problemas 6 


Nos problemas 1 a 6, calcule cada integral definida usando a geometria elementar 
— não use o teorema fundamental do cálculo. 


¿$ А 
1 [хах 2 Í 2xdx 
|К ] 


1 
3 f М1 — x? dx (Sugestão: А área de um círculo de raio r é mr?) 
1 


pt se-1<x<0 
4 dx, = 
a e ea eed 
2 (2 xdx 
d 
s f bl x lira 


Nos problemas 7 a 14, escreva a área da região dada como uma integral ou como 
uma soma ou diferença de integrais definidas. Não calcule as integrais. Trace também 
о gráfico. 

7 A região sob a curva y = 3x — x? entre x = 0 e x = 3. 

8 A região sob a curva y = l/x entre x = Тех = 2,718. 


9 A regiào sob a curva y = 2x — 3 entre x = 0 e x = 3. 


10 A região sob a curva y = 2х — 3entrex = 0ex = 


11 A região sob a curva y = 2 — x° e o eixo dex. 


12 A região sob a curva y =x! — 1 e o eixo de x. 
13 A região sob a curva y = Iv! — x entrex = —4e x = 4 
14 A região sob a curva y = | — x^^ entre x = -Bex = 8. 


Nos problemas 15 a 20, use o teorema fundamental do cálculo para calcular cada 
integral definida 


: o 
15 | (3x? — 2x + 1) dx 16 | GP +x? +x- 1) ах 
in d 


-0)2] 


x 3.45 unidades de área. 


4 — x dx = 2[(-3)4 — х2) 


a 


ANTIDIFERENCIAÇÃO, EQUAÇÕES DIFERENCIAIS E ÁREA 


в JT- их 19 | 


Nos problemas 21 а 30, estabeleça uma expressão рага a área da região dada em 
memos de integrais definidas, e então use o teorema fundamental do cálculo para 
¡acu lar as integrais e assim determine a área da região. Trace a região no plano xy. 


E Aregiáo sob a curva y = 10х — (x? + 24) entrex =4ex = 6. 

E A região sob a curva y 1 — xè entrex = Lex = 1. 

тз A região sob a curva y = x° — 3x entre x = 0 e x = 

38 A região sob a curva y  —x^entrex = Ü e x 

25 A região sob a curva y = x' entrex = —2 e x = 1. 

38 A região sob a curva y = 2x° — Ilx + Sentrex = 0 ex = 5. 

E A região sob a curva y -— + entrex = -2ex = 4. 

28 A região sob a curva y =x/(x* + 1) entrex = -2ex = 2. 

39 A região sob a curva y = E -xentrex 2- Tex = VY 

38 A região dada no exercício 14 sob a curva y = —x" entre x = —8 ex = 8. 


ta por y = 2 — x. 
io mostrada na Fig. 8. 
3€ A região sob o gráfico da função f dada por 


(2x— 1 para-3<x<0 
Хх) ={х+1 paraü < x «4 
Ís parax > 4 


entre x 


—3ex=8. 

35 A região limitada superiormente por y = 1 — х? e inferiormente por y = к| — 1. 

38 Aregiüoentreasduasretasparalelasy = 2х + еу — 2x + 3seccionadas pela parábola 
Şa 


* A região do quadrilátero de vértices (0,2). (1,0), (4,1) e (1.3). 

38 A região consistindo de todos os pontos (x, у) que satisfazem |x| + |y| = 1. 
39 A região limitada por y = x +-2, y = 3x — 3, y = 1 — x, e 2y + 3x + 6 = 0. 
48 Justifique geometricamente as seguintes afirmativas: 


ia) Se f é uma função contínua e a > 0, então | f(x)dx=2[ f(x) dx. 
do 


(b) Se f é uma função contínua ímpar é a > 0, então | f(x)dx =f 


te) Se f é uma função contínua e a < b < c, então 


[reas = | Jis) dx + [ So) d. 


20 


Conjunto de Problemas de Revisáo 


Nos problemas | a 4, tome dx = Ax e determine Ay, dy e Ay — dy. 


I y=x?+1; x =2, Ax = 0,01 2 y= /x;x = 1,Ax 023 


4 v 
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Nos problemas 5 a 8, determine ду. 


5 рех 6 y 


2k 


9 Sex ey sàofunçóes der ex! +y* — 4xy = 13, determine a relação algébrica entre dx 
e dy, Resolva essa relação para dy/dx. 

10 Dadoy =X — 3x + 2ex = 4f — 3, tome dt = At = 0,2, = | e determine os valores 
correspondentes de Ay e d) 

11 Use diferenciais para determinar a área aproximada de um caminho de | metro de 
largura em torno de uma praga que tem 100 metros em cada lado, sem contar o 
caminho. 

12 Um grande tanque esférico de raio interno r tem uma fina parede metálica de 
espessura Ar. Use diferenciais para escrever uma fórmula para o volume aproxi- 
mado do metal na parede. 

13 Obtenha uma fórmula aproximada para o volume de metal em uma lata tendo a 
forma de um cubo de lado x, sendo a espessura Ax do metal pequen: 

14 Trace o gráfico de uma função definida por y = 1/x, mostre um valor tipico x, no 
domínio dessa função, indique uma pequena variação Ax = dx no valor de x de xo 
para xo + Ах, e mostre os valores correspondentes de Ay e dy no gráfico. Prove 
analiticamente que Ay é aproximadamente igual a — Ax/x*. Use esse fato para = 
determinar uma aproximacáo decimal de 1/102. Indique o quanto de erro é envol- 
vido nesta aproximação. 

15 Use diferenciais para determinar uma aproximação 3/33. 

16 O diámetro de uma barra na forma de um cilindro circular reto é medido tendo 4.2 
centímetros e um erro possível de 0,05 centímetros. Dê uma estimação razoável 
(usando diferenciais) para o erro possível na área transversal computada a partir do 
diâmetro medido. 


Nos problemas 17 a 28, calcule cada antiderivada 


17 | x° + 4x? + П) dx 18 | (4x? + 3x? — x +91) ах 19 [3 ide | 
x | 
20 [a 29 at 21 j Jat +9 dt 2 [= —1)® ах | 
2x3 17 2 -13 "EM 
23 [хх + 8)!” dx 24 | x(x? 4) 1 dx 25 


[Каз 


27 Texas 28 sm 


(Vx 39% dx 
9 Í x t+5 


Y 


29 Calcule | x° ax? + Тах, partindo da mudança de variávelu = x° + 1 e usando o fato 
de que x? = e 


Nos problemas 30 a 37, determine a solugáo geral de cada equacáo 


dy dy dy 1 dy_1+x 
»9. 31 — = (x — 4)3x — 32 == —1 33 —- 
PEE dx x 90x72) a (0х) dx dx 
dy 
34 uo ps e — 2x + 6x? 
Nos problemas 38 a 43, resolva cada equação diferencial sujeita às condições de 
contorno dadas. 
d 
2x! 2x + 1; y = 0 quando x = 0. 39 ax X Uy = quando x = 1. 
— 1 quando x = 0. 41 а exo = 2 quando x = 0. 
X 
dy 


х%+1;у=0 е y=1quandox = =:y=2 e у = Iquandox = l. 


de 


ANTIDIFERENCIAÇÃO, EQUAÇÕES DIFERENCIAIS E ÁREA 


44 Suponha que G' =g, F' = fe queu é uma solução da equação diferencial g [u(x)] 
11) = f (x). Mostre que existe uma constante C tal que G ° u = F + C. 
45 Determine uma fórmula рага/ х) sabendo-se que o gráfico def contém o ponto (2, 6) 
e que a inclinação da tangente a este gráfico em cada ponto (x, flx)) é x VX” + 5 
46 (a) Mostre que não existe uma função satisfazendo à equação diferencial? (х) = 
3x* + | tal que f(0) = 0 e ftl) = 3. 
Ib) Mostre que existe uma função/ satisfazendo à equação diferencialf''(x) = 3x? + 
1 tal que (0) = 0 ef(1) = 3. Explique comparando a parte (a) com a parte (b). 


47 Resolva a equação diferencial dy/dr = |x| + x — 1| + |x — 2] sujeita à condição 


Elec) 


inicial y = 1 quando x = 0 (sugestáo: | lx] dx= 


48 A força F agindo sobre uma partícula P ao longo do eixo s é dada porF = YTF Vs 
dinas, Determine o trabalho feito por esta força quando a partícula é movida de s = 
| centímetros até s = O centímetros. 

| 49 Uma mola perfeitamente elástica é comprimida 6 centímetros de seu comprimento 

por um peso de 2 toneladas colocado sobre ela. Qual o trabalho (em joules) feito? 

| 59 Que aceleração constante negativa é necessária para levar um trem ao repouso em 
500 metros se ele está andando a uma velocidade de 44 m/seg? 

31 Um atleta correndo 100 metros mantém uma aceleração constante para os 32 
primeiros metros e depois disso tem aceleração nula. Qual deverá ser a aceleração 
se o atleta executa a corrida em 9.4 segundos? 

52 Umcertotipo de automóvel pode ser levado a parar, ao andar a uma velocidade de 72 
km/h, em 4 segundos. Quanto tempo levará parar o carro que anda a uma 
velocidade de 96 km/h? Suponha a mesma aceleração constante em ambos os 
casos. 

#3 Uma pedra é arremessada em linha reta para baixo. com uma velocidade inicial de 

96 metros por segundo, de uma ponte a 256 metros acima de um rio. 

(a) Quantos segundos decorrerão antes que a pedra atinja a água? 

1b) Qual será a velocidade da pedra quando ela bater na água? 

Sabendo-se que a aceleração da gravidade na superfície da terra é 980 em/seg?, 

explique porque a massa de 1 grama pesa 980 dinas na superfície da terra. 

Um peso de 500 kg é suspenso 150 m abaixo de um guindaste por um cabo pesando 

0.75 kg/m. Desprezando o atrito, quantos joules de trabalho serão necessários para 

| erguer o peso de 150 metros de altura. 

56 Seja Wo trabalho feito para carregar um capacitor que tem capacitância (constante) 
C com Q coulombs. Se E é a queda de voltagem através do capacitor е/ é a corrente 
em ampères fluindo no capacitor, então dW = EdQ. Q = CE e dQ = 1 dt, onde t 
denota o tempo em segundos. 
ta) Mostre que a potência instantánea dW/dt necessária para carregar o capacitor é 

dada por dWidt = EI. 

tb) Supondo que W = 0 quando E = 0, prove que W = 4a CE! 

S Suponha que m quilogramas de massa são distribuídos uniformemente ao longo do 

| eixos entres =a es =b metros, onde 0 <a <b. Uma particula P de M quilogramas 

š colocada sobre o eixos na origem. Determine a força gravitacional exercida sobre 

P pela massa distribuída, sabendo-se que a constante de gravitação universal é y = 

6.6732 x 10º N - m?/kg?. 

58 Uma partícula move-se ao longo de uma trajetória curva de modo que suas coorde- 
nadas no instante são (Д), g(1)). Suponha que f eg são funções diferenciáveis e que 
f' eg’ são contínuas. Escreva uma equação diferencial para a distância s, medida 
ao longo da trajetória curva. percorrida pela partícula desde o instante £ = 0. 

59 Uma companhia manufaturando meias femininas espera uma renda marginal dada 
рог dR/dx = 5 — (x/25.000) cruzeiros por par manufaturado. Suponha que R = 
CrS 0 quando x = 0. Seu custo marginal é dado por dC/dx = 3 por par manufatu- 
rado. onde C = Cr$ 200,00 quando x = 0, 

(a) Determine a renda total esperada se x pares de meias são manufaturados, 

tb) Determine o custo total de manufaturamento de x pares de meias. 

tc) Quantos pares de meia devem ser manufaturados para maximizar a renda total? 

td) Quantos pares de meia devem ser manufaturados para maximizar o lucro? 

(e) Quanto deverá a companhia cobrar por par para maximizar o lucro? 

$0 A renda total esperada para a renda de x suéteres é dada por R = x(27 — x/1000) 
cruzeiros, enquanto o custo marginal é dado por dC/dx = 700/V/x cruzeiros por 
suéter. Quando x = 0, então C = Cr$ 500,00. 
ta) Determine o custo total como uma função de x. 
ib) Prove que o máximo lucro é obtido vendendo-se 10.000 suéteres. 

\с) Qual deverá ser o preco por suéter se 10.000 suéteres foram vendidos? 


ë 


ix 


Nos problemas 61 a 64, determine a área de cada região pelo método de fraciona- 
mento. tomando o eixo dado como eixo de referência. 
$1 A região limitada superiormente рогу = 1. à esquerda por y = xº, à direita pory =x 

e inferiormente por y = 0. Use o eixo y como eixo de referência. 
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62 A região no segundo quadrante sob o gráfico de y = Vx + 1, Use oeixoy para cixo 
de referência 

63 A mesma região que no problema 62, mas use o eixo x como eixo de referência. 

64 А região sobo gráfico de y = | — |x|entre x = — Lex = 1, Use o eixox como eixo de 
referência. 


Nos problemas 65 a 71, calcule cada integral definida usando somente a geometria 
elementar — não use o teorema fundamental do cálculo. 


65 | (10 + 3x)dx 66 | te ajax 
da af 


2 


" ps 
67 | Qx-3)dx 68 | —/25— x! dx 
Y o 


(2x+2 рагах < 0 


2 E 
69 [67 2x) dx 70 Гло onde f(x) = eS арха 


71 | dx, ondea < b 


E 
72 Use geometria elementar para calcular | a? — x? dx, onde a > 0. 

“o 
73 Suponha que n é um inteiro ímpar e que a é uma constante positiva. Explique 


a 
geometricamente por que [ x dx = 0. 


% йй 
74 Calcul s 
> lis ai 


Nos problemas 75 a 78, escreva a área de cada regido como uma integral definida 
ou como uma soma de uma diferenca de integrais. Nào calcule as integrais. Trace as 
regiões. 


75 A região sob a curva y = entrex = -3ex= 
lx 
К 
76 A região sob a curva y = genrex = —lex=l. 
1+ 
" Ix - x 
77 A região sob a curva y = — entrex = – 2ех = 2. 
[x] +1 
78 A região sob a curva y = sen x entre x = — 2rex = 2m. 


Nos problemas de 79 a 84, use o teorema fundamental do cálculo para calcular 
cada integral definida. 


А Ре 
7» | (ф?-1)4х sj Qx* + 1) dx 
E * 


a 
Пах 81 | x3 + dx 


° 


s x? dx 


* "| id 2/3 
8 [64s 83 [| e ) dx 84 NET 


EXEMPLOS 


A INTEGRAL DEFINIDA OU DE 
RIEMANN 


Na Seção 6 do Cap. 5, apresentamos uma definição preliminar da inte- 
gral definida e enunciamos uma versão preliminar do teorema fundamental do 
cálculo. No presente capítulo, daremos uma indicação da maneira pela qual 
podemos definir e manipular, formal e rigorosamente, as integrais definidas. 
E dado também um tratamento cuidadoso ao teorema fundamental do cál- 
culo, e desenvolvem-se métodos para aproximação de valores das integrais 
definidas. 


A Notação Sigma Para Somas 


A definição formal da integral definida envolve a soma de muitos termos. 
tornando-se necessária uma notação especial. No simbolismo matemático. a 
letra grega maiúsculasigma. que é representada por 2 e corresponde à letra S. 
significa ``a soma de todos os termos da forma...” Por exemplo, em vez de 
escrever 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6, podemos escrever Ek, e |? + 22 + 32 + 42 + 52 
+ 6º pode ser escrito como X &º, se fizermos a convenção de que k assume 
valores inteiros de 1 até 6. Se desejarmos incluir o intervalo de variação dos 
valores dek como parte da notação de somatório, escrevemos, por exemplo. 


Assim, УА? significa **a soma de todos os termos da forma А? quando 4 
pe 
assume valores inteiros de | até 6.º” 


Escreva as seguintes somas explicitamente e a seguir determine seus valores 
numéricos. 


SoLução 


1 
у =1°+2%°+3°+4°+5?°+6? + 72 


k=1 
= 1 +4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 = 140 
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SOLUÇÃO 


25223423423 424=2+4+8+16= X 


а 


3 Saa 1) 
А1 


SoLucáo | 


Y (в 30-1) = 01-3) (32 231) 4 (P 32) a 
ГЕЯ 


= а Bt м а 32) +. (pt 39-1) 
РИ СИНЕ: ае W 


Nos exemplos acima, а variável k, que assume valores de | a 7 ет 
K^, de Iadem 32º, ede Tan em $G* — 37), échamadade indice do somas 


rio.Não há razão particular para usar k como índice do somatório — qualquer 
letra do alfabeto servirá. Por exemplo, 


iz i PELETE 
E: 


Observe que f é uma função е que se os inteiros de | a n pertencem am 
domínio de f, entao 


ESO rer r9) e rm 


Por exemplo, se f é uma função constante, digamos f(x) = C para toam 
os valores de x, então 


Y füj- f()« ЛО) 78) н) Ссс Се 
— —— 
n termos 


O fato expresso pela equação acima é normalmente representado par 


ŽC - nC. Logo, È 5 = (005) =35, 2 


190 
= —2п, 3! = 100, e assim par 


diante. 

A notacào sigma é especialmente útil para indicar a soma dos termos ar 
uma sequência de números. Uma seqüéncia de números constituída de um 
primeiro número a, um segundo número аз, um terceiro número аз, e аът 
por diante, é escrita como ay, as, Ag... Assim, o k-ésimo termo neste 
sequência é ax, e a soma dos (digamos) seis primeiros termos pode ser 
representada por 


y = à) + a> + as + a, + as + as. 


Analogamente, a soma do segundo, terceiro e quarto termos da sequés- 
cia pode ser escrita como 


4 
Da=a+a+a. 
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Às vezes, quando trabalhamos com seqüéncias, é conveniente começar 
com um “termo de ordem 0" a,. Para tal sequência, a soma dos termos a. k. 
variando de 0 até n, pode ser expressa como 


Ya, = ao +a; +a, +: + a, 
= 


Algumas propriedades básicas do somatório, que sào fáceis de ser esta- 
belecidas tanto por inspeção como usando o princípio matemático da indu- 
ção, estão reunidas na lista a seguir. 


Propriedades básicas do somatório 
Suponhamos que ау а), à. ..., а„ € bo by Ds, ..., b, representam 
sequências de números e sejam A, B, C números constantes. Então: 


1 Propriedade da Constante: Y C = nC. 
k=1 


a " 
2 Propriedade da Homogeneidade: У Ca, = C Y aj. 
El xi 


3 Propriedade Aditiva: Y (a, + b) = Y à + Y be 
k=1 k=1 k=1 


E п n 
4 Propriedade Lincar: У (Aa, + Bb,) = A Y a, + BY by 
= K= 


к=1 


ta 


n 
Desigualdade Triangular Generalizada: T a, 
1 


< Y lal. 
к=1 


6 Soma de uma Seqüéncia S" (4 + Ck) = п(а + E 
Уа сю m+ 0(4 +1). 


Aritmética: kcu 
7 Soma de uma Seqüéncia — y AC*— lg 1 
Geométrica: 25 jog est 
8 Soma de Inteiros Sucessivos: ЎА nn 1) 
к=1 2 
9 Soma de Quadrados Sucessivos: X je A+ en +1). 
“1 6 
2 2 
10 Soma de Cubos Sucessivos: Spa n 1) 
= 4 » 
rer 


11 Propriedade Telescópica: Y (by — by.) = b, — bo. 


к= 


EXEMPLOS Use às propriedades básicas para calcular as somas dadas. 
20 
1 Y (262 —3k 1) 
k=1 


SoLucAo 


20 


Y (034 1)= У ж Y (39 Y1 (Propriedade 4) 
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20 20 
=25k-35 k+20 (Propriedades 2 € | 
k=1 k=1 


— 7 CORINA) y (20)01) | so 5130 


6 2 
2 Y Sk 1) 
k=1 
SOLUÇÃO У (56+ 1) = DS + 0) = 5у k + Y 2 
к=. к=1 = к=! 


disc aja n(n + 1)Qn + 1) 


6 
ze Sn(n+1) 2n+1 
=n(n +1) 4 T 6 
2i 1 
exili jy eer Le (2л +1) 
12 
_ n(n + 1)(15n? + 19n + 2) 
A ер " 
Nd 
3 12 
àx 


1 (Pela Propriedade 7 сот 44 
ж 1ес= 4). | 


4 А soma dos 100 primeiros inteiros ímpares. 
SoLucáo 
Na Propriedade 6, tomemos A = 1, C = 2, n = 99. Então 
99 
У((+2Ж)=1+3+5+7+ +199; 
к=0 


logo, а soma desejada é dada por 


99 
Y (1 + 2x) = (100) 


к=о 


1+ e» = 10.000. 


1.1 A área sob uma parábola 
Como exemplo do uso da notaçào sigma para somas, calcularemos ы 
A sob a parábola y = x? entre x = 0 e x = 1 (Fig. 1). Usando o 
desenvolvido na Seção 6 do Cap. 5, calculamos esta área como senso 
1 3 | > 3 
a aS dede 
x!'dx———| =, — 4 = unidades ao quadrado: 
to jh E q 3 a 9 


entretanto, nós realmente nunca chegamos а provar que este método 
ciona. No máximo, nossos argumentos eram meramente plausíveis. x 
eram baseados na noção Leibniziana de que um diferencial é um “1 
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Fig. 1 


simo". Agora, usando a notação sigma, apresentamos um argumento mais 
conclusivo. de ser a área realmente igual a !/з unidades ao quadrado. 
Na Fig. |, indicamos uma subdivisão do intervalo [0,1] em n subinterva- 


e 23| 5 4 
` In n] 


nn 
k-1 J Acima de cada subintervalo formamos 


los iguais: [9 2 š 
n nn 
k-ésimo subintervalo é 
non 


: mid n , Observe que 
nn 


um retángulo circunscrito correspondente. Evidentemente, a altura do 
m m š > " 2 n А 2 " 
k-ésimo retángulo circunscrito é B e sua área é ! () . Uma estima- 
n 
tiva da área А pode agora ser obtida pela adição das áreas dos n retângulos 


" «OI es LU ы 
circunscritos, isto é, 4 x 5 de Já que 
int 


Ха 0-и 
1 prt Mn р NO 1)(2п + 1) 
6 6п? 


pela fórmula para a soma de quadrados sucessivos; segue que 


(n 1)n-1) 1 +q 1 
аб + с, 


Além disso, uma vez que os retângulos aproximadores são circunscritos. 
Á = bi 1/20) + 1/(6n2). 

Na Fig. 2, nós novamente dividimos o intervalo [0, Пет п subintervalos 
iguais, mas agora consideramos os retángulos inscritos ao invés dos circuns- 
critos. Evidentemente, a altura do k-ésimo retângulo inscrito é E 1) е 

Ijk- né 


sua área é — Novamente. obtemos uma estimativa da área A 
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Fig. 2 


n = 
asy [t E 
sn n 
Agora, 
n Lii ^ By с Py TA 
- =5 | k-10- [-] Y (2-2 
à n 2. n qe) n P edi 
3 n(n + 1)Qn + Do 2n(n + 1) e 
wm 6 2 é 
QA —3п++1 
zz бп? У 
então 
pg Bar d p 1 
“в: 6n? 03 2n mw 


" " A + — " 1 1 
Além disso, como os retángulos aproximadores sào inscritos. 3 -—+ 
> 
bo sA. 
Cn? 
As considerações acima mostram que, para todo inteiro positivo = 


A [= ү q í 
2 n ) йк BO aa 


l E d 
+ SH 
бп” Sin 


1 
ы, 1 3 
2n 6n? 
ximam de !/з como limite. Já que número constante A está "preso" enma 
duas quantidades, ambas podendo ficar próximos de '/a 0 quanto desejarcum, 
segue que A deve ser igual a Ya (Problema 24). 


À medida que п aumenta, ambos Í _ 
3 
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njunto de Problemas 1 


Nos problemas 1 a8, escreva explicitamente cada soma e, a seguir, ache seu valor 


Y ke 1) 2 Уле з Fæ- i} 


ES 


- E] 100 100 
.':-3) 10 Y i(i—1) Hn y» 12 $ -s 

E A = são 

2 100 р q "n D 

Y &kse f 14 [n PE E » 

Меж 0 à bud 15 к 16 Y (a a 

А 100 | 

*4-i 18 

mu р 

wenfique a desigualdade triangular generalizada, utilizando o princípio da indução 


matemática. 


Yenfique a fórmula para a soma dos inteiros sucessivos, usando o princípio da 


Serifique a fórmula para a soma dos quadrados sucessivos, usando o princípio da 
кешер matemática. 

3 erifique a fórmula para a soma de uma seqüéncia geométrica, completando о 
seguinte argumento. Seja 


S-YAC-A-ACAACU AC (C#1) 
são 


Então $C = AC + AC? +... + АС" + AC” !, de tal forma que $S — SC = A — 
AC“, (Agora, resolva a última equação para Š). 

Verifique a fórmula para a soma dos cubos sucessivos utilizando o princípio da 
miução matemática. 

Prove que, se А for um número constante tal que fin) = A = g(n) é válido para todos 
== valores inteiros positivos de à, onde e g são funções tais que lim fin) = lim g(n) 


= L.entio A = L..(Dizer que lim fin) = L significa, por definição, que, para cada 


пы mero positivo e, existe um inteiro positivo N, tal que |fin) — L| < e é válido 
sempre que n = N). 

+ sando a desigualdade deduzida na Seção 1.1, estime a área A soba parábola y = x! 
entre x = Oe x = 1, considerando n como (a) n = 1000 e (b) n = 10.000. 


2 A Integral Definida (De 
Riemann) — Definicáo 
Analítica 


, 
A definigào de f Йх)йх dada na Seção 6 do Cap. 5 foi chamada de 
a 


uma definição informal preliminar devido à possível dificuldade com o verda- 
deiro significado de “área” envolvido. Na Secão 1.1 
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cesso a "área" sob o gráfico de y = x^ entre x = 0 e x = 1 usando retém 
gulos circunscritos e inscritos e a notação sigma para somas. Este cálculo s= 
gere um método para ultrapassar a dificuldade inerente em nossa definiçam 


^ 
preliminar de f fixidx. Assim, nesta seção, apresentamos uma definição 
a 


puramente analítica da integral definida bascada na técnica usada na Secar 
ы 

Suponhamos que f seja uma função definida (mas nào necessariameme 
contínua) num intervalo [a,b]. Por uma partiçaodo intervalo [a,b], entenas 
mos uma seqüéncia de subintervalos [xoi], [x2], [хасха], > + Duet. 
[a,b]. onde x, = a ex, = b (Fig. 1). O subintervalo [xi,.X,] é chamado ae 
k-ésimo subintervalo na partição e seu comprimento é denotado por Ax, = a. 
= Xx-1. Assim. O comprimento do primeiro subintervalo é Ax, = xi — x 9 
comprimento do segundo subintervalo é Ax; = xs — xı, e assim por diame. 
Não há necessidade de que todos os subintervalos na partição tenham p 
mesmo comprimento. Denotamos a partição [xox], [xoxo]. +++, Dodd 
pelo símbolo 2. 


Ax, Ax Ax 


Fig. 1 a=xp 


Pela norma da partição 2. em símbolo |], queremos dizer o maior dos | 
números Ах. Axo. Аха, .... Ax, representando os comprimentos dos ж 
subintervalos em 2. Observe que dois ou mais dos números Axı. Ars 
Аха, ..., Ax, podem ter o mesmo e maior valor ||. Em particular, se todos as. 
subintervalos na partição 2 tiverem o mesmo comprimento, então 


в-а 


Ах = Ax; 
b-a 


— É neste caso especial. 
n 


[ 
P 
P 


n 


de tal forma que |.) 


Agora escolhamos um número de cada subintervalo na partição 2. Sega 
c, O número escolhido do primeiro subintervalo [xox], seja c; o segundo 
subintervalo [x,.x;], e assim por diante. Assim, cx denota o número cescolbám 
do k-ésimo subintervalo (Fig. 2). A partição P, junto com 05 números 
escolhidos, cy €» ..., Cn, é Chamada uma partição estendida e é denotadim 
por 2*. 


Fig. 2 а=ху 


Em cada subintervalo da partição 2, construímos um retângulo como mu 
Fig. 3. Observe que o k-ésimo retângulo tem о k-ésimo subintervalo [xx 24] 
de comprimento Ах, como sua base e se estende até o ponto (cfc, sq 
gráfico f. (Se o gráfico de f está abaixo do eixo x em cy, então o K-és.cme 
retângulo estende-se para baixo). Em qualquer caso. a altura do -es:me 
retângulo é |fic;)| e sua área AA, é dada por AA, = |с) Ах. Assim, flc, iM 
= +*ÀA,. onde о sinal positivo ou negativo é usado conforme o k-éssma 
retângulo se estenda para cima ou para baixo, respectivamente, a partir da 
eixo x. 


A soma 2 (+44 4) das áreas assinaladas AA, dos retângulos deterw- 
= 


nados pela partição estendida 2* é chamada a soma de Riemann Correspomse- 
dente a 2* para a função f. (Esta terminologia é usada em homenagem am 
matemático alemão Bernhard Riemann, que, durante o século XIX, realizam! 
alguns dos primeiros trabalhos definitivos sobre o problema de aprese nasr 
uma formalização matemática precisa da integral de Newton e Leibniz: R 
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o| AX хр Xp Xa MME b 
Fig. 3 
que X AA, = fic,)Àx,, esta soma de Riemann pode também ser escrita como 
fonts. 
А soma de Riemann ine) Ax, = i ( *AA,) apresenta uma aproximação 
E B 


razoável para aquela que provisoriamente definimos como a integral definida 
b ^ 

[ Лх)ах no Cap. 5. (Recorde que, ao calcular Í f(x)dx, a área sob o eixo x 
a a 


foi subtraída, e observe que as áreas correspondentes dos retângulos aproxi- 
a 

mantes da soma de Riemann > (+ ÀA;) seria também subtraída ao realizar- 
ка 

mos а soma). Se um número excessivamente grande de retángulos muito 

estreitos está envolvido na soma de Riemann, a aproximagáo deve ser 


bastante acurada. Uma vez que a norma || dá o comprimento da base do 
mais largo destes retángulos, devemos esperar que 


lim b: f (cx) Axz 


121-0 k=1 


И (x) dx. 


A última equação sugere a seguinte definição formal. 


A integral definida (de Riemann) — versão analítica 
Seolimite lim SftcyAxyexiste, então a função f é dita serintegrável 
VP AU йе 
m [a,b] no sentido de Riemann. Se f é integrável, então a integral definida 
(de Riemann) de f no intervalo [a,b] é definida por 


|, " f(x) dx - ш. X Sex) Ах. 
Ieri nt 
O limite indicado na Definição 1 deve ser entendido no seguinte sentido: 
a 
afirmar que um nümero/ é o limite da soma de Riemann > Aco quando a 


norma || tende a zero significa que, para cada número positivo s (não 
importa quão pequeno seja), existe um número positivo 8 (dependendo de e) 
tal que 


| Y Fc) Ах, — |< 
k 


é válido para toda partição estendida P* com || < 8. 


Determine a soma de Riemann para a função f dada por Дх) = 1 + х? no 
intervalo [-2,2] usando a partição ampliada @* constituída de oito subinter- 
valos [—2 


з], 1-7-1, 1-1. кр! [= 2,0), [9.7] ui Da) [te 


IL, er. 


3.2] 
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Trace um gráfico mostrando os oito retângulos correspondentes a esta scum 


de Riemann. 


SoLução 


Para a partição dada cada um dos oito subintervalos tem comprimento iguala 


1/2 unidade; isto é, 


Ax, = Ax; = Ax; = Ax, = Ax; = Axg = Ax, = Аха =}. 


Também, 


fie)e 1 (72 = –7, | 
Ј(са)=1+ (-3P = 8 

(с) =1+ (i = 

f(e) 1+0=1, 

з) = 1+ G* = 

fis je 1+1=2, = 

fie) 2 1 GP =%, 

f(e) e 14 23-9. 


Assim, a soma de Riemann pedida é dada por 


E fed s = Fe Ax + Де) Аж + s) Ans + fle) Aw 


+ f (es) Axs + f (ce) Axe + f(es) Аху + flee! 


= (06) + (E) + 00) + (06) + 06 


+ Q8) + GG) + (06) = 3. 


A Fig. 4 mostra os oito retângulos cujas áreas, com sinal, são os 1 
na soma de Riemann. Observe que os dois primeiros retângulos contr: 
com termo negativo para a soma de Riemann. 


Fio 4 


TEOREMA 1 


'TEOREMA 2 


TEOREMA 3 
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Do exemplo anterior e da definicào da integral de Riemann podemos 
concluir que 


„2 
| (1 x3) dx 2 $, 
e$ 


Si ntegral existir. Para uma aproximação melhor, teríamos que tomar uma 


partição estendida com uma norma menor (e, portanto, com mais retângu- 
los). 


2.1 Existência das integrais de Riemann 

Praticamente, toda função encontrada no trabalho prático científico é 
Riemann-integrável em qualquer intervalo fechado contido em seu domínio. 
Isto inclui não apenas todas as funções contínuas e todas as funções monóto- 
nas (crescentes ou decrescentes), mas também todas aquelas que são limita- 
das e "seccionalmente contínuas” ou ''seccionalmente monótonas”. As 
provas da Riemann-integrabilidade de tais funções podem ser encontradas 
em textos mais avançados de análise; aqui nos contentamos com enunciados 
precisos de alguns dos teoremas de existência para as integrais de Riemann. 


Existência da integral de Riemann de uma função contínua 
f € uma função contínua no intervalo fechado [a,b], então f é Rie- 
mann-integrável em [a,b]. 
Por exemplo. uma fungáo polinomial é Riemann-integrável em qualquer 
intervalo fechado, visto que as funções polinomiais são contínuas. 


> 


na dx 


Fig. 5 


A função cujo gráfico é mostrado na Fi; 
seccionalmente contínua no intervalo [a,b] no sentido de que [a,b] pode ter 
uma parti constituída de um número finito de subintervalos tal que f seja 
contínua em cada subintervalo. A função f é também limitada no intervalo 
[a,b] no sentido de que existem números fixos A e B tais que А = flx) = Bé 
válido para todos os valores dex em [a,b]. A integrabilidade de qualquer uma 
dessas funções é assegurada pelo teorema seguinte. 


5 não é contínua, mas é 


Existência da integral de Riemann de uma função limitada seccionalmente 
contínua 

Se f é uma função limitada e seccionalmente contínua no intervalo 
fechado [a,b]. então f é Riemann-integrável em [a,b]. 

A função definida por 


1 
füj- E para x > 0 


1 parax «0 


é seccionalmente contínua, mas não limitada no intervalo [—1,1] (Fig. 6). 
Observando-se a Fig. 6. vemos que se deve ter grande cuidado ao discutirmos 
a "área" da região sob o gráfico de uma função não-limitada. O teorema a 
seguir evidencia a necessidade deste cuidado. 


Limite de funcóes Riemann-integráveis 
Se fé definida e Riemann-integrável em [a,b], entàof é limitada em [a.b] 
Por exemplo. a funçào f cujo gráfico aparece na Fig. 6náo é Riemann-in- 


TEOREMA 4 


EXEMPLO 


EXEMPLOS 


Fig. 6 


tegrável em [—1,1], já que é ilimitada neste intervalo. 
Oteorema seguinte é bastante útil ao decidirmos se certas funções são ow 
não Riemann-integráveis. 


Mudança de uma função em número finito de pontos 
Se f é definida e Riemann-integrável em [a,b] e se h é também definas 
em [a,b] e satisfaz (x) = Дх) para todo x em [a,b] exceto num número пота 
de pontos, então ^ é também Riemann-integfável em [a,b] e [^ h(x) dr = 
I? fix)dx. я 
О uso do Teorema 4 é ilustrado no próximo exemplo. 


Seja a funcào ^ definida por 


1 para x Z O 


= О рагах=0. 


pt sË 
Ache | h(x) dx, dado que | dx = 2. 
“1 -1 
SOLUÇÃO 
Seja f uma função constante definida por f(x) = 1 para todos os valores de z 
Evidentemente, A(x) = Дх) para todos os valores de x pertencentes a [—1.1] 
a 


com exceção de x = 0. Assim, pelo Teorema 4, | A(x) dx existe e 
е 


„1 1 1 pf 
| Мх)ах=[| fe)dax- | 1dx=| ах=2. 
di ded M Ug 


2.2 Cálculo das integrais de Riemann pelo uso direto da definição 
ТЬ 
А integral definida | f(x) dx de qualquer função f Riemann-integravel 
pode, evidentemente, Ser calculada escolhendo-se qualquer seqüéncia de 
partições estendidas 


#1, PE, 93,...,99,... 
talque lim |2,| = 0, calculando as somas de Riemann correspondentes 
aed 


а cada partição estendida, e determinando o limite quando n > + œ ds 
seqüéncia resultante de somas de Riemann. Ao se fazer isto, é semper 
conveniente considerar partições de [a,b] constituídas de n subintervales 
b—a 


iguais, cada um deles tendo comprimento Ax — Além disso, ав 


n 
estendermos estas partições, é sempre desejável selecionarmos os númeres 
Cy Съ Cs, ..., Cn de tal forma que todos os retângulos aproximadores sejam 
circunscritos (ou inscritos). 


Avalie diretamente a integral de Riemann dada pelo cálculo de um limite das 
somas de Riemann. Use partições constituídas de subintervalos de compe- 
mentos iguais e use retângulos inscritos ou circunscritos, conforme esia 
indicado. 
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2 
1 | x? dx (retângulos inscritos) 


“o. 

SOLUÇÃO 

Seja F, uma partição do intervalo [0,2] em n subintervalos iguais de compn- 
= 2 

mento Ax, talque Ах = 2-0 АР 2 (Porexemplo, a Fig. 7 mostra o caso x = 
m a 


4 com quatro subintervalos cada um de comprimento ?/4 = !/z unidade). A 
função f dada por f(x) = х? é crescente no intervalo [0,2]; assim, retângulos 
inscritos são obtidos formando a partição estendida #,* para a qual c;. cs. c s. 

‚++ Cn SÃO OS pontos da extremidade à esquerda dos intervalos correspon- 
dentes. Assim, 2,* consiste em n subintervalos 


[0, Ax]. [Ax. 24x], [2Ax, 34x), .... [2 — Ax. 


com 


tj = Ú, zy = Ax cs =2AX .... a. =D Ах. 


Evidentemente, 2 2k-1) 


-K-)Ax--)r-7— 


Conseqüentemente, a soma de Riemann correspondente a 2,* é dada 
por 


> 


к=1 


man. бй 


Esta = Уе х= y PÉ zT 


Usando as propriedades básicas de somatório na Secáo 1, temos 


лел Ў к 0? 


-5 Ze- м+ж) (0 зуе +зук- di 
A E 


CD nn 1n 1), Ju. "| 


i x? dx = lim Y fc) Ax, = lim 4 1-2+21) =+ 


пех k=l mt 


2 | x'dx (retângulos circunscritos) 
5-2 


SOLUÇÃO 
Seja 2, uma partição do intervalo [- 2,0] em n subintervalos iguais de 


> 11-40: š 
comprimento Ax, tal que Ax = 9-(-2) Ea 2 (Por exemplo. а Fig.-8 
n n 
mostra o caso de n = 4, com quatro subintervalos cada um, tendo compri- 
mento 2/4 = 1/2 unidade.) A função f dada por fix) = х? é decrescente no 
intervalo [— 2,0]; logo, retângulos circunscritos são obtidos formando a 
ES a e па a de do 
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dade à esquerda dos intervalos correspondentes. Assim, 2,* consiste er 
subintervalos. 


[—2, -2 + Ax], [-2 + Ax, —2 + 2Ax], 
[72 + 2Ax, —2 + 34x], ..., [—Ax,0] 


com 


dy = —2,0,— —2 + Ax, сз = —2 + 2 Ax, ..., e, = Ax. 


Evidentemente 


* = 
«o 24 (k= axo -2- 7 k= (+), 


de modo que 
TE- (a= $k- (M+1)P= se — Un + 1k (o 1] 


Conseqüentemente, a soma de Riemann correspondente a P,* é dada 


por 

a " 4 2 l 

У) Ах, = Y — 8 — 2(n + 1)k + (n + 12] = 

к= к=п п 
=5 ELA + 2» | 
-5 MA | 

8 (п\п + 1\/2n+1 4 1 1 

Ce: )-$0 30: 

Logo, 


Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas de | até 4, determine à soma de Riemann para cada função no 
intervalo prescrito usando a partição estendida indicada. Trace também o gráfico da 


função no intervalo dado mostrando os retângulos correspondentes à soma de Rie- 
mann 


1 1(x)=3x +1 em [0.3]. 2* consiste de [0. 


ookec2keckeo 


| 1] 0131, 18,2), 2,3), e 


Ac=3 е ca 


2 11) = —2x* em [0,3]. 9* consiste de [0.1], [1.1], [1.3], [52], (2,3, е [5.3] com 
3 z 1 
i 


WES ar, à 
meai (97160-40524. е c (= M. 


3 /(x)=1xem[l, 


1 2* consiste de [1,3], [3,2], [2,3 el [$3] com e = j. =, 
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а : = xem [-1,2), 2* consiste де[—1, 3], 1-60) (04) B. 1 113) e [3.2] 


comc, = —1,су= —he 706 4 c5=1, e c=? 


Nos problemas 5 até 12, indique se cada integral de Riemann existe e justifique sua 


Б 
| 10007 11 ' 
E dx 6 | -ax 7 [| xd 
| 1 2 ох d 
E 100 
s 9 | tanxdx 10 [x] dx 
-1 o e 
| + x paraü «x «1 1 7рагах #1 
ш f(x)dx, onde f(x) = ix —1 рага1<х<2 12 | f(x)dx, onde f(x) = чә м 1 
ы 1—x? para2 «x «3 k. ВЧЕНЕ 
Nos problemas 13 a 19, calcule cada integral de Riemann diretamente através da 
inação de um limite das somas de Riemann. Use partições constituídas de 
amiwxervalos de mesmo comprimento e use retângulos inscritos ou circunscritos 
е esteja indicado. 
H 3 
2x dx (retângulos circunscritos) 14 | 2x dx (retângulos inscritos) 
à "e 
zt E 
= — (2x — 6) dx (retângulos circunscritos) 16 | (9 — x?) dx (retángulos inscritos) 
. Ж 
=ч 2 
т (x? — x — 2) dx (retângulos inscritos) 18 | (x° + 2)dx (retângulos circunscritos) 
1 vo 


“(x + 2) dx (retângulos inscritos) 


Define a função f por 


0 рагах + 0 
Р Т@) = (рагах = 0. 
Calcule | f(x) dx diretamente, a partir da definição. 
to 


se a definição formal analítica para calcular | 7 dx como um limite de somas 
va 


de Riemann. Interprete o resultado geometricamente. 
2 


Pode-se mostrar que | (1/x) dx= 0,693 (aproximacio até trés casas decimais). Fa- 
K: 


= umaestimativade| (1/x)dx usando uma soma de Reimann envolvendo 10 retân- 
5 


glos circunscritos de bases iguais. 


3 Propriedades Básicas da 
Integral Definida 


ropriedades básicas da integral definida (de Riemann) podem ser 
a partir da definicào analítica dada na Se 2. Na maioria dos 
apresentamos tais provas: entretanto, enunciamos estas proprie- 
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TEOREMA 1 


EXEMPLO 


TEOREMA 2 


CÁLCULO 


dades como teoremas formais e os interpretamos em termos de nossa ¡asia 
intuitiva de "área". Pretendemos usar estas propriedades na próxima secam 
para dar uma prova do teorema fundamental do cálculo: assim, рага evit 
círculo vicioso, não nos será permitido usar a versão preliminar do tec 
fundamental nesta seção, 


Integral de uma função constante 
Sejaf uma função constante definida pela equação fix) = K, onde K c um 


b b 
número constante. Então | f(x)dx = | K dx= K(b — a). 


Geometricamente, o Teorema 1 simplesmente afirma que um re: 
com largura b — a e altura |K] tem uma área de |K|(b — a) unidades quad; 
(Fig. 1). Em particular. 


ah b 
| 4 = | ldx=b=a 
а "а 
е 
Fig. 1 
33 
Calcule Í (—7)dx. І 
7-2 
SOLUÇÃO | 


Pelo Teorema 1, [Eds = (-7)B3 — (-2)] = —245. | 
“-2 


Propriedade da homogeneidade 
Se f é uma função Riemann-integrável no intervalo [а,Ь] e K е um 
numero constante, então Kf é também Riemann-integrável em ja» е 


b b 
| Kf(x)dx = K | f(x)dx. | 
ta “a 

A Fig. 2 mostra a razão geométrica, apresentada a seguir, para a pre 
priedade da homogeneidade; explicitamente, quando f é multiplicada por £. 


T | 
(с. Kfte) 
área = Дс)дх 
área= Кус 
(e fte) 
— X 
"|o “E a Ра 


Fig. 2 (a) (b) 


EXEMPLO 


TEOREMA 3 


área = f(c) Ах 


(ore) 
` 


EXEMPLO 


Curr" [ 


TEOREMA 4 


EXEMPLO 
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os retângulos aproximadores na soma de Riemann têm suas alturas ultimi - 
cadas por K, e assim suas áreas são multiplicadas por K. 


„2,7 „2,7 
Dado que | f(x)dx = —13, calcule | 52/7 (х) dx 
“4 ka. 
SOLUÇÃO m am 
Pelo Teorema 2, | 52/(x)dx = 52 |  f(x)dx = 52(—13)= –676 
Ё: “а 
Propriedade aditiva 


Sefe g são funções Riemann-integráveis no intervalo [a,b], então f ~ 
também Riemann-integrável em [a,b] e 


b 


J Ere) n ato dx = | Рр) ах | alx) dx. 


a 


А razào geométrica. apresentada a seguir para a propriedade aditiva da 
integral de Riemann, pode ser vista na Fig. 3, que mostra os retángulos 
aproximadores em somas de Riemann paraf, g e f + g. A área de tal retângulo 
para f + g é [Rc) + g(c)] Ax = Ac) Ax + g(c) Ах; logo, sua área é a soma das 
áreas dos retángulos correspondentes para f e para g. 


v y 
área = (с) Ax 


área = Ue) + g(e)] Ax 
(есу * ge) 


fre 


FG) * gie) 


„13 „13 " 
Dados que | f(x)dx = 277 e | g(x)dx=—132, calcule | 
poe эр 
Urt) + (х) dx. 


SoLução 
Pelo Teorema 3. 


asa 
g(x) dx = 271 + (1,32) = 1,45. 
КА 


As propriedades de homogeneidade e aditiva da integral de Riemann 
podem ser combinadas para chegarmos à propriedade linear. 


Propriedade linear 
Sef e g são funções Riemann-integráveis no intervalo [a.b]e se A еВ são 
números constantes, então Af + Bg é também Riemann-integrável em [a.5] e 
n „ > 
| [Af (x) + Bg(x)] dx = A | f(x) dx + B | g(x) dx 
` ` “a 
3 2 
x dx = š, calcule | (10x* + 16x) dx. 
2 “2 


К 
Dados | x*dx = 28 e 
M. 
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3 .3 3 
[ (10x* + 16x) dx = 10 | xtdx + 16 | x dx = 1004) + 16($) = 462 
“E 2 


ч 


Usando o princípio da indução matemática, a propriedade linear pode 
ser estendida a mais de duas funções. Assim, por exemplo, temos 
.2 "m: „2 2 E 
| @? - 38 + 7х —8)4х =4 | x' dx + (—3)| х24х+7| xdx + (-8) | à 
^» “o 0 o *0 


mi „2 > 2 
=4| x*dx-3| хїах +1 xdx—8[ dx. 
“o "0 о “o 


TEOREMA 5ѕ Positividade 
Sefé uma função Riemann-integrável no intervalo [a,b]e se f(x) = 0 para 


b d 
fedem todos os valores de x em [a,b], então | f(x) dx > 0. 
ta 


$ ab 
3 O Teorema 5 é geometricamente evidente, já que a integral | f(x)dxe 
de 


suposta e representa a diferença entre a área da região sob o gráfico de f que 

o A b = х está acima do eixo x е a área da região sob o gráfico de f que está abaixo de 

eixox. Se Дх) = 0 para a = x = b, então nenhuma parte da região está abaixo 
b 


x 


Paet do eixo x; logo, Í f(x) dx nào pode ser negativo (Fig. 4). 
a 


at as 
EXEMPLO Mostre que | x dx < | x dx. 
“o о 


SoLucáo 1 
Рага s x = 1, х? = xé válido; assim, x — x° = 0. Pelo Teoremas, | (x - xh 
o 


dx > 0; istoé | хак" 
o ° 


1 és " 
| x? dx; istoé, | х? йх < | xdx, 
о 0 "0 


"m 
x dx > 0. Daúltimadesigualdade, | x dx > 
“o 


O argumento dado no exemplo acima é bem geral. Na verdade, supo- 
nhamos que f e g são funções Riemann-integráveis no intervalo [a,b] tais que 


b 

fo) = gla). Então, glx) — Дх) = 0, de tal forma que, pelo Teoremas, | [gii 
b b g. s 

= Г) ах 20; istoé, | ф(х)4х— | f(x)dx 20, ou | f(x)dx < 


b 
Í g(x) dx. Logo, temos o seguinte teorema. 


“a 
TEOREMA 6 Comparação 
Se f e g são funções Riemann-integráveis no intervalo [a,b] e se fix: = 
g(x) é válido para todos os valores de x no intervalo [a,b], então [tás 
< Í g(x) dx. $ 
т О Teorema 6 fornece a base para о teorema a seguir. 
TEOREMA 7 Propriedade do valor absoluto 


Se fé Riemann-integrável no intervalo [a,b], então | f | também о sera e 


[ reo ax | [лога 


TEOREMA 8 


EXEMPLOS 1 
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Ота ргоуа rigorosa do Teorema 7 necessitaria de um argumento para 
mostrar que | f | é Riemann-i integrável e está além da finalidade deste livro. 
Todavia, assumindo que f e | f | são funções Riemann-integráveis no inter- 
valo [a,i b]. podemos deduzir a desigualdade no Teorema 7 como segue: 
aplicando o Teorema 6 à desigualdade —[f(x)| = Дх) = |f()|. nós obtemos 


л 


[reglas < [д < [Lr as 


isto é, 


IA 


n АЈ ab 
= | IA dx < | fe)dx < | ло dx. 


Segue que. 


„b 
< | |/(х)| dx. 


O teoremaa seguir expressa uma das mais importantes características da 
integral de Riemann. 


Aditividade com respeito ao intervalo de integração 


Seja a < b < c e suponhamos que a função f é Riemann-integrável no 
intervalo [a,b] bem como no intervalo [b,c]. Então. f é também Riemann-in- 
tegrável no intervalo [a.c] e 


|f) |, “Floyd 


Geometricamente, o Teorema 8 simplesmente significa que a área total 
sinalizada sob o gráfico de y = Дх), de x = a até x = c é a soma da área 
sinalizada de x = a até x = b e área sinalizada de x = b até x = c (Fig. 5). 


Fig. 5 


Dados que Ü Л) = T oque Sd — 5, calcule Г f(x) ах. 
е1 t2 =i 


SoLução 
Pelo Teorema 8, 


Г f(x)dx = Eso dx+ [100 dx=7+4(-5)=2. 


b 
Dados que Í x dx = Hb? — a°), use o Teorema 8 para achar (*s|x| dx. 
“a 


SoLução 
Pelo Teorema 8, 


“2 
| dx + | |x| dx. Para -3 < x «0. 


lla = |" 


— х, enquanto que, para 0 = x = 2, |x| 
2 


x. Assim, 


.0 Á o E 
x] dx = | (—x)ax+ | xdx=—[ xdx+ | хах 
E ly do la Jy 


=" — (-39] - 49? -0) 2 2 + 2 =. 
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O Teorema 8 é especialmente útil para a integração de funções "seccio- 
nalmente contínuas”, como o exemplo seguinte ilustra. 


EXEMPLO Define-se a função f pela equação 


х?— 1 parax<0 
fix)=ix—1 paraO «x «1 
la parax > 1 
b „b 
(Fig. 6). Assuma que | x? dx = iP? — a?) eque | xdx=Hb? га 


m 
Use о Teorema 8 para calcular | f(x)dx. 
>й 


SoLucáo 


[ riga |" siede | fias + [ride 
5-2 ta “o ^ 


a jx 
(8 – 1) dx e | (x — 1)dx + | зах 
2 lo э 


E 1 si T. 
x* dx - | dx+ | xdx — | dx 3 | dx 
szy NU “a 


- (-3y] O (+ 4? —9) — 0 —0) зи H 
=$-2+1- 1+9= š. 


gt „ї 
Na Fig. 6, temos | f(x) dx = | (x — 1) dx ainda que f1) * 1 — 1. Isto £ 
"o mg. 


justificado pelo Teorema 4 da Seção 2. já que Дх) = x — 1 para todos os 
valores de x em [0,1] exceto x = 1. 


Fig. 6 


A propriedade seguinte da integral de Riemann exerce um papel impor- 
tante na nossa próxima prova do teorema fundamental do cálculo; assim. 
damos uma prova cuidadosa desta propriedade. 


TEOREMA 9 Teorema do valor médio para integrais 


Suponhamos que f seja uma função contínua no intervalo [a,b]. Entás 
existe um número c em [a,b] tal que 


о-ва) = | fixas. 


PROVA 
No Cap. 3, Seção 5, aprendemos que uma função contínua f num inten aix 
fechado [a,b] assume um valor máximo (digamos) B e um valor minim? 


DEFINIÇÃO 1 


EXEMPLO 
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(digamos) А. Assim, A < f(x) = B é válido para todos valores de x em = о 


ab „b » 
Pelo Feorema 6, então | Adx <| f(x)dx < | Bdx. Pelo Teorema 1. 


+. n) E 
| Adx = A(b —a) e | Вах = B(b — a); assim, Ab —a) < | fix) dx 
“a ta 


“a 

< Blb— a). Masb—a>0, então a última desigualdade pode ser 
um 

reescrita como A < =й | f(x)dx < B. Agora o teorema do valor 
—а.„ 


intermediário para funções contínuas (Cap. 3, Seção 1.1, Teorema 1) afirma 
que f assume todos valores entre dois quaisquer de seus valores. Assim. já 


T qw 
que А e B são dois desses valores de f e como "mem | f(x) dx está entre 
da 


1 


estes dois valores, deve existir um número c em [a,b] tal que f (c) = n 
—a 


Í "ft dx; isto é, 
лора) = | f(x) dx. 


E 
A condição f (c)(b—a)-— | f(x)dx (Fig. 7) significa que a área sob a curva y 


—f(x) entrex =a ex = b é igual à do retângulo cuja base é o intervalo [a,b] e 
cujaaltura ё/їс). Assim, seacurvay = х) fosse "“horizontalizada” entrex = 
a ex =b de tal forma que tivesse uma altura constante f(c), então a área sob a 
curva permaneceria a mesma. Neste sentido, o número 


] æ 
Fc) x mem | f(x)dx representa um “valor médio" ou um "'valor in- 
— d, 


termediário” da função f entre x = a ex = b. Tornamos esta idéia com a 
definição seguinte. 


b 
área sob a curva — área do retángulo 


Fig. 7 


Valor médio de uma função em um intervalo 
Seja f uma função Riemann-integrável no intervalo [a,b], Então o valor 
médio de f em [a,b] é dado por 


pos 
"EA NIS 


O teorema do valor médio para integrais simplesmente afirma que uma 
função contínua f num intervalo [a,b] assume seu valor médio em algum 
nümero c neste intervalo. 


E 
Dado que | x? dx = Hb? a?), calcule o valor médio da função f definida por 
ta 


fix) = x° no intervalo [1,4] e calcule um valor dec, neste intervalo, tal que fic) 
dé seu valor médio. 


318 


DEFINIÇÃO 2 


CÁLCULO 
SoLuçÃo 
O valor médio desejado é dado por 
[ og 
Fai. = dx = 4° — 13)] = 7. 


Necessitamos achar o valor dec com | = c = 4 tal que fic) = 
Evidentemente, с = \/7 = 2.65. 


ab 

Na definição da integral definida (de Riemann) | J (x) dx, foi suposto que 
“a 

а < b. Para certos propósitos, é conveniente sermos capazes de lidar com 


E 
expressões tais como | f(x)dx sem nos preocuparmos se a < b ou não. [sao 
“ 
.b 
sugere que façamos uma definição adequada de | f(x) dx no caso em que 
“a 
„b E 
a= b. Sea = b, é natural definirmos | f(x) d = | f(x) dx = 0 (por qué”: 
“ 'a 


» 
A pista para o modo adequado de definir | f(x)dx quando a > b está mo 
ta 


y E) E 
Teorema 8, que afirma que | f(x)dx = | f(x)dx + | f(x)dx. Se fizer- 
“a “a E 


Estas considerações nos levam à seguinte definição: 


» 
A integral definida | f(x) de paraa = b 
G) Se ё uma função qualquer e a é um número no domínio de f. 
" 
definiremos | f(x) dx = 0. 
te 
(ii) Sea > b ef é Riemann-integrável em [b,a], então definimos 
"n "i 
| Л) = — | f(x) dx. 
da "b 
É importante observar que as propriedades das integrais definidas. «x 
pressas pelos Teoremas de | até 4. são ainda operativas quando o lime 
inferior de integração não é menor que o limite superior de integração. Por 
„b 
exemplo, o Teorema 1 afirma que | ES dx = K(b — a), pelo menos quando 
a<b. Quando a = b, ambos os aas. daequacáo são nulos, de tal forma que a 
equação ainda é válida. Para a > b, 
nb a 
| Kax= - | K ax = -K(a — b) = K(b — a), 
dg НА : 
ab 
ea equação |, Kdx =K(b — a)continua a ser válida. O leitor pode verificar 


que as propriedades homogênea, aditiva e linear ainda permanecem operam 
vas quando a > b (Problemas 56 e 57). É claro que o Teorema 5 falha, a nãe 


TEOREMA 10 
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ser que a = b, o mesmo ocorrendo com os Teoremas 6 e 7. (Por qué ^; Com 
modificações menores, o Teorema 8 continua a ser válido mesmo que 2 
condição a < b < c falhe. Assim, temos o seguinte teorema. 


Aditividade geral com respeito ao intervalo de integração 
Suponhamos que a função f seja Riemann-integrável num intervalo 
fechado limitado / e sejam a, b e c trés números em /. Então 


b “ 
| /(х)4х = [ f(x) dx + | f(x) dx. 
: "s ^ 


Para provar o Teorema 10, use o Teorema 8 e a Definição 2 para 
verificar cada um dos seis casos possíveisa <b < c,a <c « b, b «a « c, b < 
c«a,c < а < bec « b < a, bem como os trés casos nos quais dois dos 
númerosa, b ou c são iguais. Por exemplo, se a < b < c, então o Teorema 10 é 
igual ao Teorema8. Mas suponhamos que a < c < b. Entào, pelo Teorema 8, 


.b sê a 
[rtgax= Гое Гледах 


logo, 
[ea e [rea (66x [reds + Года 


de tal forma que a equação desejada continua a ser válida. O leitor deve 
verificar os casos remanescentes (Problema 58). 


Como sempre, nào há razão particular para o uso da letra x como a 


n 
“variável de integração” em | f(x) dx — qualquer outra letra poderia ser 
`. 


> 

usada. Na verdade, | f(x)dx é um número que depende de a, b e da funcáo f; 
4 

realmente, ela nào depende em nada de x. О leitor deve sempre ter ет mente 


quea variável de integração numa integral definida é uma “variável muda”, 
de tal forma que, por exemplo, 


E dx [e dt- 
“a 


52 ds = 


1 
y dy=3 
o 


Freqüentemente é necessário considerar uma integral definida na qual 
um ou ambos os limites de integragáo sáo quantidades variáveis. Por exem- 
plo, se o limite superior de integracáo for uma quantidade variável (e o limite 
inferior é fixo), então o valor da integral será função do limite superior. Já que 
é comum usarmos o símbolo x para a variável independente sempre que 


yat 

possível, tal integral pode ser escrita como | f (x) dx; todavia, o “х”па 
“a 

expressão “f(x)dx” é a variável (muda) de integração e não deve ser confun- 


dida com o limite superior variável x. Assim, em tais condições, usualmente 
escrevemos 


[roa ou ME ou [fen aw, 


e assim por diante. 
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Conjunto de Problemas 3 


Nos problemas de ! a 16, use as propriedades básicas da integral definida para 


n n 
calcular cada expressão. Você pode assumir que | x dx = (b? — a?) eque | x? dx 


= НЬ - a?) 
P я 0.1 = 
1 | (O +a)dx 2 | (-43) 8 [ JV 
vs '2 70.5 
„к [100 E. 2 
4 (Ego: 5 Í 5xdx 6 | + x) dx 
to мет à 
з n „513 
7 | Gx? -2x  1)dx 8 | (rax 9 | (2x — 3)(3x + 4 
m ta "sa 
„a 4 „л 4 < 
10 | xdx+ | хах, onde -1«a«1 п | (х-1)4х+[ Qx 1) ах 
“ag E "o Se 


" 4 + " 
12 | f(x)dx, dado que | f(x)dx=-—1 e [fix s 
4 a э 


b 
13 | f(x)dx, onde f(x) = P% Para0 < x <2 
ү 


4x para2«x «4 


С je parax=0 

14 | f(x)dx, onde f(x)= (х + 1para0 «x « 1 (Sugestão: Use o Teorema 4 da Seção 2). 
“y 0 parax=1 

J! рагах #0 

lo para x = 0 


sã 
15 f(x)dx, onde f(x) = (Sugestão: Use o Teorema 4 da Seção 2). 
ta 


3 
_ 11-х рага -2 <х <0 
16 [04 at rica cd 


Nos problemas 17 а 20, usar os teoremas da positividade ou da comparação para 
decidir se cada desigualdade vale ou nào, sem calcular as integrais envolvidas. 


Е a 2 E 
17 | xdx < [ dx 18 | 2 dx | x dx 
do “o э A 

1 dx TRUM 
19 os[ Tag 20 | dx хе 


+» 
21 Se 0 < K = flx) é válido para todos valores de x em [a,b], prove que 0 < | f(x) dx. 
„> T 
(Sugestão: Use o teorema da comparação e o fato de que | K dx = K(b — a)] 


E 
22 Suponha que f é uma função contínua tal que | f(x) dx = 0 para todo intervalo 
a 


fechado [a,b]. Prove que f é a função nula. 


23 Suponha que f e g são funções Riemann-integráveis em [a,b] tais que ftx) — g(x)| = 
K para todo número x em [a,b], onde K é uma constante positiva. Prove que 


à è 
| f(x)dx- Габ) ах < K- (pa) 


(Sugestão: Use a propriedade do valor absoluto). 
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3B Se ° e g são funções Riemann-integráveis em [a,b], prove que 


E 8 E 
| UG) + g(x)] dx <| Л) dx + 1 або) dx, 


Nos problemas 25 até 30, calcule o valor médio M da função f em cada intervalo. 
ос? pode supor que 


„6 + 
xdx=Hh—a) eque | dx=¥Ẹb — 4) 


ix) = x? + Тет [1,4] 26 f()- 


Jem [1.1] 


е 
m у= су $ Ü Wu 29 х) = Ax? Вх + Cem [a.b] 


0 sex=0 
Nos problemas 31 a 35. calcule o valor de c no intervalo [ab] tl que ft) é o valor 


meo da função f em [a,b], Você pode supor que fi x dx = Б? — a?) eque i a 
ip? — a3) n 


32 f(x)» v em[-a.a] 


35 /(х) = 


х[ет [2.5] 


35 4 força necessária para distender uma mola, da sua posição de repouso até s 
unidades, é dada por F = ks, onde k é a constante da mola, Calcule o valor médio de 
F sea mola for distendidade s = aaté s = b, Calcule também o valor dec entrea eb, 
“al que o valor de F, quando s = c, é igual ao de seu valor médio. 


è 
ж Explique por que | f(x) dx = —[ f(x) dx é válido para todos os valores de 
^. 


"a 


= e b, supondo que f é Riemann-integiável no intervalo fechado limitado / e que 
4 e b pertencem al. 


38 Explique por que é razoável definir | f(x) dx como sendo zero. 
Nos problemas 39 a 45, calgule cada integral usando somente as propriedades 


" E 
tascas e a Definição 2. Você pode supor que | x dx = Mb? — a?) and | x? dx = 


жг? — a?) são válidos quando a < b. 


mi 


27 f(x)230— 


30 у(х) = pdem[- 1.3] 


33 /(x)= Ax + Bem[a.h] 


»i (x+ 1)dx 40 | (x Dic 1)dx 41 | (2 +2x + 1)dx 42 | |x|dx 
à bs ^ 


К E 


E 
4 | хах, onde a >b 44 | 2[xldx 45 | x! dx, onde a >b 


a My 


Nos problemas 46 até 55, use somente as propriedades básicas da integral para 
justificar cada afirmativa. 


3 sã ad st Ja „12 „12 

46 |(A4-3x—x)dxz0 — 48 | х*4х<| tdt 4 | ax <| хах 49 | ydy>| xtdx 
`0 0 sa "o "0 S: "e 
.1000 ài 1 s 

wj р ID] dx 20 s | /ё+їах= | у Тах | mas 


* 21000 е5 
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1 ¿2 „2 
Ух +34х—| JS) e3dxe| Js q 3dx = 0 
da ia 


dt "ma dy 
«1+ 1, 14y? 


dx "til dy +| dz 
adia Cade" te 4? 


q y 
55 = | Kdt — K, onde K é uma constante. 
E 


5 
s | 


56 Prove que se f é Riemann-integrável no intervalo fechado/, então a propriedade da 


E EJ 
homogeneidade| Kf(x)dx = K | f(x) dx é válida mesmo que a = b para a, b 
em, desde que K seja constante. 
57 Mostre que o Teorema 4 continua a ser válido mesmo que a > b. 


58 Complete a prova do Teorema 10, considerando os casos remanescentes b < a < c, 


b«c«a,c«a«bec« b«a,bemcomoos casos nos quais dois dos númerosa, b 
ou с são iguais. 


59 Prove que o Teorema 9 continua a ser válido mesmo que a = b; isto é. mostre que se 
У for contínua no intervalo fechado entre a e b, então existe um número c neste 


intervalo tal que f (c) (b — а) i (x) dx. 


4 O Teorema Fundamental do 


Cálculo 


Nesta seção apresentamos uma prova do teorema fundamental do ca- 
culo baseada na definição analítica da integral de Riemann dada na Seção 7 = 


nas propriedades apresentadas na Seção 3. 


vice-versa 


Essencialmente. o teorema fus- 
damental do cálculo afirma que as operações de diferenc 


ão inversas uma da outra — isto é, a diferenciação "^ 


Na verdade, o teorema fundamental do cálculo consiste em duas partes. 
A primeira parte diz, de maneira simples, que a derivada da integral e o 
integrando, enquanto que a segunda parte corresponde à versão preliminar 
apresentada na Seção 6 do Cap. 5. A seguir, na Seção 4. | enunciamos as duas 
partes do teorema fundamental de maneira precisa e damos suas provas. de 
forma rigorosa. Aqui, apresentamos um enunciado informal do teorema = 


alguns exemplos ilustrando seu uso. 


Teorema fundamental do cálculo — Versão informal 
Seja f uma função contínua num intervalo Z; suponhamos que a e b s> 
números em / e seja x uma variável em /. Então: 


NT 
Primeira Parte: EM Jtt) dt = fix). 
dx ^y 


Segunda Parte: Se g é uma antiderivada de f. de tal forma que g'(x) 
k 


válido para todo x em Z, então | 


EXEMPLOS Use a primeira parte do teorema fundamental do cálculo para calcular 2 


derivada indicada. 


EXEMPLOS 


A INTEGRAL DEFINIDA OU DE RIEMANN зз 


Ë Cor — t 1)dt 
5 


SOLUÇÃO 


Pela primeira parte do teorema fundamental com ft) = 2? — t + lea = 0. 
temos 


dos 
— oU — 1 dt =2x? - d 
а 1,0 1+1) а= 22 -x+ 
dt 
D.ys 
нөр 1аз5 +1 
SOLUÇÃO 
i 
D,y = L—À. 
=н 


A primeira parte do teorema fundamental do cálculo afirma que 


g dada por g(x) = f (t) é uma antiderivada da função/. A partir disto, segue 


que toda função contínua f tem uma antiderivada. 

Algumas vezes ocorre que um dos limites de integração (ou ambos) são 
funções de x, e é necessário determinar a derivada da integral. A técnica para 
realizar tal cálculo, que depende da primeira parte do teorema fundamental 
do cálculo e da regra da cadeia, é mostrada nos seguintes exemplos. 


Calcule a derivada indicada. 
dy n " 
sey 5t + TY? dt. 
Qi, 1 ) 


SoLUÇÃO 
Fazendo u = x^, de tal forma que y = 


u 
(5t + 7) dt. Pela primeira parte 

“a 

do teorema fundamental do cálculo, 


2. i [ 6r + 7)25 dt = (Su + 705 = (Sx? + 7925, 
Logo. pela regra da cadeia, 
dy дуди 2 25 
——— — - (5x VE x). 
a A 


ded o 
Dsey-| TF" dt 


„3х+2 


SoLucàáo 
о 

у= | Ji+tada+ l+ de 

+2 


ж „Зх 
/1 + dr | 1+P dt; 
"06 "o 


[] 


logo, 
Dy 9 E (-xy (-1) + = х + 2) (3) 
= J rx 314x325 
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A segunda parte do teorema fundamental do cálculo já foi ilustrada pesas. 
numerosos exemplos na Seção 6 do Cap. 5. onde introduzimos а notação 


= (b) aia) 


la 


g(x) 


Usando esta notação, escrevemos à segunda parte do teorema funii 
mental do cálculo como 


b 


NT [a 


Para refrescar a memória do leitor, apresentamos alguns exemplos айы 
cionais. 


Use a segunda parte do teorema fundamental do cálculo para 8 
integral dada. 


Ж 
(4x? — 3x2 + 2x+ 3) dx 
a 


SoLução 


„2 ] 
(ах? — 3x? + 2x +3) dx = || (4x? — 3? + 2x + 3) dx 
"$ 


=(16-8+4+6)-(1-1+1+3/=M 


2 Pd ' 
4 ( +2) 
SOLUÇÃO 
H 2 
Começamos calculando a integral indefinida | NE: P. mola 
(ё +2)? 
de variável и, = t? + 2, de modo que du = 3⁄2 dt, ou tidt = Ya du. Laga 
| 2а "Таи 
1022) 134 
-1 
"Wü 
Logo. 
3 " ж y ә 


| Ра 1 
(+237 30-2) 


y 393] MA 


O cálculo no Exemplo 2 a 


ima pode ser abreviado pelo art? 
mudança dos limites de integração de acordo com a troca de vari. 
verdade, os limites de integração na integral definida original se refe 
variável г, um fato que é, às vezes, enfatizado escrevendo-se 


pet ond " " jl Ü dt 
lager Pede | nel 
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Para fazer a mudança de variável u = {° + 2, observe que quando t = 1 
u = 1% + 2 = 3 e quando t = 2, u = 2° + 2 = 10. 
` Assim, já que tdt = "du, temos 


ik t dt was 1 [aka (Е) 10 
ta PED doa 347 Ja ЕР | 


2] HG) 


De forma mais genérica, quando mudamos a va 


vel de (digamos) x para 

É: 

(digamos) и = g(x) numa integral definida de forma | /[g(x)]g (x) dx. nào 
a 


apenas devemos mudar o integrando como fizemos para uma integral indefi- 
nida, mas também devemos mudar os limites de integração de modo que a 
É 


integral assuma a forma | Fu) du. 
E 


EXEMPLOS Use uma mudanca de variável para calcular a integral definida. 


1 | x/9— 5x2 dx 
“o 
SoLução 
Fazemos a mudança de variável u = 9 — 5xº, observando que du = —10x dx, 
E x dx = (-1/10)du. Também. u = 9 quando x = деи = 4 quando x = 1. 
ssim. 


A taça EL o os LI EN. 
х\/9— 5х14х=| 9-5 хах = | Va) du=- | Judu 
“o x= {аб 10 10.» 


° 


E? 


> lu? |o 1 
Lr». v2 UB AM A on 
“TL 471535 Lh С 


SoLução 


Seja u = Vx — 1, de modo quen” 
WoT, 


ё + 1e dx = 2u du. Por seru = 
quando x = 5. Assim, temos 


vemos que u = | quando 


us 


a „2 
—14х = | (u? + Du(2u du) = 2 | Ut gut) duma [5 
34, “4 


5 
т< $*3-6 H — 256 
UMS ra 5 31 15" 


Algumas vezes é útil dividir o intervalo de integracáo em dois (ou mais) 
subintervalos antes de usar o teorema fundamental do cálculo. 


¿E 
3 


2 
1 


ad 
EXEMPLO Calcule | |l — x| dx. 
“o 


SOLUÇÃO 
Para x = 1, temos |1 — x| 


x, enquanto que, para x = 1, temos | — 
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Р: 
| |i — x| dx 
to 
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lI 


n m T ga 
lt=xldx+| рахе | (1—х)ах+ | (а 
o q “o E 


Fit] 


4.1 Prova do teorema fundamental do cálculo 

Apresentamos agora uma prova rigorosa do teorema fundamental de 
cálculo; entretanto, enunciamos e provamos as duas partes como dois teore- 
mas independentes. Enunciamos também estes teoremas de forma mas 
precisa do que fizemos anteriormente. 


Teorema fundamental do cálculo — primeira parte 

Sejaf uma função contínua no intervalo fechado [5,c Je suponhamos que 
a é um número fixo neste intervalo. Define-se a função g com domínio [b.c 
por 


gox)- | fede 


para x em [b,c]. Então g é diferenciável no intervalo aberto (boe 
gix)- 1(x) 


é válido para todo x em (5,c). Além disso. 
О) = (Р) e (е) = (е). 
PROVA 
Suponha que x pertence ao intervalo aberto (b,c) e que Ах é suficientemente 


ps 
pequeno de modo que x + Artambém pertence a (b,c). Então g(x)= | fi 


+ax 
dt e g(x+Ax)=| Ft) dt. Segue que 


St 


g(x + Ax) - g(x) = "fio dt— D га) at 


EZ 


"fiac [доа 


pela Definição 2 da Seção 3. Logo. pelo Teorema 10 da Seção 3 


sex) б) [re [pono o fidc 


lá que f é contínua no intervalo [b.c]. é também contínua em qualquer 
subintervalo fechado entre x e x + Ax. Pelo Teorema 9 da Seção 3, segue 
que existe um número x* no intervalo fechado entre x e x + Ar tal que 


Голода fetis + Ax) = x] = fit) Ax. 
Conseqüentemente, 
Ste) ax ou 9+ 4х) — 00 E 968) е 


Já que x* está entrex e x + Ax, então x* se aproxima dex quando Ax tende š 
zero. Então, 


g(x + Ax) — g(x) 


TEOREMA 2 
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00) lim gx + > = (x). 


tim /(х*) = f(x). 


onde usamos a continuidade de f na última equação. Isto estabelece o resul- 
tado desejado para valores de x no intervalo aberto (5,c). A prova de que as 
derivadas “por um dos lados" de g nos pontos extremos b e c dão os valores 
def nestes pontos é similar e é deixada para o leitor como exercício (Problema 


64). 


Teorema fundamental do cálculo — segunda parte 
Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a,5] e suponha que g é 
uma função contínua em [a,b] tal que g (x) = fix) é válida para todos valores 
de x no intervalo aberto (a.b). Então 
‚ 


| ftx) dx = а) — ala). 


Prova x 
Define-se uma função F com domínio [a,b] por F(x) = | f (t) dt para x em 
“a 

[a,b]. Pelo Teorema 1, Ех) = fix) é válido para todos os valores de x no 
intervalo aberto (а,Ь). enquanto que F',(a) = Да) e F' (b) = fib) valem nos 
pontos extremos. Já que F é diferenciável em (a,b), é contínua em (a,b). Visto 
ter F derivadas à direita e à esquerda ema e b, respectivamente, F é contínua 
à direita em a e F é contínua à esquerda em b. Segue que F é contínua no 
intervalo fechado [a,b]. No intervalo aberto (a,b), temos F’ = f = g“; logo, 
(F — g)' = 0. Segue do Teorema 1, Cap. 5, Seção 2, que F(x) — g(x) = C é 
válido para todos os valores de x no intervalo aberto (a,b), onde C é um 
nümero constante. 

Já que F eg são contínuas à direita dea, a igualdade C = F(x) — g(x) para 
a < x < b implica que 


€ 


lim C 


x=" 


lim. [F(x) — g(x)] = lim F(x) — lim g(x) = F(a) — g(a). 


Mas,F(a) = | f(r)dt = 0;logo, С = —g(a). Logo, a equação C = F(x) — 


g(x) paraa «x < b pode ser reescrita como F(x) = g(x) — g(a). Visto serem F 
е g continuas à esquerda de b, a última igualdade implica que 


^ F(b)= lim Р(х) = dim [9(x) — gla)] = lim et) S limiglaj= glb) — g(a). 


xb 


E b „ 
Jáque F(b)= | f(r)dt — | f(x)dx, temos portanto que | f(x) dx = 


900) — gla). 


De agora em diante, faremos sempre referência simplesmente ao “teo- 
rema fundamental do cálculo" e deixaremos ao leitor discernir, a partir do 
contexto, se nos referimos à primeira ou à segunda parte deste teorema. O 
teorema fundamental do cálculo estabelece uma profunda rel 
renciação e integração e nos permite converter fatos sobre diferenciação em 
fatos sobre integração, 


onjunto de Problemas 4 


Nos problemas | a 12, use a primeira parte do teorema fundamental do cálculo 


determinar dyldx. 


= (2+1)dr 


2 у= | wW- 2w + 1)dw 
S 


i. A, 


tds гой 


3 ë p=] „т = 

š Nu EE iuis 
A t+1 parars —- 

F у= a iae pa) = l 

> 53 LIA j ens Tu) Ve + 1) para t > ~ 
a 

7; 8 у= | (P -3c e 1)? dt 

ү E 
9 y= | (w° +3) dw 0 y= | Ji +T ds 


9 A ex a 
пу | ута (eia My t й 
l. $ 


del, 1+ 


Nos problemas 13 a 20 use a primeira parte do teorema fundamental do cálculo 
juntamente com a regra da cadeia para achar dy/dx. 


e ER m p # " pes ama 
13 v | (5t +1) dt (el Peg | (w = 3)? dw 
„2 „3х?+2 
18 у= [ C ldu 19 у= | t+ 17 de 
m tx 


21 Dado que u e v são funções diferenciáveis de x e que f é uma função contínua, 
justifique a equação 


do au ida du 
= | ay = ОЕ 


22 Sejaf uma função contínua e seja M o valor médio de f no intervalo [—x,x]. Calcule 
dMldx. 
Nos problemas 23 a 45, use a segunda parte do teorema fundamental do cálculo 
para calcular cada integral. 


E E E, 
23 | Gx € 4)dx 24 (4 — 8x + 3x2) dx 25 | (o 38 + 0)ds 
B 23 a 
E a Р 
26 | (x - iG? + х +1) dx 27 | (х2 +2} dx 28 
L Jo | 
» j'e Yo dt зо | a Y 
Jj ВЕ. по Ü) + 1° 
4 «Y yi 
32 | (2x 3)? dx 33 Г хах 34 | /4-3x dx 
to 1 "ü 
* dx i qui p 
x 36 | —— 32 | exl 
а A (E. xpo “o 2 
Uo gps SP хах а 
3 | —————— dx 39 40 Atl + tdo 
so yx? + 6x +2 ta Jx—6 ba In 
E КЫ 23 
а |3— x2| dx 4 YA x=) dx 
B бшу 
E " 
е yl2-yldy 44 |. [xac dx 
| ©з 


< — f(x)dx, onde f(x) = ке XP para x 50 
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7 seguinte cálculo fere a propriedade da positividade 


—d m3 


a= |- 


my Mostreque | |e] dt = x|x|/2 considerando os casos.x = 0ex>0, separada- 
© 
cente. 
dês L se o resultado da parte a e a primeira parte do teorema fundamental do 


zaleulo para provar que 
а arque — 
£ EN 


le o método genio, y pelo problema 47 para determinar uma antiderivada da 
onde f. 


cs problemas 49 a H calcule o valor médio de cada função no intervalo dado. 


:-x'«dem[L4] 50 f(x) x -lem[L.3] 51 f(x)=/xem[1.9] 52 f(x)» |х| + Lem[a.^] 
le f(x) se f for a função definida por 
a 
| Q8 + 7) du 
Jo 
esse que] f(t)dt + | f(—t) dt é uma constante, considerando a derivada 
“o to 
sem respeito a x. (Suponha que f seja contínua.) Qual o valor desta constante? 
Yos problemas 55 а 58, trace os gráficos de f e g. 
[L— € parar < 0 w A parat <0 * 
ES t) de 56 = . 90 t) de 
lie parar > y 007]. 10: O) parar > o #091709 
3 ]para-3 <rt <3, g(x) = | f(t)dipara-3 < x < 3 
2 parar < 0 
f parað < ! < 5, g(x) ft) de 
{22 párar>5 1 
Succnha que f é uma função diferenciável e que f" seja contínua. Explique por que 
fü)dr= | D.f()dr+ f(a) 
ИС :cerador de uma companhia transportadora deseja determinar o período ótimo 
de стро T (em meses) entre revisões de um caminhão. Seja a taxa de depreciação 
do caminhão dada por 11). onde é o tempo em meses desde a última revisão. Se K 
rerresenta o custo fixo de uma revisão. explique por que o tempo T é o valor der que 
ma miza 
t, 
р |x +| festas | 
to 
solva as seguintes equações em c. 
А o en E 
Tues | stas (b | xdx=10 (с) | (x-c)/4-xdx=0 
e “e 
Сасе o valor máximo da função; definida por f(x) = | (t| — |t — 1|)dt no 
“o 


menalo [71,2]. 


sto marginal para processar uma certa quantidade de atum é dado por 200 — 
Эк. т. onde x é o número de latas, em milhares, e o custo em cruzeiros. Qual seria o 
memento total em custo se a produção fosse aumentada de 4.000 latas para 25.000 
haras? 


¡Complete a prova do Teorema 1, na Secáo4. |, analisando os detalhes nos pontos da 
ex-emidade do intervalo [b.c]. 


CÁLCULO 


Aproximação de Integrais 
Definidas — Regras de 
Simpson e Trapezoidal 


Oteorema fondue do cálculo nos permite calcular o valor numénco 
de uma integral definida if 7 X) dx.desde que possamos achar a antiderivadag 
da função f. Entretanto, em SICH ONES práticas de cálculo, é às vezes neces- 
sário calcular uma integral definida | „Грах рага a qual é difícil ou impossreel 


determinar uma antiderivada g def tal que g(b) e g(a) possam ser calculadas 
explicitamente. Nestes casos. métodos numéricos de aproximação podem 


ser usados para estimar o valor de | " (x) dx dentro de limites de erro ace- 
táveis. y 

Nesta весйо, аы alguns métodos numéricos para estimar а. 
valor de uma integral definida ih И x)dx por fórmulas que usam o valor de x! 
em apenas um número finito de pontos no intervalo [a,b]. Estes métodos 


envolvem apenas computações simples e, assim, se prestam bem ao uso ar 
calculadoras de máo ou computadores. 


5.1 Uso direto da definição analítica 
Provavelmente, o método mais óbvio de aproximação de uma integral 


„> 
definida | f(x)dx é usar sua definição como um limite de somas de Rem 
ta 


mann. Assim, podemos selecionar uma partição 2 com uma pequena norma. 
estendendo 2 para obtermos 2*, calculando a soma de Riemann corres- 


pondente Y f(c,) Ax,. e observamos que 
k=1 


Y Sc) Ax, < & y "feo dx 


k=1 


A Fig. I ilustra como este procedimento, coma = 5, é usado para estimar 


га 
to 1+ x? 


Fig. 1 
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soma destas áreas, que é aproximadamente 0,834, fornece uma esomatra 
paraaintegral acima. O valor real desta integral, aproximado ate quatro casas 


к 
decimais, é 0,7854, de modo que a estimativa | z dx = Quis 2 


particularmente boa. Para obter uma estimativa razoavelmente apurada por 


este método, nós teríamos de repartir o intervalo [0,1] em um numero bec 
grande de subintervalos. 


5.2 A regra trapezoidal 


a 
A Fig. I torna claro por que a estimativa acima de | + dx é tão 
“o x 


falha— os cinco retângulos ultrapassam a região sob o gráfico dey = i 


TX 
de modo que sua área total é consideravelmente maior que a área desejada. 
ws 3 
Evidentemente, uma estimativa muito mais apurada de та dx 
% x 


é obtida pela soma das áreas dos cinco trapézios de mesma largura, de valor 
Ys unidade. Uma vez que a área de um trapézio é dada pelo produto da 
metade da soma dos comprimentos de suas duas bases paralelas pela distán- 
Cia entre essas bases, a área total dos cinco trapézios na Fig. 2 é 


«(EE Bh Bet s; 


: «ni 
7272629 4^ a 5 


O valor numérico de sua área total, aproximada até quatro casas deci- 
mais, é 8: sn Logo, por este “método trapezoidal 


0,7837 = [5 у dX.A regra trapezoidal para estimar integrais definidas 
em geral é «BR Vs teorema a seguir. 
Regra trapezoidal 


Sejaa funçào f Riemann-integrável e definida no intervalo fechado [a,b]. 
Para cada inteiro positivo п, define-se 


Т, = Deptn+ 


onde Ax = 


-а 

— e yk = fla + k Ax) para k = 0.1,2. ....n. Então Tn 
E 

| f(x) dx, a aproximação tornando-se cada vez melhor à medida que n 


D 
aumenta no sentido de que lim Ta = f fix) dx. 

PROVA А 
Seja P, a partição de [a,b] que consiste em  subintervalos de igual compri- 


b=a £ š 
mento Ах = —. Assim, os subintervalos em P, são [xo, xi]. [xs x2]. [x 
n 


Ry ons ea x,Q7bex, -Xy = Ах parak = 1.2. .....ntFig. 
dentemente, x, =a + Ax, х =a +2 Ax,x =a + 3 Ах, .... хута - K 
„ех, =a +n Ах =b. Agora, ip ачар. 2, escolhendo 
Os pontos су, сз, Сз. Са Ondec; Xy Cg =X Ca = Ago e Cg Mo +++ €C, 
=X 
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Fig. 3 


Então 
Ло) = Ла) = Ha + К Ах) = y 


e a soma de Riemann correspondente é dada por 
a A п 
Esos Enac [En] mien eds 
E к=1 =1 
X » У Ya 
= наа | s +74 
+ + HOLT Soda, 


-r + LC Hab а) 
2n 
Logo, 
T = E SAn- [/@) — не 2) 
de modo que 


lim = tim Y (аук, im LO f (ab — a) 


nora a+ КЕЛ З: 2п 
n wb 
=| fi)dx-0- |, f(x) dx. 


O teorema acima admite uma explicação geométrica simples, já que a 
grandeza T, representa a área total de todos os trapézios mostrados na Fig. 3 
(problema 14. 
E 
EXEMPLOS — Usearegratrapezoidal, Т, = | f(x) dx, comovalorindicado den para esi- 


mar a integral definida dada: 


"m 
1 | Vix dxn=4 
MU 


SoLucáo 


Aqui [a,b] = [0,1]en =4,demodo que Ax = Ë 


n 


ук = ДО + k Ax) = VI KIA para k = 0, 1, 2,3, 4; logo, 


Yo 


Ya 
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Assim, 


) 65 91 
Do (Rty tyty t) ar (7+ + Ë+ + ^J) 


p g 
= (0,50 + 1,01 + 1,06 + 1,19 + 0,71)(0,25) = (4,47)(0,25) = 1,12. 


2 
Logo, | VI+ dx = 4,2. 
do 


* de 


¿n =S 


SOLUÇÃO 

Aqui 

a 1 EE 
C1+(1+4k/5 25 + (5 + К)? 


е X 


para k — 0, 1, 2, 3, 4, 5. Logo. 


25.25 25 25. Bi 
AUT 


lata iza" go 106 250 
+ (0,2500 + 0,4098 + 0,3378 + 0,2809 + 0,2358 + 0,1000)(0,2) = 0,323; 


Ж de 


il+? 


donde, | 30323. 


O teorema a seguir, cuja prova pode ser encontrada em livros mais 
avançados, proporciona um limite superior para o erro envolvido ao usarmos 
a regra trapezoidal. 


Limitação do erro para a regra trapezoidal 


Suponha que f” seja definida e contínua em [a,b] e que M é o valor 
p 
máximo de }"(х)| рагах em[a,b]. Então, se T,€a aproximação para | /(x) 


dx dada pela regra trapezoidal, 


< M —— 
? dx 


Use a regra trapezoidal para estimar Í — comn = 6, еиѕе o Teorema 2 
ux 


para achar um limite para o erro da estimativa. 


sË 
F = j f(x)dx 


SoLucáo 


1 


ТетовАх pec ^ir 


6 
0,1,2.3.4.5,6: logo,- 


- Também, X, 


ÁLCULO 


vo=8=1, n-2$ y= y, =Š yams у= e у= 


TEOREMA 3 


EXEMPLOS 


Logo, 


To= ($$$ To + fr + HG) 
= (0,5 + 0,8571 + 0,75 + 0,6667 + 0,6 + 0,5455 + 0,25)(0,1667) 
= 0,6950, 


2 
de modo que Í dx ж 0,695. 
ux 


Aqui, fix) = lx, f(x) = — Mx? e f'(x) = 219. Já que f” é uma função 
decrescente em [1,2], segue que seu máximo valor neste intervalo é assumido 
no ponto extremo da esquerda 1. Assim, no Teorema 2, M —f"'(1) =2/1*=2 
No Teorema 2 colocamos tambémb =2, a = 1 en = брага concluirmos que o 
(b— ay 


erro na estimativa acima nào exceda M E x 
n 


augu 
31s < 0,005, segue que a estimativa | P = 0,695 está correta, até peso 
1 


menos duas casas decimais. 


5.3 Regra de Simpson 

Um terceiro método para aproximar o valor de uma integral definida z 
conhecido como regra de Simpson ou regra parabólica e é usualmente mas 
eficiente que o uso direto da definição analítica bem como da regra trapezo» 
dal. O método é baseado no uso de um número de regiões adjacentes tendo a 
forma mostrada na Fig. 4 para aproximar a área sob o grá def. (Vem 
problema 20.) O resultado é o seguinte teorema, cuja prova é análoga à prove 
do Teorema 1 e é portanto omitida. 


Regra parabólica de Simpson 
Seja a função Riemann-integrável c definida no intervalo fechado [c r} 


Para cada inteiro positivo n, define-se 


pme 


(уо + 4у + 2y; + 4ys + 294 + Za + Ay i 


ente дз =P 


2n 


4 eve=fla +k Ax) parak=0,1....,2n.EntioSo= | "s 


dx, a aproximação tornando-se cada vez melhor à medida que n aumeras 


+ 
no sentido de que lim $5, = | f(x) dx. 


E 
Use а regra parabólica de Simpson, S», = | f (x) dx, para estimar a integzall 


definida dada, usando o valor indicado de n. 


» 


arco de uma parábola 
y=Ax? +Bx +D 


Fig. 4 o 
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к 
| (+х)7!@х;п=4 
*o 


SOLUÇÃO 


Aqui, o intervalo [0,1] deve ser subdividido em 2n = 8 partes, cada uma de 
= @ 


1 
comprimento Ах = - к^ P Também, 


=(1+0)'=1L  y=(1+)'=3  »x-0-49' 
y = (1+àš) = т, e= (+= уз = cd , 
у= (1+ 87 =% »-0-'-f& y=(1+8'=4 
Assim, 
s= s oom 


(yo + 4у + 2у›  Ays + 2y4 + 4ys + 2у6 + 4 + ys) 
=al H A rs + +)) 
= A(1 + 3,5556 + 1,6000 + 2,9091 + 1,3333 


+ 2,4615 + 1,1429 + 2,1333 + 0,5000) 
= (16,357) + 0,6932. 


¿A 
Conseqúentemente, | (1 + x)^! dx = 0,6932. Casualmente, o valor 
*0 


a 
correto. aproximado а 5 casas decimais, é | (1 + x)! dx 
Jo 


X 0,69315. 


JOE АО 
Aqui 


[1296 — k* 


1-0 1 | (Кү  fe-e m- 
К EE RE. 0-6 = 6 19% ° 


k=0,1,2,3,4,5,6. Assim, 


" 1 fuos | fno... 1215 ү 671 
Ë = 4 ud === м DS 
Бет s * 543296 T 2/1296 + аы Ea g “| š o) 


1296 1296 
dell + 3,9985 + 1,9876 + 38720 + 1,7916 + 2782) 


E a 
= 18(15,5289) = 0,8627 = | x* dx. 
"0 


О teorema a seguir, сија prova pode ser encontrada em textos mais 
avancados, proporciona um limite superior para o erro envolvido ao usar a 
regra parabólica de Simpson. 


TEOREMA4 Limite superior para a regra parabólica de Simpson 
Suponha que a quarta derivada /'*(x) é definida e continua em [a.b] e que 
N é o valor máximo de /'?(x)| рагах em [а,Ь]. Se Sa, é a aproximação рага 
b 


( Л) dx dada pela regra parabólica de Simpson. então 


EXEMPLO 


TEOREMA 5 


EXEMPLO 


CÁLCULO 


bay 
2880n* * 


E 
feas] EN 


к 


dd 
Use a regra parabólica de Simpson para estimar. Í Bu certificando-se йе 
dy x 
que o erro da estimativa não exceda 0,001. 


SoLUÇÃO 

Aqui, Дх) = 1/x, f'(x) = 1/22, (x) = 2/x* f" (x) = —6/x! f(x) = 24, r M 
que f'*' é uma função decrescente em [1,2], seu valor máximo neste interval 
Ocorre no ponto extremo da esquerda 1. Assim, no Teorema 4, N =| +114 = 
rum 24eb—a-2—1- 1, de modo que o erro da estimativa não podie | 
exceder 


X eui o. | 
2880n* — "^ 2880n* 12074" 


Assim, exigimos que 1/(120n*) < 0,0017 isto é, 25/3 « nt, O menor айш 


inteiroden que satisfaz a última desigualdaden —2. Logo, estimamos| daim 
E) 


usando $;, = $,. Temos Ах = ‚ de modo que yo = 1, y, = 45.3: = 


We, уз = rey, = Ya; assim, 


Sn = tl +e + 8 + 2 + 1) = Н 


E | 
Segue que | dx/x = 433 com um erro não excedendo тозо: Na vem | 
NM | 


3930 = 0,69325. enquame 


dade, aproximando até cinco casas decim. 


s decimais, é 0.692 1s. 


ү 
que o valor correto de | dx/x aproximado até cinco ca: 
"x 


O Teorema 4 tem uma conseqüéncia interessante; explicitamente 
M 
regra parabólica de Simpson dá o resultado exato de | f(x) dx se f for ктш 
“a 
função polinomial de grau não superior a 3. A razão para isto é simplesmeme 


que, para tal função polinomial, f é a função nula; logo, no Teorema 4. N = 
0. Assim, fazendo n = 1 no Teorema 3, obtemos o teorema seguinte. 


Fórmula prismoidal 
Seja f uma função polinomial cujo grau não excede 3. Então 


M die tea [ria ip (57) 4 лы] 


E 
Use a fórmula prismoidal para calcular | (x? + 1)dx. 
to 


+ 
SOLUÇÃO 


Des +1)4х = 00° + 1) +4(1 + 1) + (22 + 0] = 6. 
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Conjunto de Problemas 5 


е 
Nos problemas de 1 a 10, use а regra trapezoidal, Т, = | f (x) dx. сот o valor 
imúicado de п, para estimar cada fhtegral. “a 


dx г ах 


1 {п=4 2 | —n- 
x 


x 


à B de 
а JŽ dxin=6 | түгт= 
BEE 


T A+) den= 


* wie 
t x fL x 
Use o Teorema 2 para calcular um limite de erro para a estimativa do Problema 1. 


Use o Teorema 2 para calcular um limite de erro para a estimativa do Problema 2. 
Suponha que f[x) = 0 para todo x em [a,b] e que o gráfico de f tem a concavidade 


9% 


inc 


zi 
»oltada para baixo em [a,b]. Explique, geometricamente, por que T, < | f(x) 
4x neste caso. 


Mostre que a quantidade Т, no Teorema 1 representa a área total para todos os 
rapézios da Fig. 3. б 


| Wosproblemasde 15422. иѕе а regra parabólica de Simpson, Sa, =| f(x)dx. 


> valor indicado de n para estimar cada integral 


dx 
Aq а 


9 S dina 


zb | iex dxin- 
“o 


Calcule o menor valor de п para o qual o erro envolvido na estimativa Sz, = 


1: x não excede 0.0001. (Use o Teorema 4.) 
n D 


= se a regra parabólica de Simpson, S5, = | f(x) dx. com n = 1 para estimar 


à 25 
4: x, Dé um limite superior para o erro da estimativa. 


1 
Ec bases geométricas,4 | 4/1 — x? dx = л. Por quê? Usando a regra parabólica 
% 


i E! 
ж Simpson, $5, = | ү/1 — x? dx. paraestimar | ү/1 — x? dx, déumaesti 
to o 


maziva para т. Use n = 2. 

1 s< o procedimento do problema 25 para estimar т fazendo п = 5. Compare o 
resultado com o valor correto de т, que é 3,14159... 

ш. Use а fórmula prismoidal para provar que 


| (A8 + Bx? + Cx + D) dx = 5 (2Ba? + 6D). 


"Ë, Prove a fórmula na parte (a) diretamente, usando o teorema fundamental do 
zálculo. 

Fso с a fórmula prismoidal diretamente, usando o teorema fundamental do cálculo. 

Fros e que, por uma escolha adequada dos trés coeficientes A, B e D, o gráfico de y 

= 45 + Bx + D pode passar através de trés pontos quaisquer da forma (c.p). (c + 

deg e (c + 2 Axr) (Fig. 4). 
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30 Um nasio cargueiro bastante carregado está ancorado em águas calmas. Ao nível 
do mar. o barco tem 200 metros de comprimento e, para cada k 1.2, ...,20 tem 
largura v, a uma distância 10k metros da proa. Suponha que yo = Ü c у = 0. 
(a) Use a regra parabólica de Simpson para escrever uma fórmula dando a área 
aproximada da seção do barco ao nível do mar. 

ib) Relembrando uma descoberta de Arquimedes, escreva uma fórmula para о 
número aproximado de toneladas de carga que deve ser removido para aumen- 
tar o nível do barco de 1 metro. (Suponha que а água pesa 64 kg/m.) 


6 Áreas de Regiões Planas 


Nossa definição preliminar da integral definida na Seção 6 do Can 
depende da idéia de área de uma região plana, enquanto que a defimca 
analítica dada na Seção 2 do presente capítulo é b: 


sicamente indepen: 


U 
desta idéia. Por termos usado a mesma notação, | f (x) dx, para a int 
“a 


definida em ambos os casos, e visto que usamos a idéia de área sob um gra 
para entendermos a definição analítica e para ilustrarmos suas proprie 
básicas, o leitor já deve estar convencido de que as duas definições 
equivalentes. Na verdade, elas são: entretanto, uma prova rigorosa 


importante fato neci 
plana — uma defini 


ita de uma definição precisa da área de uma г 
O que é muito complicada para ser apresentada 


livro. Assim, assumimos simplesmente o fato seguinte: seja f uma fu 
seccionalmente contínua e limitada no intervalo fechado [a,b], Então a 


gral definida (de Riemann) definida analiti 
mente igual à área "com sinal” sob o gráf 
na Fig. 1, temos 


amente na Seção 2 é numen 


o def entre x= ac x= Б. Ass 


" 
| /(х)ах = A, — 4. 


2 Na Seção 6 do Cap. 5 apresentamos diversos capítulos sobre o usm 
integral definida para calcular a área sob o gráfico de uma função 
exemplos adicionais a seguir refrescarão a memória do leitor. 


EXEMPLOS 1 Calcule a área A sob o gráfico da função ftx) = Yax? entre x = —Le x 


SoLucàáo 


Um tragado do gráfico de f (Fig. 2) mostra que ela está abaixo do eix: 


intervalo [— 1,0]. Não podemos calcular A simplesmente calculando 


dx, já que a área abaixo do eixox proporciona uma contribuição negativa. 
esta integral. Entretanto, dividindo o intervalo [— 1,2] em dois subinter 


Јода ау “а, 


xn) 


A 


N 
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obtemos a área desejada como segue: 


Я E o 3 
A= -| ee + Ье de= pev] +), 


= dy + 1$ = Н unidades quadradas. 
Calcule a área entre x = —2 e x = 5 sob o gráfico de 


3 


x 
2+7 sex «0 
x)= 
fe) x!-x-2 ве0<х<3 
16— 4х se3 <x. 


5 
Ache também | f(x)dx. 

© +з 
SOLUÇÃO 


A Fig. 3 mostra o traçado do gráfico de f com a área desejada A sombreada. 
Assim, 


„0 x .2 23, 
"i (2+2) ] (Egas [ pi —s—2ydx 
*-2 4 “o = 
Р 
3 


я ¿8 
+ | (16—4x)dx— | (16— 4x) dx 
] da 


x* o x? х? 2 x? x? з 
= |2 e [pterea =з 
(2: +53) š E 2 x) +Ë 2 x), 
4 |s 
+ (16x — 2x2)| — (16x — 2x2) 
3 la 
10 11 7 
=3+—+—+2+2 18 unidades quadradas. 
35 6 
Também, 
5 x? ,9 5 
| f(x)dx eX) (x — x — 2)dx + | (16— 4x) dx 
2 ea 4 70 na 


5 


\ 


o 


e 
2. — 
p Es a 


з 
+ (16x — 2x?) 
b 


2) 


3 


6.1 Cálculo de áreas por divisao em fatias 

O método de divisao em fatias ou partes, inicialmente introduzido na 
Seção 5 do Cap. 5. permitirá calcular áreas de regiões planas pela solução de 
uma equação diferencial da forma dA = l ds. Mostraremos agora como tais 
áreas podem ser calculadas usando a integral definida. 

Na presente seção, consideraremos apenas regiões R no plano que 
satisfaçam as duas seguintes condições: 

1 А fronteira de R consiste em um número finito de segmentos de linhas 


retas ou arcos suaves que poderão se encontrar num número finito de 
“cantos” ou “vértices”. 


TEOREMA 1 


EXEMPLO 
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2 A região R é limitada no sentido de que existe um limite superior рага 
as distáncias entre os pontos de R. 
Uma região R satisfazendo as condições 1 e 2 será chamada de uma 


região admissível. A região R mostrada na Fig. 4 é um exemplo de uma regias 
admissível. Observe que numa região desse tipo é permitida a existência ae 


um número finito de “buracos”, desde que as fronteiras destes “buracos” 
satisfaçam a condição 1. As fronteiras dos “buracos”, se existirem. «az 
consideradas como parte da fronteira de R. 

Suporemos que qualquer região admissível R no plano tem uma área. 
A(R) unidades quadradas. associada a ela. O teorema a seguir mostra come 
calcularemos A(R) em termos de uma integral definida (de Riemann). 


Cálculo de áreas por divisão em fatias, usando a integral definida 

Seja R uma região admissivel e escolhamos um eixo de coordenadas 
conveniente, chamado de eixo s, como “eixo de referénc (Fig. 5). Em 
cada ponto ao longo do eixo de referência. levantamos uma linha perpendicu- 
lar e supomos que a região R está inteiramente contida entre as duas perpes- 
diculares nos pontos de coordenadas a e b, respectivamente. Suponhamos 
que a perpendicular no ponto de coordenada s Tntercepte a região R em um ош 
mais segmentos de linha de comprimento total ts). Então a área da região R e 

+ 

dada por A(R) = | I(s) ds 


Uma prova rigorosa do Teorema 1 está além do nível deste livro; entre- 
tanto, apresentamos um argumento informal para indicar sua plausibilidade 
A Fig. 6 mostra uma partição do eixo de referência constituída de n subinter- 
valos [59,81], [sus2]. +... Гек], «+ o. [s sa]. Onde a = sy e b = sn. Nos 
estendemos esta partição, selecionando os números C1, Ca, с»... Cy pertem 
centes aos sucessivos subintervalos. Acima de cada subintervalo [s,..,.5,7 
construímos um retângulo de largura As, = s, — sx, e de comprimento Исе 
A área do k-ésimo retângulo é (cw) As;. Evidentemente, a área desejada A(R 
é aproximada pela soma das áreas de todos estes retángulos, de modo que 


A(R) = Y (су) Аз,. À medida que a norma da partição se aproxima de zero 
к= 
os retângulos se tornam mais estreitos e numerosos, a aproximação, obviz- 


" 
mente, torna-se mais apurada. A soma У, [(с,) As, é uma soma de Riemanz. 
= 
e seu limite,á medida que a norma da partição se aproxima de zero,é por 
E К 
definição | 1(s) ds. Logo, o resultado A(R) = | I(s) ds parece geometrica- 
“a “a 


mente razoável. 


Calcule a área da região R limitada pelos gráficos das equações) 
= 4 (Fig. 7). 


2xey=x 


TEOREMA 2 
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y=x-4 


0 +4,) 


Fig. 7 


SOLUÇÃO 
Usaremos o Teorema 1, fazendo o eixo y coincidir com o eixo de referência. 
Para determinarmos os pontos de interseção dos dois gráficos, resolveremos 
as duas equações у? = 2xe y = x — 4simultancamente, Substituindo y = x — 4 
emy? = 2x, temos (x — 4)? = 2x; istoé, x? — 8x + 16 = 2x;ou x?— 10x + 16 = 0. 
Fatorando para resolver a última equação, obtemos (x — 2)(x — 8) = 0, de 
modo que x = 2 ou x = 8. Quando x = 2, então y = x — 4 = 2 — 4 = -2. 
Quando x = 8, entáo y = x — 4 = 8 — 4 = 4. Logo, os dois gráficos se 
interceptam em (2,—2) e em (8,4). 

O ponto no gráfico de y? = 2x com ordenada y tem abscissa x = y*/2. 
enquanto que o ponto no gráfico de y = x — 4com ordenada y tem abscissa x = 
y + 4(Fig. 7). Logo. 


2 
y) = (5+4) – 5 para -2<y<4, 


Pelo Teorema 1, 


pe «Ф ў у? y 
ame [ iam (pra (+ E 


40 4 
t [^ 3) = 18 unidades quadradas. 


6.2 Área entre dois gráficos 
O Teorema | pode ser usado para provar o teorema a seguir. 


Área entre dois gráficos 

Sejamf e р funções contínuas no intervalo fechado [a,b]. Então a área da 
região R entre o gráfico def e o gráfico de g, à direita de x = ae à esquerda de x 
= b (Fig. 8), é dada por 


Гл) = sto] de 


Prova 

Na Fig. 8, façamos o eixo x coincidir com o de referência. Observe que lix) é a 
distância entre o ponto (x, flx)) e o ponto (x,g(x)); logo. (х) = | fx) — ei. 
Então, pelo Teorema 1, 


P Lf) — gto] dx. 
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у=) 


(efe) 


-x 


Fig. 8 


EXEMPLOS Use Teorema 2 para calcular a área da região R dada. 
1 R é a região entre o gráfico de y = х + 2 e o de y = x (Fig. 9). 


SOLUÇÃO 

Para determinar os pontos de interseção dos dois gráficos, resolvemos as 
duas equações y = x +2ey =x simultaneamente, e obtemos os pontos 
(1, 0е (2,4). Evidentemente, o gráfico de y = x ~ 2 está acima do gráfica: 


de y = x° entre x = —1 ех = 2. Pelo Teorema 2, 
z 42 
A(R)=| |&*-2)-x'dx2 | (x -2—-x!)dx 
Lm dea 
d x? _ 10 7 9 
- 2х— ==—-|--|= uni adas 
Б + 2х 5) Ling | 6 5 unidades quadradas 


2 AregiãoR limitada pelos gráficos das equações y? = —4хех? = —4y(Fig. 10 


Fig. 10 


SOLUCAO 

Resolvendo as equações y? = —4xex? = —4y simultaneamente, encontramos 
que os dois gráficos se interceptam nos pontos (—4,—4) e (0,0). Para usarmos 
о Teorema 2, devemos determinar as equações у = fix) е y = р(х) de 
fronteiras superior e inferior, respectivamente, da regiào R. 

A fronteira superior de R é a porção do gráfico de x? = —4yentre x 
0; assim, sua equação pode ser escrita сото у = f(x), onde fix) = — 
-4=х= 0. 

A fronteira inferior de R é a porção do gráfico de y? = —4xentre x = —s€ 
X = 0. Nesta fronteira inferior, v é negativo ou zero; logo. resolvendo + 
equaçãoy? = —4x para y, obtemos y = — —4x = —2V —x. Assim, a equação 
da fronteira inferior de R é y = g(x), onde g(x) = —2\/—х e —4 = x < 6 
Agora, pelo Teorema 2, 


A(R) = MIT = (х) dx dx 


(-i2)- 2/73) 


e 


A INTEGRAL DEFINIDA OU DE RIEMANN 33 


„0 
Para calcularmos a integral definida | / —x dx, usamos a mudança 


de variável u = —x, de modo que du = -dx e 
° E) E 2 
| V[7xdx = | u(-du)=—| u? du = Sw -o-[-$ 
=4 E da 3 k 

Segue que, 


=2[ "Ja Lo x2 - 15 = O unidades de área. 


3 А região R limitada pelas duas equações x = y — 2ye x = 2y — 3(Fig. 11). 


SoLução 
A solução simultânea das duas equações mostra que os gráficos se intercep- 
tam nos pontos ( —1, 1) e (3,3). Usamos o Teorema 2 mas com os papéis de x e 


y invertidos. Assim 


-3)- (0 - 2y)] dy 


=| |-у*+4у—3|4у 
' 


3 
=| Cary 3) dy 


3 3 
Ў 2 
=| E antem 
(rar | | 
=0- |-3 unidades а а 
= | 3 = 3 rea. 
Р 
onjunto de Problemas 6 
Nos problemas de | a 10, calcule a área sob o gráfico de cada função entre x = ae x 
т Esboce o gráfico da função. 
Q)21-x*;a2-lLbzl 2 о(х) = х2 2; а= 0,6=1 3 Щх) = х – х;а= –1,р= 


Fix)= x? — 9; а= —3 b 


5 G(x)= -2b-2 6 Н(х) = xt 6х+ 5a- L b= 3 


ex – 4х2 +3xa=0,b=2 8 g(x} 
gelx-x»xya--Lb-2 10 f(x)» 


хэ – бх? +8х;а=0,Ь=4 
а= 0,6 = 1, onden>1 


Mos problemas de 11 a 28, (a) esboce os gráficos das duas equações, (b) determine 
gorros de interseção dos dois gráficos e (c) calcule a área da região limitada pelos 
graficos 
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14 y= nx ё y=x 15 y=x—x e yax 16 f(x) » х? e g(x)= x 
17 x-(y-2y e x=y 18 у?=3х e y=x 19 x=62—3 e x+3y=0 
20 x-4j-1 e 8х-бу+3=0 21 f(x)=x* e g(x)= Ух 22 y=? -x e y=2x- m | 


25 x2 y!-2 e x=6-y 


26 х= у-у е х= y- y? | e а(х) = х? 28 у(х) = —x e g(x) = 2х - 38 


Nos problemas de 29 a 32, calcule a área da região limitada pelos gráficos das 
equações dadas. 


29 у=х+б,у=}х%,х=1, e x=4 30 у= х? у= 12-3, e.x=0 
31 y22—x, y =x? encima de y = Ух 32 у= x? y=0. e' у= 3x — 2 (primeiro quadra 


Nos problemas de 33 a 38, esboce um gráfico de cada função f; calcule a área sob o 


b 
gráfico de f entre x = a e x = b, e determine | f(x) dx. 


we para-2 «x «1 

* paa 1<x<4. _ a, 

10-2x para 4<x<7' = 25-0 

2x 18 para 7«x «12 

—3 para-5 «x < —2 

34 у(х) = {х2 -2x 1 para-2<x<1 
2 para 1<х<4 


x? + 6х7 рага-7<х< —6 
35 у(х) = | -x* — 4х + 5 pra-6«x «0; а= –7,6= 8 
[х= 5] рага 0<х<8 


xyx*—4 para-3 «x < -2 


ЕБИНЕ 
Jari para 4<х<6 
х%—1 рага—1<х<0 

3 /(х)= g, para Ds. ТИЯ 


2[x] рага 2xx «4^ 
—vx—4 para 4<x<8 


E para-3<x<0 

38 f(x) =4 Ух рага 0) <х<4: а= -3.b= 12 
x? – 12х +32 рага 4<х < 10 
5 para 10 < х < 12 


39 Use o método da divisão em fatias para calcular a área do triángulo de vértices 
(1,D,Q, 4 e (4, 3). 

40 Useométodo da divisão em fatias para calcular a área do trapézio cujos vértices são 
os pontos (1, 1), (6, 1), (2, 4) e (5, 4). 


Conjunto de Problemas de Revisão 


Nos problemas de 1 a 4, escreva explicitamente a Soma e a seguir determine seu 
valor numérico. 


B 3 4 k 
Y (Sk + i 2 C M 
1 2 (sk 3) 2 DELL 3 Pr 
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Nos problemas de 5 a 8. calcule cada soma usando as propriedades básicas do 
опо, 


Y &Qk — 1) 6 lee 7 lo» g *ü—t 


Calcule a soma dos 1000 primeiros inteiros pares, 2 + 4 + 6 + 8 + ...+ 2000. 
Ese o princípio da indução matemática para mostrar que У (2k — 1) = 
E 


a 1 Do М 1 i a 
Cakule У, Tr (Sugestão: rR E Кү |) 


a: Suponha que f seja uma função Riemann-integrável no intervalo [0, 1]. Use а 


"TET 
definição analítica da integral definida para expressar lim — Y f 9 сото 
АН Vi 


ота determinada integral. 


re 


E: Escreva lim 


como uma integral definida. 


Calcule asoma de Riemann Y f(c,) Ax, correspondente à partição estendida 


DR. a] [8.2], [02,48], [ya T] c, = Ya, co = Y, су = Sf e с, = a sef for dada porfix) 
Interprete a soma de Riemann como uma aproximação para uma certa área. 
Nos problemas 14a 16, calcule a soma de Riemann correspondente a cada partis: 
ida para a função indicada, esboce o gráfico da função e interprete a soma de 
nn como uma soma de áreas de retângulos. 

dz = x + 1, P,* é a partição de [1,4] em 4 subintervalos iguais com с, cs cs ec, 
escolhidos nos pontos médios destes subintervalos. 

fr = — x, Py é a partição de [1,3] em 4 subintervalos iguais com су. Ca Cs € c, 
escolhidos de modo que todos os retângulos aproximantes sejam inscritos. 

© mesmo que o problema 15, exceto que os retângulos aproximadores são circuns- 
emtos. 

Nos problemas 17 a 22, indique se cada integral de Riemann existe e dé uma razão 
sua resposta. 


100 [7 КҮТ 
— dx 


2 
19 | Lx dx 
4 


n. á bë 
22 | f(x)dx, onde soha mer 


"=+ 


Nos problemas 23 a 26, calcule cada integral de Riemann diretamente pela deter- 
тиль; io de um limite das somas de Riemann. Use partições constituídas de subinterva- 
de mesmo comprimento e estenda estas partições de modo a se obterem retângulos 
entos ou circunscritos, conforme indicado. 


а а 
(х2 + 1)dx (retângulos circunscritos) 24 | (2 + 1) ах (retângulos inscritos) 
à э 
B E 
E (x*+x)dx (retângulos circunscritos) 26 | (x -2x-3)dx (retângulos inscritos) 
: б-а 


D 
17 Prove que, se K é uma constante, então | K dx = K(b — а), usando diretamente a 


definição analítica da integral definida (de Riemann). 


» 
38 Prove que | x dx = }(Ь?— а?) usando diretamente a definição analítica da integral 


definida (de Riemann). 


e 
Nos problemas 29 a 33, suponha que | f(x)dx = 6 e | g(x)dx = 8. Use as 
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propriedades das integrais definidas para calcular cada expressão. 


à a 
29 | (-5)/ (x) dx 30 | f(x) dx 
а E 
s Mf() paral <x<3 E ER 1 
31 | h(x)dx, onde h(x) = = 32 | (х) dx, onde Р(х) = + f(x) paral <x<3 
3 |-29(x) para3 < x < 5 "1 {52 parax 3 


$ е 
33 | н(х)ах, onde H(x) = [+ /@) Paral sx «3 
у lex) - 1 para3<x<5 


34 Suponha que f seja uma função Riemann-integrável em [a,b] e que |fix)| = K é 
válida para todos valores de x em [a,b], onde K é uma constante. Prove que 


ab 
| fe)dx| sK: |b- a|. 
ua Г ах 1 dx 
ostre que e тача 
ыы TER «1+х ` 
36 Suponha que fe g são funções contínuas em [a,b] e que K é uma constante. Mostre 


que 


2K ШОТ. < ора K | 


(Sugestão: 0 < [/(x) — Kg(x)]".) 


37 Use o problema 36 para deduzir a desigualdade 
w b + 
Лоа) ах «3| л) dx ++ | [g(x)] dx. 
38 Use o problema 36 para deduzir a desigualdade de Cauchy-Bunyakovski-Schwarz 


b b E 
|1 емдак I E ах | HOP dx 


E 
| fecal) dx 
Sugestão: No problema 36, faça K =% — — — — 


| 190)? ax 


39 Utilizando o teorema fundamental do cálculo, determine o valor médio da função 
dada no intervalo indicado. 


(a) f(x) = x em[0.2] (b) f(x)= /хет[0,9] (c) f(x)» v'em[-1.1] onde n é um inteiro positive 


40 Utilizando o teorema fundamental do cálcul 
[a,b] tal que ftc) seja o valor médio da fun 


(a) f(x) 


calcule um número c no intervalo 
f dada em [a,b]. 


xl, [ab] = [- 065.1] (0) ft) 2. [ab] = [2] (e) £(x)=/%. [a.b] - [ 


Nos problemas 41 a 48, use a primeira parte do teorema fundamental do cálculo e 
as propriedades básicas da integral definida para achar cada derivada. 


41 D, | (4 + 199 de 42 £ | Gu? — 75 dw 
ls dx !, 
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(Кл XP dx 
vo 


ix. onde g(x) = 44 h'(r), onde h(t) 


3 
(8117 + 502 — 13? dt 
1 


1 +w? dw 


o a 
wr. onde g(t) = | J1 +x? dx + | 
“ ʻo 


Was problemas 49 a 51, use a primeira parte do teorema fundamental do cálculo 
== a regra da cadeia para achar cada derivada, 


RI M 


dua U + 5 


ste 


edt gm 


50 — 51 D, 
1+0 Í 


TEI 


(м5 + 190 dw 


endo que todas as derivadas e integrais pedidas existem, 


ge 
Fu) du | 


aa) 


sê d » " 
Сас Ле £ | flete (e) de — | (b) Conclua que [ Лиу) de= [^ fü) du. 
X [a "a EI 


ie o valor máximo de cada função g no intervalo indicado. 


Bu od [ (P — 4t + 4) dtem [0,4] (b) ак) = | (i — D dtem(0,1] 


¿sha que a função f seja seccionalmente contínua e limitada no intervalo [a,5] e 


x 
f (t) dt. Prove que g é contínua em [a,b] 


diei z por g(x) = 


ss problemas 55 a 66, calcule a integral definida dada usando a segunda parte do 
Fundamental do cálculo e as propriedades básicas da integral definida, esboce 
É co do integrando e interprete a integral como uma área ou uma diferença de 


А 
2x — 3x2) dx 56 | S(x — x) dx 
“o 
3 
v+ |x|) dx S8 | |x+1|dx 
^ 
хх + 14х 60 | x|x| dx 
ta 
2x dx 
з 
== Дё+ 
IESU FU 
2 
1 xdx 
к + [x - 2|) dx зыл 
3x +10 
1-х parad<x<l E =Y lx] рага-1<х<0 
*(x) dx, onde f(x) - 1x^ – 1 paral<x<2 66 | g(x)dx, ondeg(x) = 4/x +Í para 0<х<1 
, x+1 рага2 <х<3 мы. х1 +? para 1<х<2 
os problemas 67 a 74, indique se cada afirmativa é verdadeira ou falsa. Pode-se 
ae todas as derivadas e integrais pedidas existem, que as funções existentes no 
aador são não-nulas, e assim por diante. Se a afirmativa é falsa, dé um exemplo 
É со para mostrar que é falsa. (Tal exemplo é chamado de contra-exemplo) 
. b » » D ^ 


*ixjelx) dx = Í fl) ax | g(x) dx? 68 | fGx)gx) dx = re) Í glx) dx х)! 1x) dx? 


тк асылы 


E 
P" 
a gix) 


69 | 
| аб) dx 


+ [ 


70 | t(x)a(x) dx = [f (x)h(x)] [ _ iore ax. onde h'(x) = g(x)? 


100 ji 


mq C tsm c» | fear /@) onde k é uma corsa 
Aen ^ á 
+ + * i 
73 || аб) |= | la(x)! dx? 
> 
74 Se f é uma função decrescente, então а função g definida por g(x) = | f (t) dt 
é também decrescente. £ ‹ | 
Nos problemas 75 a 78, изе a regra trapezoidal, T, = | f(x) dx. сот o valor — 7 
indicado de n para estimar cada integral. y Í 


di oder a 
75 | x / 16-3 dxin-4 76 | fA P dxin=4 
dy dy 


o E 
T 1, 3125 + х3 dxin- 5 78 1. /64 — х? dxin- 8 | 


E 
Nos problemas 79 a 82, use a regra parabólica de Simpson. S5, = | f(x) dx, com 
o valor indicado de n para estimar a integral dada. ка 


S за а | 
79 | 50: п=4 80 | 1/16 — x° dx; n f 
fox lo 
* ü f x dx А 
OPNS a MES 
o UT x 


Nos problemas 83 a 94, (a) esboce o gráfico destas equações, (b) determine os 
pontos de interseção desses gráficos e (c) calcule a área da região limitada por estes 
gráficos. 


83 y=l]x' e y2x x20 84 y=x` o eixo y, e Y 7 —27 

85 y-9—x? e y-x? 86 2y? 49x 236 e 3x+2y=0 I 
87 y=? e у= х2 +2х+3 88 y?=-4(x—1) e y! -Ax -2) 

$9 X—3y41-20 e x32 (y- 1f 9 х2у= х2 -1,у= х1 € x=4 | 
91 y=4-x? e у=4—4х 92 x=1⁄2-1 e у=4х-16 

93 y? = 9x, y! = —3(х — 6, and y =-3 94 y?=-16(x—1) e y! Mx +3) | 
95 Rum aárea da região limitada pela curva y = —?/*ea. tangentea esta curva em. 


APLICACOES DA INTEGRAL 
DEFINIDA 


No Cap. 6 vimos que as integrais definidas podem ser usadas para 
determinar a área de regiões planas. Aqui aplicaremos as integrais definidas 
ao problema do cálculo do volume de regiões tridimensionais. Além disso. 
consideramos aplicações das integrais definidas ao cálculo do comprimento 
de arco, da área de uma superfície, do suprimento para consumo, do fluxo de 
sangue, do trabalho e da energia. 


Volumes de Sólidos de 
Revolução 


As técnicas usadas na Seção 6 do Cap. 6 podem ser modificadas para 
expressar o volume de uma região tridimensional 5 como uma integral. 
Suporemos que qualquer região tridimensional 5, que tem uma “forma 
razoável”, tem um volume definido V(S) unidades cúbicas associado a ela. 
Referiremo-nos a esta região como uma região tridimensional admissível ou 
simplesmente como um sólido. Em particular, estipularemos que qualquer 
região tridimensional tendo as duas seguintes propriedades é um sólido: 

І A fronteira de $ consiste em um número finito de superfícies lisas que 
se interceptam num número finito de arestas. Estas, por outro lado. 
podem se interceptar num número finito de vértices. 

2 S é limitada no sentido de que existe um limite superior para as 
distâncias entre os pontos de $. 

Por exemplo, uma esfera sólida, um cone circular reto sólido, um cubo 

sólido ou a região sólida entre dois cilindros retos coaxiais satisfazem as 
condições acima (Fig. 1). 


. QA 


Um sólido constituído de todos os pontos situados entre uma região 
plana admissível B, e uma segunda região plana admissível B, obtida pela 
translação paralela de B, é chamado de cilindro sólido de bases B, e BA Fig 
2). Todos os segmentos de reta que unem pontos na base B, a pontos 
correspondentes na base B, são paralelos entre si. Se todos estes segmentos 
de reta são perpendiculares às bases, então o cilindro sólido é chamado de 
cilindro sólido reto (Fig. 3). A distância, medida perpendicularmente, entre 
as duas bases de um cilindro sólido é chamada de altura. De agora em diante 
Suporemos que o volume de um cilindro sólido reto é sua altura multipl 
pela área de uma das bases, 
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Se um sólido $, está contido num sólido ligeiramente maior 55, então a 
região tridimensional 5, constituída de todos os pontos em $, que não estão 
em 5; é, às vezes, chamada de uma “casca” (Fig. 4). Observe que V($,) = 
V($3) — V(S ); isto é, o volume da casca é igual à diferença entre os volumes 
dos sólidos maior c menor. Por exemplo, na Fig. 4, o volume da casca 
cilíndrica reta é dado por V(S4) = V(S,) — V(S) = mr h — mr Ph. 


1.1 Sólidos de revolução — método dos discos circulares 

Sólido cilíndrico reto Nesta Seção e na próxima. desenvolveremos métodos para calcular o 
volume de sólidos chamados de sólidos de revolução. Estes sólidos são 

Fig. 3 formados da seguinte maneira: seja R uma região plana admissível e seja | 
uma linha reta que está no mesmo plano de R, mas sem tocar em R a não ser 
em pontos da fronteira de R (Fig. 5). 

Cilindro interno $, O sólido 5 gerado quando R é girado em torno da linha / como um eixo é 
chamado de sólido de revolução (Fig. 5b). 


Fig. 5 fa 


Considere o caso especial em que R é a região sob o gráfico de uma 

função continua nào-negativa f entre x = a ex = b (Fig. ба). Chame de $ o 

Cilindro externo S, sólido de revolução gerado pela rotação de R em torno do eixox (Fig. 6b). A 

Fig. бс mostra uma porção “infinitesimal dV do volume V de $ consistindo 

Fig. 4 num disco circular de espessura “infinitesimal” dx, perpendicular ao eixo de 

revolução e interceptando-o no ponto de coordenadax. Evidentemente oraio 
r deste disco é dado рог» = f(x). 


(a) 


Fig. 6 


O disco na Fig. 6c pode ser considerado como um cilindro sólido reto 
cuja base é um círculo de raior e cuja altura é dx. A área desta base é ar^: logo. 
seu volume dV é dado por 


dV = nr? dx = n| f(x)? dx. 


O volume total V do sólido $ deve ser obtido pela soma" — isto é, pela 
integração — de todos os volumes "infinitesimais" dV de tais discos, à 
medida que x varia de a até b. Assim, temos 


| 


а= 


Lo) dx. 


EXEMPLOS 


A ОИ [Va - xi ах = "|, (a? — х?)ах = n|a?x – > 


[г 
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O cálculo de volumes pela fórmula acima é chamado de ^: 
discos circulares. Embora nossa dedução da fórmula usando infinitésimos de 
Leibniz possa não ser matematicamente rigorosa, a fórmula é correta e pode 
ser deduzida rigorosamente a partir da definição analítica da integral definida 


Use o método dos discos circulares para determinar o volume V do sólido $ 
gerado pela revolução da região R sob o gráfico da função f dada, no intervalo 
indicado [a, b]. em torno do eixo x. Trace o gráfico de f e do sólido S. 


1 Дх) = x? ет |1. 2] 


SOLUÇÃO 
Aqui, 
„2 
И=л| [fG)P dx 
E 
2 
рр dx 
1 
2 7g 
xºdx=7 z] 
“$ 7 1 
28 1] 127 
а b aB ДЕ = unidades cúbicas 
(Figura 7). 
Fig. 7 (a) 


2 fx) = va -x em [- a. a] 


SOLUÇÃO 
Aqui, 


-5]- (-°+5)|- п ma 


Observe que o gráfico def(x) = va” —x"em[-a, alé éum semicirculoe o 
sólido de revolução correspondente é uma esfera de raio a (Fig. 8) Assim. 
pelo método dos discos circulares, obteríamos a fórmula familiar V = = 432 
para о volume de uma esfera de raio а. 

Obviamente, uma regiáo plana pode ser girada em torno do eixo » ao 
do eixo x, e novamente um sólido de revolução será gerado. Por 


PAREM AIR 


invé: 


APRA: + ECOS m 
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-x 


Fig. 8 


linhas horizontais y = ae y = b, onde a < b, e pelo gráfico dex = g(y), onde 2 
função g é contínua e g(y) > 0 paraa = y = b (Fig. 9a). A Fig. 9b mostra o 
sólido de revolução S gerado pela revolução de R em torno do eixo y. Na Fig 
9b, dV = mr: dy = т |g(y)] dy; donde, 


E 


v=[ 


b E 
dv = | nla(y)P dy 


Na a a 


[aG)P dy. 


O uso da fórmula acima para determinar o volume de $ é ainda chamado 
de método dos discos circulares, 


-x 


ta) 


Fig. 9 


EXEMPLO Calcule o volume do sólido $ gerado pela revolução da região R, pelo eixo + 
pela linha y = 4 e pelo gráfico de y = x? para x = 0, em torno do eixo y. Use o 
método dos discos circulares e trace tanto R como $. 


SoLução 
Resolvendo a equação y = x? para x em termos de y e usando o fato de que 
X > 0, temos x = y) (Fig. 10). Pelo método dos discos circulares, 


pe 4 y 
= | ly dro n | у= яр 
^o 


“o 


= 8л unidades cúbicas. 
o 


y n 


= х 


Fig. 10 
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1.2 О método dos anéis circulares 

Os volumes dos sólidos de revolução mais gerais que aqueles cons dera 
dos na Seção 1.1 podem ser determinados pelo método dos aneis 
Este método funciona da seguinte forma: suponhamos que f e g são funções 
contínuas não-negativas no intervalo [a, b] tais que f(x) > gix) para todos os 
valores de x em (a, b], e seja R a região planar limitada pelos gráficos de r = г 
entrex =a ex =b (Fig. lla). Seja 5 o sólido gerado pela revolução de Rem 
torno do eixo x (Fig. 11b). Aqui consideramos uma porção "infinitesimal 


(e) 


dV do volume V de $ constituída de um anel circular de espessura “infinite- 
simal" dx, perpendicular ao eixo de revolução € centrado no ponto de 
coordenada x. A base deste anel circular é a região entre dois círculos 
concéntricos de raio f(x) e g(x) (Fig. 11c); logo, a área desta base é z[fLc) — 
T(g(x)]" unidades quadradas. Segue que 


aV = (nfs GP — alg(x)P) dx, 


De modo que 


E ГОХ) — nlatxy dx = 


EL К 


| (AGI — (GP de 


Usando o método dos anéis circulares, determine o volume V do sólido S 
gerado pela revolução da região R em torno do eixox, onde R é limitada pelas 
curvas y=xXYey=x+2 


SoLução 
Os pontos de interseção das duas curvas são (2, 4) e (— 1, 1) (Fig. 12а). Pelo 
método dos anéis circulares (Fig. 12b), temos 


E 


узт [(x +2) — G2y] dx (х2 +4х +4— xt) dx 


x5 


x 3 
T4254 +2x2 4 4x ~ < 


= E: unidades cúbicas. 


Naturalmente, o método dos anéis circulares é aplicável aos so 
gerados pela revolução de regiões planas R em torno do eixo y ao me: 
eixox. Assim, na Fig. 13a, a região planar R é limitada à direita pe! f 
x =F(y) e, àesquerda, pelo gráfico dex = G(v). enquanto que os d. 


Ё 


Fig. 13 
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(a) 


Fig. 12 


EXEMPLO 


os interceptam em pontos de ordenadas а e b. Se R gira em torno do eixo» 
então um sólido de revolução S é gerado (Fig. 13b). О anel circular perpend- 
cular ao eixo de revolução e centrado no ponto (0, y) tém um volume 
“infinitesimal” dV dado por dV = т [РУ] — zIG(v)]°) dy, logo, 


у=» ^ D 
V=) dV=l [Ку] — [G0 dy = | [FON — IGG)I d. 


Use o método dos anéis circulares para determinar o volume V do sólido de 
revolução S gerado pela revolução da região R em torno do eixo y, onde R ез 
região plana limitada à direita pelo gráfico de x = 2. à esquerda pelo gráfico de 
y = x? e abaixo pelo eixo x. Trace R e S. 


SOLUÇÃO 
A região R e o sólido 5 são mostrados na Fig. 14a e b, respectivamente. Sejz 
Еб) = 2 e GO) = Vy; Pelo método dos anéis circulares, 


8 
Pem (FOI = [G0P) dy 
entào 
‚8 ga 8 
у= | = Gy = +e d a (з? + + ds 
jo 
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-= 
- 


(a) O) 
Fig. 14 


O método dos anéis circulares é também efetivo para sólidos gerados 
pela revolução de regiões planas em torno de eixos diferentes dos eixos x e y. 
Isto é ilustrado pelos exemplos seguintes. 


EXEMPLOS 1 Use o método dos anéis circulares para determinar o volume do sólido $ 
obtido pela revolução da região R em torno da linha x = 6, onde R é limitada 
pelos gráficos de y? = 4x ex = 4. 


SoLucAo 


Da Fig. 15, o raio interno do anel circular ao nível y é 2 unidades e seu raio 
externo é 6 — (y*/4) unidades; logo, dV = z[(6 — y*/4)? — 2°Му. Integrando. 


obtemos 
2\2 
0-2 


5-6 


384 384 768r  . т 
> (- =) | zm unidades cübicas. 


eixo de revolução 
Fie. 15 (a) - 
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*. Determine o volume do solar 
о 


» 2 Na Fig. 16, a curva OP tem a equação > 
de revolução gerado pela rotação da re 


(a) OBP em torno da linha y = 8. 
(b) OAP em torno da linha x = 2. 
(c) OAP em torno da linha v — 8. 


SOLUÇÃO 
(a) Quando a região OBP é girada em torno do eixo у = 8, o retángux: 
“infinitesimal” de altura 8 — x? e largura dx mostrado na Fig. 17 produz 
um disco circular de espessura dx e raio 8 — x*, Seu volume é dado por 


dV = п(8 — x°} dx = п(64 — 16x? + x9) dx. 


Logo, 
nur “2 
Fig. 16 y- dV = | п(64 — 16? + x°) dx 
“x=0 “o 
ay |Z 7 É 
= n| 64x — 4x* + 5 E = unidades cúbicas 
o 


eixo de 


(b) Quando a região ОАР é girada em torno do eixo х = 2, o retângulo 
“infinitesimal” de altura dy e comprimento 2 — Vy mostrado na Fig. 18 
produz um disco circular de espessura dy e raio 2 — Vy. Seu volume e 
dado por 


dV = n(2 — Yy) dy = n(4 — 4у! + y??) dy. 
Logo, 


n(4 — 4! ? + y? dy 
o 


UE |" 16x 
- сатаа m 
- ses aye 55 Кырг 


ades cübicas 


(c) Quando a região ОАР é girada em torno do eixo y = 8, o retângulo 
y "'infinitesimal'' de altura x? e largura dx mostrado na Fig. 19 produz um 
anel circular de espessura dx com raio interior 8 — x?, raio externo 8 e 
| volume “infinitesimal” 


dV = n[8? — (8 — х?)?] dx = m(16x? — x5) dx. 


eixo de 
TO 


eixo de 
revolução 
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Logo, 


2 
= EROR unidades cübicas 
b 7 


Conjunto de Problemas 1 


Nos problemas 1 a 6, determine o volume do sólido gerado pela revolução da 
segião, sob o gráfico de cada função dentro do intervalo indicado, em torno do eixo x. 


х2; [71,3] 2 g(x) = 3./x; [1.4] 


49 — х2; [-1,3] 


5 F(x) = J/2 + x2; [0,2] 


Nos problemas 7 a 12, determine o volume do sólido gerado pela revolução da 
região limitada pelos gráficos das equações dadas em torno do eixo y. 


8 y=x,y=4 ex=0 


10 у= x? + 2, у= 4, ex = 0 (primeiro quadrante) 


12 у= 2х3, у= 2, ex 20 


Nos problemas 13 a 25, determine o volume do sólido gerado pela rotação da 
періо limitada pelas curvas dadas em torno do eixo indicado. Use o método dos discos 
erculares ou o método dos anéis circulares. 


2х em torno do eixo x 

x em torno do eixo x 

= x em torno do eixo y 

2x? em torno do eixo y 

0 (primeiro quadrante) em torno do eixo y 
хех+у em torno do eixo x 

2 e o eixo x em torno do eixo y 

хех + y = 8 em torno do eixo y 

6 e 0 eixo y em torno do eixo y 

Oey = 8 em torno da reta y = 8 

x em torno da retax = — 1 (0,12) (i 
x° — x e y = 3 — x! em torno da reta y = 
lx — x? e y = x em torno da reta x = 3 
oragem é um sólido em forma de salva-vidas gerado pela 
ião circular R em torno de um eixo em seu plano que não corta 
zregiãoR. Determine o volume У de tal toro se o raio de R éa ea distância do centro 
se R do eixo de revolução é b. 


-x 


5 problemas 27 a 34, calcule o volume do sólido gerado quando a região dada na 
Fg. 20 é girada em torno do eixo indicado. Na Fig. 20, a curva OP tem a equação y = 
zara < x < 2. 


ж 

EF ОАР em torno do eixo x 
38 OBP em torno do eixo x 
29 ОВР em torno do eixo y 
A CAP em torno do eixo y 
4P em torno da linha AP 
ВР em torno da linha AP 
Ж ОВР em torno da linha BP 
lun CAD am torna ña linha 7D 
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2 O Método das Camadas 
Cilíndricas 


Nesta seção apresentamos um método alternativo para calcular o vo- 
lume deum sólido de revolução baseado em camadas ou cascas cilíndricas am 
invés de discos ou anéis cilíndricos. Começamos considerando o volume V de 
um cilindro circular reto sólido de altura constante h, mas de raio variave z | 
(Fig. la). Aqui V = 7 x* h. Se o raio x for aumentado de uma pequeme 
quantidade Ax = dx, então o volume V fica incrementado de uma quantidade 
correspondente AV (Fig. 1b). Evidentemente, AV é o volume de uma бла | 
casca cilíndrica de altura # com raio interno x e espessura Ах = dx. Usando» 
diferencial para aproximar AV, temos AV = ФУ =d(mxºh)=2wxhdr a 
medida que Ax tende a zero, esta aproximação torna-se cada vez melbo 
Assim, uma casca cilíndrica de altura л, raio interno x e espessura "infinne- 
simal" dx tem um volume “infinitesimal” Фу = 2тх h dx. 


dV = mxh dx 


A fórmula dV = 2zx hdx pode ser memorizada se imaginarmos que & 
casca cilíndrica (Fig. 1b) é cortada verticalmente e "'desenrolada" para 
formar uma fatia retangular de altura h e espessura dx (Fig. 1c). O compr 
mento desta fatia é aproximadamente igual ao da circunferência interna da 
casca, 2mx unidades; assim, seu volume é aproximadamente (27x) (A) (dx: = 
2тх h dx unidades cúbicas, 

Agora, seja R uma região no plano xy limitada acima pela curva y 
abaixo pela curva y = g(s), à esquerda porx — a e à direita porx — 5. onde 
0 <a <b efix) > g(x) paraa «x = b (Fig. 2a). Seja $ o sólido de revolução 
gerado pela revolução R em torno do eixo y (Fig. 2b). Considere o retângulo 
com largura "'infinitesimal" dx e a altura f(x) — g(x) situado acima do ропъ 
(x, 0) como na Fig. 2а. À medida que R gira em torno do eixo y para gerar $ 
este retângulo produz uma porção “infinitesimal”” dV do volume do sólido $ 
tendo a forma de uma casca cilíndrica de altura f(x) — g(x), raio interno x = 
шеша "'infinitesimal" dx. Logo, sob o argumento do parágrafo prece- 

lente 


dV = 2nx| f (x) — g(x)] dx. 


Integrando a equação diferencial acima e observando que x varia dea азе 
b, obtemos 


v = ['anx ft) = ato) ax = 28 | Dr) — atl de 
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-— 


ta) (br 


O cálculo de volumes por esta fórmula (que pode ser provada rigorosa- 
mente) é chamado de método das cascas cilíndricas. 


EXEMPLO Seja R a região plana limitada pelos gráficos de y =x*?, y = 1,х = lex = 3 
(Fig. За), e seja 5 o sólido gerado pela revolução de R em torno do eixo y (Fig. 
3b). Use o método das cascas cilíndricas para determinar o volume V de S. 


(b) 


SOLUÇÃO 


E E 
V 222 | xp?? — 1]dx 222 | (x5? — x) dx 
EY rg 
a 2 EP 2 y _ 32 Paga „ЛҮ 
== = y ER 6o =) = [710 =g] 


7 2 
4. e 
4-2] = 57,03 unidades cúbicas. 


= 27 


Com modificações óbvias, o método das cascas cilíndricas é aplicado а 
sólidos gerados pela rotação de regiões planas em torno do eixo x ou. na 


REOR ау Their SKY рете кыы а TOP SS ice JR AC" ы-ы, сөң a E OE Es а 


CÁLCULO 


contrasta o método dos anéis circulares (Fig. 4a) com o método das cascas 
cilíndricas (Fig. 4b). Observe que os anéis circulares são gerados por retángz- 
los "'infinitesimais"" perpendiculares ao eixo de revolução, enquanto que zs 
cascas cilíndricas são geradas por retângulos "infinitesimais" paralelos ac 
eixo de revolução. 


eixo de 
revolução 


eixo de 
revolução 


Método dos 
anéis circulares: 


(b) 


EXEMPLO — SejaR aregião planar limitada pelos gráficos de y = VX, y = lex =4(Fig. 5: 
Use o método das cascas cilíndricas para calcular o volume V do sólido $ 
gerado pela rotação de R em torno da reta y = — 2. 


х 
eixo де 
revolução 

Fig. 5 

SoLução 

Quando giramos em torno da reta y = — 2, o retângulo “infinitesimal” ae 


comprimento h e largura dy mostrado na Fig. 5 gera uma casca cilíndrica ae 
raio r, espessura dy, altura h e volume infinitesimal dV = 2 mr h dy. А parar 
da Fig. 5, vemos que: 


y+2eh=4- 


logo, 


dV = 2nrh d 
=2n(—y 


2n(y + 2)(4 — y?) dy 
— 2y? + 4y 8) dy. 


Aqui, y varia de 1 a 2, de modo que 


T unidades cúbicas. 


- >| 


APLICAÇÕES DA INTEGRAL DEFINIDA 361 


Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas I a4, use o método das cascas cilíndricas para calcular o volume V 
liz 50047 de revolução 5 gerado pela rotação de cada região R em torno do eixo y. 


Nos problemas 5 a 8, use o método das cascas cilíndricas para calcular o volume V 
solido de revolução 5 gerado pela rotação de cada região R em torno do eixo 
o. 


5 R é limitada pelos gráficos de y = x3, у = 27ех = 0; em torno do eixo x. 
% R é а mesma região do problema 5, mas o eixo de revolução é y = 27. 

T R e limitada pela reta y = 16 e pela parábola y = x*, em torno do eixo x 
8 R é a mesma região do problema 7, mas o eixo de revolução é x = 20. 


Nos problemas 9 a 12, use o método das cascas cilíndricas para resolver o 
problema indicado no Conjunto de Problemas 1. 


* Problema 16 no Conjunto de Problemas 1 

09 Problema 18 no Conjunto de Problemas 1. 

WE Problema 23 no Conjunto de Problemas 1. 

Е Problema 24 no Conjunto de Problemas 1. 

IB Scjaa uma constante positiva, Use o método das cascas cilíndricas para calcular o 
volume de uma esfera de raio a gerada pela rotação da região R: x? + y? <a? x > 0 
em torno do eixo y. 

Ba Use o método das cascas cilíndricas para mostrar que o volume de um cone circular 

eto é um terço de sua altura vezes a área de sua base. 

ES Use o método das cascas cilíndricas para calcular o volume V do 
zela rotação da região R no primeiro quadrante acima do gráfico de y 
do gráfico de y = x + e em torno do eixo y. 

% Um sólido S é gerado pela revolução da região R no segundo quadrante acima do 
gráfico de x" e abaixo do gráfico dey = 3x? em torno daretay = — 3. Usando o 
metodo das cascas cilíndricas, calcule o volume V de 5. 

17 Determine o volume do sólido gerado pela rotação do triângulo retângulo com 
vértices em (a,0), (b, 0) e (a,h) em torno do eixo y. Suponha que 0 <a < b e > 0. 

38 Seja V o volume do sólido de revolução gerado pela rotação de uma região R, que 
está inteiramente situada à direita do eixo y, em torno do eixo y. Se b é uma 
zonstante positiva, mostre que o volume do sólido de revolução gerado pela rotação 
de R em torno do eixo x = — b é V + 2 mA, onde A é a área de R. 

5 Calcule o volume V do sólido, em+forma de bola de futebol americano, gerado pela 
rotação da região R limitada acima pelo gráfico de 16x*, + 64y* = 1024 соту = 0e 
limitada abaixo pelo eixo x em torno do eixo x. 

B Um buraco cilíndrico é feito através do centro de uma esfera de raio desconhecido. 
Entretanto, o comprimento do buraco é conhecido e seu valor é L unidades. Mostre 
que o volume da porção da esfera que permanece é igual ao volume da esfera de 
diâmetro L. 


3 Volumes pelo Método de 
Divisão em Fatias 


Na Seção 5 do Cap. 5 e na Seção 6.1 do Cap. 6 estudamos o método da 
divisão em fatias para determinação das áreas de regiões planas admissíveis 
Nesta seção usaremos um método análogo, também chamado de metodo de 
divisão em fatias, para cálculo de volumes de sólidos. Na verdade. este 
método é apenas uma generalização do método dos discos circulares. ou 
anéis circulares, apresentados na Seção 1. 


P Et PAS, Тс PDDE PRE APER 
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em fatias, escolha um eixo de referência conveniente e faça A(S) como sende 
a área da seção de corte de $ interceptada pelo plano perpendicular ао eixo 
referencial no ponto de coordenadas (Fig. 1). Suponha que o sólido inteiro $ 
esteja contido entre o plano em s = a e o plano em s = b. 


volume 


r ao s 
referência 


Fig. 1 


Ма Fig. 2, sejadV o volume “infinitesimal” da porção do sólido $ entre è 
plano perpendicular ao eixo de referència nó ponto de coordenadas e o plano 
Correspondente no ponto de coordenada s + ds. Aqui ds representa um 
aumento “infinitesimal”” na coordenada de referência. Evidentemente, dV e 
o volume de um cilindro sólido “infinitesimal” de altura ds com área da base 
A (s); assim, dV = A(s) ds. 


Fig. 2 


O volume total V do sólido $ deve ser obtido pela “soma” — isto è 
integração — de todos os volumes infinitesimais dV à medida que s varia de z 
E 
até b. Logo, temos | =| 4(s)ds 


Este argumento, usando infinitésimos de Leibniz, embora talvez não 
seja matematicamente rigoroso. produz um resultado correto. Um args- 
mento mais conclusivo, baseado diretamente na definição analítica da inte- 


b 
gral definida | A(s) ds, pode ser feito como a seguir. 


E 

Faremos uma partição do eixo de referência em n subintervalos [50.3.3 
Bi sa), [в-а sk], <--> [Sn-1; Sn] (Fig. 3). Acima de cada subintervalo. 
construiremos uma fatia cilíndrica de espessura Asx. A área da seção de corte 
de tal fatia é, aproximadamente, A(s,J, de modo que seu volume é, aprox» 


madamente A(s;) Азу. Assim, V = У A(s;) As À medida que a norma da. 
são 
partição torna-se menor e o número de fatias aumenta enquanto que zs 


mesmas tornam-se mais finas. a aproximação V = Y A(s,) As, torna-se cade 
к=о 


vez melhor. No limite, quando a norma da partição tendea zero, У A(s) As, 


E) » 
se aproxima de | A(s)ds peia definição; logo, temos V | Als) zs 
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volume da K-ésima fatia = 4(s, ) As% 


Fig. 3 


EXEMPLOS 1 Calcule o volume de um sólido cuja base é um círculo de raio 2, se todas as 
seções de corte perpendiculares a um diâmetro fixo da base forem quadrados. 


SOLUÇÃO 

A Fig. 4 mostra a seção transversal quadrada do sólido a uma distância s 
unidades a partir do centro O ao longo do diâmetro fixo. O eixo de referência é 
tomado ao longo do diâmetro. Sex é o comprimento de um lado do quadrado, 
então, da Fig. 4 e do teorema de Pitágoras, 


2 z 
"+ (5) = ou oed gt 


Аб) 


Fig. 4 


Assim, a área do quadrado é 
A(s) = x? = 4(4 — 52) = 16 — 452. 


Pelo método da divisão de fatias, o volume pedido é 


v=] Ав) 4в = | (16— 4s?) ds = [16s — +2] : 


-2 =2 


= Ҷё = 42,67 unidades cúbicas. 


2 Calcule o volume de um cone sólido circular reto de altura 30 centímetros se o 
raio da base é 10 centímetros. 


SOLUÇÃO 

Escolhemos o eixo de referência (Fig. 5) apontando para baixo. A seção 
transversal do cone produzida pelo plano de corte ao nívels é o circulo de rato 
OR e área A(s) = = OR}. Encontramos |OR| em termos de s por semelhanca 
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eixo de 


referência IpAl=30em 


14B |= 10cm 


plano de corte 


Fig. 5 H 


de triángulos como segue: OR / PO = ABIJIPA | isto é, |QR|/s = 39hoou ОЁ 
= as. Conseqüentemente. 


sy = ns?j9. 


Pelo método da divisão em fatias. o volume do cone é, portanto, dade 
por 


| Ав) i 


o 
_ Pse 
BE 


Isto coincide com o volume quando calculado pela fórmula familiar — 
um terco da altura vezes a área da base. 


o 
=_e 3 

=> (30)” = 1000z centímetros cúbicos. 
y 


A gasolina é armazenada num tanque esférico de raior = 10 metros. Quantos 
metros cúbicos de gasolina estão no tanque se a superfície da gasolina esta 3 
metros abaixo do centro do tanque? 


SoLUÇÃO 

А seção transversal do tanque produzida pelo plano de corte ao nível s é um 
círculo de raio ОР e área A(s) = т ОР (Fig. 6). Calculamos ЮР em termes 
de s pelo teorema de Pitágoras como segue: |OP| + |QT|?= |CP}; isto è 


plano de 
corte 


Fig. 6 
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Conseqüentemente, 


A(s) = a(r? — 52) = n(100 — s). 


Observe que a superfície da gasolina está ao nível s = — 3. Logo. pelo 
método da divisão em fatias, o volume da porção da esfera ocupado pela 
gasolina é dado por 


-3 SIR 
V=| A (10 - 5] 
-10 3 10 
Зр 10) 
= s[100-3) 627) = (50100-10) - | 
2 
= —29In 42208. H Tn x 1180,19 metros cúbicos. 


3 


Um cilindro sóudo circular reto tem um raio de 3 centímetros. Uma porção 
foi cortada a partir deste cilindro por um plano que passa por um diámetro da 
base e inclinado em relação à base de um ângulo de 30°. Calcule o volume da 
porção. 


SoLUÇÃO 
Seja o eixo de referência situado ao longo da interseção do plano e da base do 
dro, com a origem O no centro da base (Fig. 7). O plano de corte para o 


eixo de 
referência 


Fig. 7 


método de divisão em fatias, evidentemente, corta a porção numa seção de 
corte triangular ТРО. Devemos calcular a área A(s) = Va PO] - PT| de TPO 
em termos da coordenada s do ponto T. O triângulo OTP é um triângulo 
retângulo e Ze - БЕЛТ? que e 3; logo, |ОР|# = |OT|: + PT. de 
modo que |PT = OT? =9 - 9 — s?, Referindo-se ao triángulo 
retángulo TPQ, тА ЮТ = PT| al as. Assim, 


A(s) = $|j PO] - |PT| = 3|PT| tan 30 |PT| 
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Já que PT! = 9 — s?, A(s) = 1/2 (9 — 5?) tan 30º = 1/2(9 — s?) (/3]3). Pelo 
método da divisão em fatias, 


EE (36) = 6,/3 = 10,39 polegadas cúbicas. 


Se B for uma região plana admissível e P é um ponto que não pertence ao 
mesmo plano de B, então o sólido tridimensional constituído de todos pontos 
situados nos segmentos de reta entre P e os pontos de B é chamado de cone 
sólido com vértice P e base B (Fig. 8). A distância perpendicular h entre o 
vértice P e a base B é chamada de altura do cone. 


plano de corte 


eixo de 
referência 


Fig. 8 


Se o eixo de referência é escolhido perpendicularmente à base B, então 
um plano de corte a uma distância s a partir do vértice P interceptará o come 
numa região de seção de corte que é semelhante à base B. Além disso. zs 
dimensões lineares desta seção de corte são proporcionais a esta distância rz 
partir de P. Visto que a área A(s) da seção de corte é proporcional ar 
quadrado de suas dimensões lineares, A(s) é proporcional as?. Assim, A(s; = 
Ks?, onde K é uma constante. Quando s = h, então A(s) = A(h) = a área de 


base B. Logo, A(h) = Kh*; e então K = A(A)/h*. Portanto, A(s) = qe s 
E 


Pelo método de divisão em fatias, 


y- pas = "< A Pas = A [9 
s My, i Ў p 


3 


Logo, о volume de um cone sólido é dado por um terço de sua ааш 
vezes a área da base. 


EXEMPLO Calcule o volume de uma pirámide com uma base quadrada de 7 metros me 
cada lado se a distância perpendicular a partir do vértice à base é 12 metros. 


SoLução 
Tal pirâmide é um cone sólido com uma base quadrada (Fig. 9); logo. геше. 
resultado acima, У = 3/s (12) (7)? = 196 metros cúbicos. 
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Conjunto de Problemas 3 


1 Umcerto sólido tem uma base circular de raio 3 centímetros. Se as seções transver- 
sais perpendiculares a um dos diâmetros da base são quadradas, calcule o volume 
do sólido. 

Calcule o volume de um sólido cuja base é um círculo de raio 5 centímetros se todas 
as seções perpendiculares a um diâmetro fixo da base são triângulos equiláteros. 

3 Um monumento tem 30 metros de altura. Uma seção de corte transversal situada ax 


metros acima da base é um triângulo equilátero cujos lados têm 30 — X 


comprimento. Calcule o volume do monumento. 

4 Uma torre tem 24 metros de altura, Uma seção de corte da torre a x metros de seu 

topo é um quadrado cujos lados têm !/13 (x — 1,5) metros de comprimento. Calcule o 

volume da torre. 

Calcule o volume de uma casca cilíndrica cujo diâmetro interno é Y, unidades e cujo 

diámetro externo é Y, unidades. 

$ A base de um sólido é uma região plana limitada por uma elipse com semi-eixo 
maior a 4 unidades e semi-eixo menor igual a 3 unidades. Cada seção de corte 

perpendicular ao eixo maior da elipse é um semicírculo. Calcule o volume do sólido. 

A base de um sólido está num plano e a altura do sólido é igual a 5 metros. Calcule o 

volume do sólido, se a área da seção de corte paralela à base e situada a s metros 

acima da base é dada pela equação 


metros de 


^ 


ia) A(s) = 35% + 2, (b) A(s) = 52 + s. 


8 Use o método da divisão em fatias para calcular o volume de um cilindro sólido 
ircular reto deraior e altura h , tomando as seções de corte perpendiculares a um 
diámetro fixo da base. Suponha que 


| yT ds = vua m. 


* O Departamento de Obras Públicas de East Mattoon pretende derrubar um tronco 
de olmo de 4 metros de diámetro. Inicialmente elas cortaram uma cunha limitada, 
nferiormente, por um plano horizontal e, superiormente, por um plano que encon- 
тга о horizontal ao longo de um diâmetro da árvore segundo um ângulo de 45º. Qual 
o volume da cunha? 

W Um cilindro circular sólido tem um raio de r unidades. Uma cunha é cortada, а 
partir do cilindro, por um plano que passa por um diâmetro da base circular e que 
tem uma inclinação 0 em relação a esta base. Determine uma fórmula para o volume 
desta cunha. 

її Os planos para uma antena guia de ondas estão representados na Fig. 10. Cada 
seção de corte em um plano perpendicular ao eixo central da guia de ondas (eixo x) é 
uma elipse cujo diâmetro maiar tem o dobro do comprimento de seu diámetro 
menor. As fronteiras superiores e inferiores da seção de corte vertical através do 
eixo central são parábolas у = 42x? + ley = — Улад? — 1, respectivamente. 
Determine o volume limitado pela guia de ondas se seu comprimento for 1,5 metros. 
Suponha que a área de uma elipse é dada por 7 vezes o produto dos semi-eixos 
maior e menor. 


_ 


12 Mostre que o volume V do tronco de cone mostrado na Fig. 11 é dado por 


v= La Vi + a) 


Fig. 11 


13 A base de um sólido é uma região plana limitada pela hipérbole 16x? — 9? = 144 е 
pela reta x = 6. Cada seção de corte do sólido, perpendicular ao eixo x. é um 
triângulo equilátero. Calcule o volume do sólido. 

14 Mostre que o volume de um cilindro sólido (não necessariamente um cilindro reto) é 
dado pelo produto de sua altura pela área de uma das bases. 

15 Calcule o volume do segmento esférico de uma base mostrado na Fig. 12. se o raio 

da esfera tiver r unidades de comprimento e a altura do segmento for h unidades. 

Calcule o volume de um sólido cuja seção de corte feita por um plano perpendicular 

a um eixo de referência no ponto de coordenada s tem área dada por 


a 


H 


> 


A(s) 


. Ja? + Ье + с рага 0<s<h 
0 outros casos. 


Expresse este volume em termos de A, = А(0), A, = A(h/2) е А, = A(h). (Sugestão: 
Use a fórmula prismoidal do Cap. 6, Seção 5.3). 

17 Uma barraca é construída estendendo-se lonas de uma base circular de raio a até 
uma viga semicircular ereta, em ángulos retos, em relação à base e encontrando esta 
última nas extremidades dos diámetros. Calcule o volume limitado pela barraca. 

18 Calcule o volume de um segmento esférico de duas bases mostrado na Fig. 13, sea 
esfera tem umraior, a altura do segmento éh;e a base inferior do segmento está ah, 
unidades a partir do fundo da esfera. 


Fig. 13 


19 Umoctaedro regular é um sólido limitado por oito triângulos equiláteros congruen- 
tes (Fig. 14). Calcule o volume de um octaedro se cada um de seus oito triângulos 
tiver lados de comprimento 7. 

20 Calcule o volume do setor circular mostrado na Fig. 15. 

21 Uma torre tem 60 metros de altura e cada secáo de corte horizontal é um quadrado. 
Os vértices deste quadrado estáo situados sobre quatro parábolas congruentes 
cujos planos passam através do eixo central da torre e que se afastam deste eixo 
central. Cada uma das quatro parábolas tem seu vértice na base superior quadrada 
da torre e cada uma dessas parábolas tem um eixo horizontal. As diagonais das 
bases superior e inferior da torre tém, respectivamente, 2 e 12 metros de compri- 
mento. Calcule o volume limitado pela torre. 


Fig. 12 


Fig. 14 
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Fe. 15 


12 Dois cilindros retos circulares de raio r têm eixos centrais que se encontram 
segundo ángulos retos. Calcule o volume V do sólido comum a ambos os cilindros. 


4 Comprimento do Arco e Área 
de Superfície 


Na presente seção, apresentaremos mais duas aplicações geométricas 
da integral definida: o cálculo do comprimento de arco e o da área de uma 
superfície de revolução. 


4.1 Comprimento de arco do gráfico de uma função 

Se um pedaço de fio retilíneo de comprimento s for curvado em uma 
curva C, entendemos que a curva C tem um comprimento de arco s (Fig. 1). 
Por exemplo, o comprimento de arco de um círculo de diâmetro D é dado por 
5 = mD. Aqui não nos esforcamos em dar uma definição formal do compri- 
mento de arco. mas supusemos que o leitor tenha uma idéia intuitiva do 


conceito. 
fio de comprimento s 
с 
curvado ет curva де 
arco de 
comprimento s 
Fig. 1 


Agora, sejaf uma função com uma primeira derivada contínua em algum 
intervalo aberto / contendo o intervalo fechado [a, b]. Apresentaremos uma 
dedução informal de uma fórmula para o comprimento de arco da porção do 
gráfico de f entre os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) (Fig. 2). Seja s o comprimento 
dearcoda porção do gráfico de f entre os pontos (a, f(a)) e (x, f(x), ondea «x 
= b. Sex for incrementado de uma quantidade "'infinitesimal" dx, então. 
f(x) variará de uma quantidade “infinitesimal” correspondente dy e. da 
mesma forma, s irá aumentar de uma quantidade “infinitesimal” ds (Fig. 3). 
Observe o “triângulo retângulo infinitesimal”” com catetos |dx| e idy! e com 
hipotenusa ds. Pelo teorema de Pitágoras, 


(asy 


(ах)? + (аур 


EXEMPLOS 1 
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[7 
Fig. 2 
» 
à 
o 
Fig. 3 
logo 


dse [1+ dx = Л + TOP dx. 


A integração da equação diferencial acima nos dá o comprimento de arom 
do gráfico entre o ponto de abscissa a e o ponto de abscissa 5; assim. 


Calcule o comprimento de arco do gráfico da função f definida por f(x) = 1" 
1 entre os pontos (8, 3) e (27, 8). 


SoLUÇÃO 
Aquif'(x) = Yax7"%, de modo que o comprimento de arco desejado é dado par 


«57 27 


T+ [PG dx = | 14 x 7? dx 
"s 


8 
+27 3 ¿27 x e 
gi T ki dx= | 9x? +4 ie 

le y 1з a 


Fazendo a mudança de variávelu = 9x*? + 4 e observando que du = 6х7 ^? dix. 
и = 40 quando x = 8 eu = 85 quando x = 27, temos 


Bs 8532 дуз? 


B 57 x i 


EXEMPLO 


APLICAÇÕES DA INTEGRAL DEFINIDA m 


2 Determine uma integral que represente o comprimento de arco da porção S 
parábolay =x?entre e aa (2.4). Use, a seguir. a regra parateiica 


de Simpson, $5, = | A + [f '(x)]? dx, com n = 2 para estimar a imegraé 
о 
€, assim, о comprimento de arco. 


SOLUÇÃO 
Aqui dyldx = 2x, de modo que o comprimento de arco desejado é dado por 


E Ж 
з= | ix Qx ds | 1 Ax ах. 
о “o 


Para calcular as quantidades necessárias para a regra parabólica de 
Simpson com n = 2, subdividiremos o intervalo fechado [0,2] em 2n = 4 
subintervalos iguais por meio dos Hints Xx = k/2 para k = 0,1, 2, 
Facamo: agora, y, = VT+ , de modo que yo = 1, y, = VŽ.) 

= МЗ,у = ey = 


(14/2 4 2/5 + 4/10 + 4/17) 


Avaliando 5, e arredondando até duas casas decimais, temos $4 = 4,65; 
logo, o comprimento de arco desejado é, aproximadamente, 4,65 unidades. 
(Incidentalmente, o valor correto do comprimento de arco desejado, aproxi- 
mado a quatro casas decimais, é 4,6468 unidades). 

Se expressarmos a equação da curva entre dois pontos na forma x =g(y), 
ondeg' éuma funcáo contínua no intervalo fechado [c, d], o comprimento de 
arco do gráfico de g entre (g(c), c) e (g(d), d) é dado pela fórmula 


4 


МА ӨЙ ay = | 


Calcule o comprimento de arco do gráfico da equação 8x = y* + 2/у® de (3/s, 1) 
а (99/16, 2). 


SoLução 


Aquix = у + зуг. então 


D 
k: 
+ 
Це 
= 
CS 
Y 
d 
& 


2 
E M 
] = iq unidades. 
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4.2 Área de uma superfície de revolucáo 

Mais uma vez nào procuraremos dar uma definição formal da `'área da 
superfície" de um sólido $ (Fig. 4). É suficiente dizer que, se o sólido $ tem 
área de superfície A, entào a mesma quantidade de tinta necessária para 
aplicar uma camada fina uniforme à superficie de S seria necessária para a 
aplicação de uma camada fina uniforme a uma superfície plana de área А 

Para calcular a área da superfície lateral A do cone circular reto mostrado 
na Fig. 5a, cortamos o cone ao longo da linha tracejada e a tornamos plana 
para formar um setor de círculo. como na Fig. 5b. O comprimento de geratriz 
a do cone é oraio do setor. e o comprimento de arco do setor é a circunferén- 
cia 2 ar da base do cone. 


área А da 
superficie 
lateral 


Fig. 5 @) (b) 


O setor na Fig. 5b é parte de um círculo de área та? com circunferência 
ma. A razão da área A do setor para a área та? do círculo é a mesma da razão 
entre o comprimento de arco 2 zr do setor e o comprimento total de arco 2 zz 
do círculo; isto é, 


ou 4 = qar. 


Agora considere o tronco de cone circular reto mostrado na Fig.6. 4 
área da superfície lateral deste cone é, evidentemente, a diferença entre è 
área da superficie lateral do cone maior com geratriza e raio da baser, e a área 
da superfície lateral do cone menor com geratriz a — s e raio da base r; (Fig 


n 


área A da 
superficie. 
lateral 


6). Assim, pela fórmula previamente obtida para a área da superfície lateral 
de um cone, 


А = nar; — (а — sy, = nafra — кү) + sri. 


uU ns 


Por triángulo semelhantes, 


E 


$ 


Sr; 
ағ = ағ = Sr ou а= š 
гу-гу 
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Logo, 


E 
A-n 


(ra — ri) + asri = asra + nsr, = nashri + r;) 


fg rn 
fitis EP. т š Р 
Observe que —— é o raio da seção transversal média do tronco 
URSI -— — 
entre suas duas bases e ex à circunferéncia desta seçao média. 


Logo. a área da superfície lateral А de um tronco de um cone circular reto é 
Titr 


dada por A = s,a circunferência de sua seção média vezes o com- 
primento da geratriz. 

Consideraremos agora o problema da determinação da área A da super- 
fície de revolução gerada pela rotação da porção do gráfico da função contí- 
nua não-negativaf entre asretasx =a ex =b em torno do eixox (Fig. 7). Seja 


аА dA = dafta) ds 
superficie x 


o 


ds o comprimento de arco "'infinitesimal"' da porção do gráfico def acima do 

- intervalo de comprimento “infinitesimal” dx como mostrado па Fig. 7a, e 
seja x a coordenada do centro deste intervalo. Quando o comprimento de 
arco infinitesimal ds é girado em torno do eixo x, gera um tronco de cone 
“infinitesimal” de geratriz ds cuja seção média tem raio f(x) (Fig. 7b). A área 
da superfície deste tronco de cone “infinitesimal” é dA =2 f(x) ds. Suponha 
que a função f tem uma derivada de primeira ordem contínua, de modo que ds 
=vT+ ji (х) dx; logo, dA =2 afix) VI + [7(х) dx. A área da superfície A 
pode agora ser obtida pela integração de dA, de modo que 


b 


dy) [GF ax ou a=] 


onde ds= ./1 + [/ (x)F dx. 


EXEMPLOS 1 Seja m uma constante positiva. Calcule a área da superfície de revoluçao 
gerada pela rotação do gráfico de f(x) = mx, entrex = 0 ex = b, em torno do 
eixo x. Interprete o resultado geometricamente. 


SoLucáo 
Quando o gráfico def entrex = 0ex =b é rodado em torno do eixo x. ele gera 
um cone circular reto de altura b com raio de base mb (Fig.8). Aqui fixi = т 
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de modo que a fórmula integral para a área da superfície dá 


ab b 
4 = | damx / = n dx = (22/14 m)m | x dx 
E 0 


` | + m°)m Ta nmb? /1 + m°. 


(bomb) 


f(x) = mx 


(a 


Fig. 8 


Já que a geratriz do cone é a distáncia do vértice (no caso, origem) ao 
ponto (b, mb), seu comprimento será vB? T mb? = b + m°. Assim. а 
fórmula A = z mb? VT + = r |b УЛ + m? mb corresponde à fórmula 
previamente deduzida, A = z (comprimento da geratriz) (raio da base) para a 
área da superfície lateral de um cone 


Calcule a área da superfície obtida pela revolução da curvay = YX entrex = 1 
ex = 4 em torno do eixo x. Trace a curva e a superfície. 


SoLucAo 


A curva, parte de uma parábola. e o correspondente parabolóide de revolu- 
são são mostrados na Fig. 9. Aqui dy/dx = 1/0 YX) e 


A-2n VR ME 
T 


а) 


Fig. 9 
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Façamos a mudança da variávelu = x + !/4, observando que du = dx, de 
modo que 


E мї _ 
+14х = 2л | Vu du = 2n 


pg" 


3 Calcule a área da superfície de uma esfera de raio r. 


17/4 


2 3/2 
sel 


= 30,85 unidades quadradas. 


[5/4 


SoLtção 

A esfera de raior é gerada pela revolução de um semicírculo cuja equação é y 
= vr = x2, — rox x x r, em torno do eixo x (Fig. 10). Aqui, dy/dx = 
= x/ yr" = х7 não é definida no intervalo-fechado [— r, r], mas apenas по 


Fig. 10 


aberto (— r.r). Assim, seja e um número positivo pequeno, calcule a área da 


superfície da porção da esfera pela revolução da parte do semicírculo entre x 
= —r + £ex =r — eem torno do eixo x, e a seguir tome o limite quando e 


tende a zero. A área desejada A é, portanto, dada por 


¿E TAE 
im | JAR |+ (R) dx 


1201 


= lim 27 | 

чы cna B 

= lima] —rdx-lim2ar 

2-07 A aot ¡PAR 


lim 2zr[(r — e) — (—r + e)] 


mo 


lim 2zr(2r — 26) = 4nr?. 
i207 

Isto confirma a fórmula familiar A = 47r? para a área da superfície de 
uma esfera. 

Se o eixo de revolução for o eixo x, então a fórmula correspondente para 
a área da superfície de revolução é dada por 


2ng(v) ds, onde ds = /1 + [9 (00 d 


376 CÁLCULO 


EXEMPLO Calcule a área da superfície obtida pela revolução da curvax = Vy, entre» = 
Uey = 4, em torno do eixo y. Trace a curva e a superfície. 


SOLUCAO Т 
A curva, parte de uma parábola, e о parabolóide de revolução соггеѕров- 
dente são mostrados na Fig. 11. Aqui, 


Ee Ly y mi 
= 2л y l+ ==) у= Jti 
ls N Ex ç TE 


ea 87°") 


= 36,18 unidades quadradas. 


=2x 


Fig. 11 


Conjunto de Problemas 4 


Nos problemas 1 a 10, calcule o comprimento de arco do gráfico de cada equação 
entre os pontos indicados. 


1 y=x%2 de (0.0) a (4,8) 2 x=} de (0,0) a (L8) 


3 y=mx+bde (05)a (ama +b) {ел чыл 


5 12ху=4х* +3 de (1,15) a (3,199) 


Кж dê: (4,0) à s. 


(Sugestáo: Não calcule | у= Tdt — use o teorema fundamental do ceuo.) 
^ 


2 
m+ 24) 


tT +2dt de (0.0)a B [ 
° 


o 


"n — 
та de (1,0) a (a, ун-та) 
s 
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1 à 
Tas de (25.1) a ($5.2) 


Nos problemas 11 a 13, construa uma integral representando o comprimento de 
arco de cada curva, e então use a regra parabólica de Simpson com n = 2 (isto é, com 
quatro subintervalos) para estimar este comprimento de arco. 


П y=1/x de (1,1)а (2,4) 


B у= х? de (L1) a (2,8) 


M Sejaf uma função com uma primeira derivada contínua e seja As o comprimento de 
arco do gráfico de f entre o ponto (a f{a)) e o ponto (a + Ax, fla + Ax). Se М 
representa o comprimento do segmento de reta unindo o ponto (a Ja)) e o ponto 


ta + Ax, fla + Ax)), prove que lim = 
aco ÀS 


15 Suponha que a partícula P se move no plano ху de tal modo que, no instante z, suas 
coordenadas x e y são dadas por x = f(t) e y = g(1), onde f e g são funções com 
primeiras derivadas contínuas. Escreva uma integral que dé o comprimento de arco 
do caminho de P entre os instantes t = a e t = b, ondea < b. 

(Sugestão: (ds)? = (dx)? + (dy)? 
Suponha que f seja uma função invertível com primeira derivada contínua no 
intervalo [a, b]. Use um argumento geométrico para mostrar que o comprimento de 
arco do gráfico de f entre (a fta)) e (b f{b)) é o mesmo que o comprimento de arco de 
£ ' entre (fa),a) e (fib), bj. 

Calcule a fórmula para a área da superfície total (área lateral mais área da base) de 

um cone circular reto de altura ^ com raio da base r. 

13 (a) Se as dimensões lineares de um cone circular reto são multiplicadas por uma 
constante positiva k, como será alterada a área de sua superfície total? Por qué? 
(b) Complete a sentença a seguir: se as dimensões lineares de um sólido Š são 
multiplicadas por uma constante positiva k, então a área da superficie $ é — —. 


* 


q 


Nos problemas 19 a 23, calcule a área da superficie (lateral) de revolução obtida 
pela rotação de cada curva em torno do eixo x. 
19 y = Зх + 2 entre (0,2) e (3,11) 
kx, onde k é uma constante positiva e y > 0, entre (a, уа) e (b. vRb), on- 
de0<a <b 
21 y = x? entre (0,0) e (2,8) 


entre (0,0) е [—,— 


Nos problemas 24 a 27, calcule a área da superficie (lateral) de revolução obtida 
pela rotação de cada curva em torno do eixo y. 
My! = x° entre (0,0) e (4.8) 
25 y = 402 entre (0,0) e (3.36) 
26 y? = 9x entre (0,0) e (Po, 2) 
17 Ex = y* + 2/yš entre (a, 1) е (hs, 2) 
28 Calcule a área da superfície gerada quando o gráfico de y = (W2/4)x VT — x"entrex 
= 0 e x = 1 é girado em torno do eixo x 
29 Use a regra parabólica de Simpson com n = 2 para estimar a área da superfície de 
revolução gerada pela rotação do gráfico d, 2/5 VÜ — x entre (0,2) e 2,?/ V5) 
em torno do eixo x. 
30 Suponha que a função f seja não-negativa e tenha uma derivada contínua em [a,b]. 
Seja $ o comprimento de arco do gráfico def entre (a fla)) e {b fib)), e suponha que 
Avé a área da superfície de revolução gerada quando seu gráfico é girado em torno 
do eixo x. Seja К uma constante positiva e defina uma função g pela gx) = Дх) + К. 
Expresse a área А da superfície gerada pela revolução do gráfico de g entre (a, g(a)) 
e (b,g(b)) em torno do eixo x em termos de So e As. 
Um centímetro cúbico de uma certa substância é depositado em п esferas iguais. 
(a) Qual a área da superficie total de todas as esferas? 
(b) Qual olimite, quando» tende a infinito, da área da superfície total na parte (a)? 
(c) Supondo que a taxa na qual esta substáncia se dissolve num certo solvente é 


3! 


1 " 
туз de (5.10) a (ir 


12у 


de 0a] 
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proporcional à sua área de superficie, explique por que ele dissolve mais 

rapidamente quando deduzimos a substância num pó fino. 

32 Um "organismo" artificial na forma de uma esfera com uma superfície semiper- 
meável está suspenso num fluido tendo a mesma densidade, d gramas por centíme- 
tro cúbico, semelhante à do organismo. Nutrientes se difundem através da superti- 
cie, do fluido para o “organismo” a uma taxa de £ gramas por segundo por 
centímetro quadrado de superfície, e dejetos se difundem no meio ambiente à 
mesma taxa. Para se sustentar, o “organismo” necessita de pelo menos b gramas de 
nutrientes por segundo por grama de seu peso próprio total. Calcule um limite 
superior R para o raio r do “organismo”. 

33 Uma esfera de raio r está inscrita num cilindro circular reto de raio r. Dois planos 
perpendiculares ao eixo central do cilindro se cortam numa zona esférica da área 4 
na superfície da esfera. Mostre que os mesmos dois planos cortam uma região no 


cilindro com a mesma área da superficie A. 


5 


Aplicações às Ciências 
Econômicas e Biológicas 


Apresentamos, agora, algumas aplicações mais simples, porém típicas. 
da integral definida nas ciências econômicas e biológicas. 


5.1 Saldo do consumidor 

Suponha que a equação da demanda x = g(y) expressa o número de 
unidades x de uma certa mercadoria que são consumidas quando o preço de 
venda é y cruzeiros por unidade. Se esta demanda for mensurável, a rende 
total resultante R cruzeiros para o produtor (ou produtores) é dada por R 
xy. Os economistas muitas vezes resolvem a equação x = 8(y) para y em 
termos dex, de modo que a equação da demanda assume a forma equivalente 
y = Лх) onde f é a função inversa de g (Seção 9 do Cap. 0). 

Usualmente, à medida que o preço por unidade aumenta, menos unida 
des da mercadoria são vendidas e, quando o preço atinge um valor suficien- 
temente grande c cruzeiros por unidade, nenhuma mercadoria é vendida 
Assim, assumimos que 0 = g(c); isto é, c =f (0). Agora, suponha que o preço 
de venda verdadeiro, y, cruzeiros por unidade, seja menor que c cruzeiros por 
unidade e que o consumo correspondente, dado por xo = g(Ya), Seja positivo 
Obviamente, aqueles consumidores que esperam pagar mais que y, cruzeiros 
ganham pelo fato de o preço ser apenas y, cruzeiros. Os economistas medem 
este ganho, o saldo ou superávit do consumidor, pela integral 


VE 
saldo do consumidor = | g(y) dy. 


Deduziremos agora uma fórmula alternativa para o saldo do consumidor 
em termos da função f. Se diferenciarmos ambos os membros da equação de 
renda R = xy, obteremos dR = xdy + ydx. Segue que 


gb) dy = x dy = dR — y dx = dR — f(x) dx. 


Integrando ambos os lados da última equação de y = yy até у = c 
obtemos 


saldo do consumidor = | (у) dy 
“yo 


EXEMPLO 


EXEMPLO 
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Logo, 


saldo do consumidor | f(x)dx — xar 
© 


A equação da demanda de carvão numa área de venda particular е dada por + 
= 50(600 — 10x — x°), onde x é a demanda, em milhares de toneladas. ез £ 
preço, em cruzeiros por mil toneladas. Se o preço atual é de Cr$ 20.0 
por mil toneladas, calcule o saldo do consumidor. 


SOLUÇÃO 

Aqui f(x) = 50(600 — 10 — x?) e yo = Cr$ 20.000. Resolvendo a equação 
quadrática 20.000 = 50(600 — 10х, — хә?) para xo e relembrando que x, não 
pode ser negativo, encontramos хо = 10. Logo 


saldo do consumidor | f(x) dx — xoyo 
“0 


10 


= | 50(600 — 10x — x?) dx — 10(20.000) 
“o 


T 
50(600x — sx? -5) 


10 
— 200,000 
lo 


Ri 200,000 = Cr$58.333,33. 


5.2 Produção num período de tempo 

Quando um novo processo produtivo é posto em movimento, a taxa de 
produção é sempre mais lenta no início, devido às falhas nas técnicas de 
produção, não-familiaridade com os novos métodos etc... À medida que as 
falhas são resolvidas e o pessoal se acostuma com os novos métodos, a taxa 
de produção normalmente aumenta e, após um determinado período de 
tempo, se aproxima de um valor constante. 

Assim, seja x o número de unidades de uma certa mercadoria produzidas 
nas primeiras t unidades de tempo de trabalho, por um novo processo, de 
modo que a derivada dx/dt representa a taxa de produção no tempo t. Então. 
de acordo com o teorema fundamental do cálculo, o número total de unidades 
da mercadoria produzidas durante o intervalo de tempo det =a at =b é dado 
por 


=b mh dx 
& =| 


06 
tsa чай 


А Companhia Elétrica Solar desenvolveu uma nova linha de produção para 
produzir pequenos geradores movidos a vento, para serem usados como 
fontes alternativas de energia. A taxa de produção z semanas após a partida é 
dada рог dx/dt = 300 [1 — 400(t + 20)-*] geradores por semana. Quantos 
geradores são produzidos durante a 5.º semana de operação? 


SOLUÇÃO 
Do final da quarta semana, quando: = 4, até o fim da quinta semana, quando: 
= 5, о número de geradores produzidos é 


= 6300 — 62081 


E 
| 300[1 — 400( + 20) 2] de = 3001 + EM ) 
"4 


t +20 


= 100 geradores. 


EXEMPLO 


EXEMPLO 
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5.3 Poluição 

A taxa na qual os poluentes sào introduzidos num dado ecossistema 
pode variar com o tempo, como conseqüéncia de uma série de fatores. Por 
exemplo, a taxa em que uma fábrica despeja poluentes num lago pode 
aumentar à medida que o nível de produção aumenta ou dispositivos antipo- 
luidores na fábrica se desgastam e se tornam menos eficientes, Se chamarmos 
de x o número de unidades de poluente acumuladas num dado ecossistema 
após t unidades de tempo. a taxa de poluição do ecossistema será dada pela 
derivada dx/dt. Conseqüentemente, o número total de unidades de poluente 
acumuladas no ecossistema durante o intervalo de tempo de t = a até t = be 
dado por 


rodi 
s| =j 


a^ die M dt. 

Os filtros da Fábrica O.L., planejados para remover o dióxido de enxofre do 
аг, são trocados а cada 90 dias. Entretanto, t dias após os filtros terem sido 
mudados, eles permitem que o dióxido de enxofre escape para a atmosfera 
numa taxa de 25 710 quilos por dia. Quantas libras de dióxido de enxofre 
são introduzidas na atmosfera durante um intervalo de 90 dias? 


SoLuçÃo 
Fazendo a mudança de variável u = 1/10, temos 


E 
t= 250 | и"? du = 250 
“o 


2 P 
E we) = 4500 quilos. 
3 lo" 


5.4 Fluxo de sangue no sistema circulatório 

Desde que certos fatores (como pressào e viscosidade) sejam mantidos 
dentro de certos limites, o sangue fluirá suavemente através dos vasos 
sanguíneos cilíndricos, de modo que a velocidade v do fluxo aumenta conz- 
nuamente de um valor próximo ao zero. na parede do vaso, até um valor 
máximo no seu centro. A Fig. | mostra a seção transversal de um vaso 
sanguíneo, perpendicular a seu eixo central, e um anel circular finites- 
mal” de largura dr a uma distánciar do centro. Suponha que a velocidade г de 
fluxo sanguíneo dependa exclusivamente de r; então o volume "'infinites- 
mal” dV que flui através do anel circular na unidade de tempo será dado por 


dV = v(2xr dr), 


o produto da velocidade do fluxo através do anel circular e a área deste anel 
Se R representa o raio do vaso sanguíneo, o volume total de sangue que passa 
através de uma seção transversal na unidade de tempo é dado por 


r=k к=к 


v=] 


Um vaso sanguineo cilíndrico tem um raioR = 0,25 cm e o sangue está fluindo 
neste vaso de modo que sua velocidade ar cm do centro é dada por v = 2.5 — 
40r? cm/sec. Calcule a taxa de escoamento de sangue através do vaso. 


SoLUÇÃO 
A taxa de escoamento, medida pelo volume total que passa pela segir 
transversal do vaso na unidade de tempo, é dada por 


R ‚0,25 „0,25 à 
V=2n| erdr=2m| (5—402)4r=2z| (2,5 – 40r 
*r=0 to “0 


10,25 5л 
ы з 
И 64 0,25 cm?/sec. 


252 40r 
-zf ФОС. 
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Conjunto de Problemas 5 


1 Considere a equação de demanda x = g(y), onde g(y) = 100 (4 — Ууу). 
(a) Resolvaa equacáox = gfy) para y em termos de x, e assim reescreva a equação 
de demanda na forma equivalente у = ftx). 
(b) Calcule o saldo do consumidor quando o preço for Cr$ 1,00 por unidade usando 
para definição do saldo do consumidor a integral | g(y) dy. 
(с) Calcule o saldo do consumidor usando a fórmula alternativa | f(x) dx — xo- 
5 


2 Trace um gráfico mostrando uma curva de demanda arbitrária y = f(x) eum ponto 
(хо, Yo) na curva. Sombreie na região apropriada de sua figura a área correspon- 
dente ao saldo do consumidor quando o preço é y, cruzeiros por unidade. 

3 Com basé em pesquisas de mercado, um fabricante determina que 5.000 souvenirs 
serão vendidos numa certa área se o preço for CrS 1.00 por souvenir, mas que, para 
cada aumento de 5 centavos no preço do souvenir. 500 а menos serão vendidos. 
Calcule a equação de demanda para os souvenirs e determine o saldo do consumi- 
dor se os souvenirs forem vendidos a Cr$ 1.25 cada 

4 Suponha que a equação de suprimento x = gly) dà o número de unidades de uma 
certa mercadoria que os fabricantes estavam desejando lançar no mercado a um 

preço de venda de y cruzeiros por unidade. Supondo que 0 = g(c) e que o preço de 

venda atual é de y cruzeiros por unidade. os economistas definem o saldo do 
x 

produtor como sendo o valor de | g(y) dy. Se f é a inversa de g, calcule uma 

fórmula para o saldo do produtor em termos de f 

A Heron Motors construiu uma linha de montagem para seu novo carro a vapor e 

espera produzi-los numa razão de 30 f automóveis por semana, no final de £ 


semanas. Quantos automóveis eles esperam produzir durante as primeiras 36 
semanas de produção? 
" ky 
é Suponha que a taxa de produção de um novo produto seja À [ - zu 
t+k 


unidades por semana ao fim de t semanas. onde A e £ são constantes positivas ep é 
uma constante maior que 1. Determine uma fórmula para o número de unidades 
produzidas durante a n-ésima semana de produção 

7 Uma fábrica está despejando poluentes num lago à taxa de 12º/600 toneladas рог 
semana, onde é o tempo, em semanas, desde que a fábrica iniciou suas operações. 
Após 10 anos de operação, qual a quantidade de poluente despejada no lago pela 
fábrica? 

8 No problema 7, suponha que processos naturais podem remover do lago até 0,015 
toneladas de poluente por semana e que não havia poluição no lago quando a fábrica 
se instalou há 10 anos. Quantas toneladas de poluente estão acumuladas atualmente 
no lago? 

9 Um vaso sanguíneo cilíndrico tem um raio R = 0.1 em e o sangue está fluindo 
através deste vaso com uma velocidade v = 0,30 — 30r? cm/s nos pontos a r cm do 
centro. Calcule a taxa de escoamento do sangue. 

19 Com base na teoria da hidrodinámica, bem como em experiências de laboratório, 
supõe-se sempre em pesquisas médicas que o sangue, escoando suavemente atra- 
vés de um vaso sanguíneo cilíndrico de raio R, tem uma velocidade dada por v = 
K(R? — r) em pontos ar unidades do centro. (Aqui K é uma constante que depende 
de fatores como a viscosidade do sangue e a sua pressão.) Baseado nisto, calcule a 
taxa de escoamento do sangue através do vaso. 
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6 Forca, Trabalho e Energia 


No Cap. 5 usamos a antidiferenciagáo para calcular o trabalho feito por 
uma força variável e relacionamos a noção de trabalho com o conceito de 
energia. Aqui, mostraremos como a integral definida pode ser usada para 
calcular força, trabalho e energia. 


EXEMPLOS 1 


CÁLCULO 


6.1 Trabalho realizado por uma forca variável 

Na Seção 4 do Cap. 5, mostramos que uma partícula P se move ao longo 
do eixo s sob a influéncia de uma força F, possivelmente variável, que atua 
paralelamente ao eixo s (Fig. 1), sendo que o trabalho W feito por F em P 
satisfaz a equação diferencial dW = Fds. Se a e b são coordenadas de dois 


P, 
v -5 


pontos no eixo s, podemos tomar a integral definida des — a atés — b em 
ambos os lados da última equação para obter 


Fig. 1 o a 


¿$b n „к=з sb 
| dw=| Еа. jáque | dW= 
"sca а "sca s=a 
representa a diferença entre o valor de Wems=bes = a, então 
s=b к=» 
| Fds= W nos dá o trabalho feito por F ao mover P de a até b 
s=a lisa 


Uma força F dada por F = s3/3 + 1 Newtons age numa partícula P no eixos è 
move a partícula de s = 2 metros até s = 5 metros. Qual a quantidade de 
trabalho realizada? 


SOLUÇÃO 
O trabalho realizado é dado por 


5 st 


Fds NE +1 E € 


5 215 
— = 53,75 joules. 


^s H 


Umamolatemum comprimento normal de 10 centímetros. Se uma força de £ 
Newtons é necessária para distender a mola de 2 centímetros, qual o trabalho 
realizado ao alongarmos a mola de 6 centímetros? 


SoLução 

Pela Lei de Hooke, a força F na mola é proporcional a seu deslocamento. F 
ks. Quandos =2, então F = 8; logok = */» = 4 libras por polegadas. Logo F 
4s, de modo que o trabalho realizado é 


6 


4s ds = [2s?] 72 N x cm. 


"o “o 


6.2 Trabalho realizado no bombeamento de um líquido 

Um reservatório C contém um líquido que pesa w unidades de força por 
unidade cúbica de volume (Fig. 2). Deseja-se bombear parte deste líquido aar 
uma certa altura, acima do reservatório, e depois descarregá-la. Se deseze 
mos calcular o trabalho realizado pela bomba, estabeleceremos um eur 
vertical s com sua origem no nível até o qual o líquido será bombeado. Par 
simplicidade, seja a direção positiva tomada para baixo. 

Suponha que o nível do líquido no início do bombeamento seja s = £ € 
que este nível, no final, sejas = b. Suponha que a área da seção transversal du 
superfície do líquido ao nível s seja A(s) unidades quadradas. A fatia infim- 
tesimal” de líquido entre o nível s e o nível s + ds tem um volume de Ars. @ 
unidades cúbicas e pesa wA(s) ds unidades de força (Fig. 3). O trabadws 
“infinitesimal” realizado ao elevarmos esta fatia de s unidades ao nive: du 
origem será dW = sw A(s) ds, de modo que o trabalho total necessário ram 


EXEMPLO 
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mm m 


apse EL original 
_ do líquido 


Fig. 2 


bombear o líquido de s = a até s = b é dado por 


.s=b E 
| dw=| swA(s) ds = м | sA(s) ds. 

s=a “a “a 

A água, que pesa 1.000 kg/m, é usada para encher um reservatório hemisfe- 
rico de raio igual a 5 metros. A água é bombeada do reservatório aum nível de 
6 metros acima da borda do reservatório, até que a superfície da água 
remanescente esteja a 4 metros abaixo da borda do reservatório. Qual o 
trabalho realizado? 


SOLUÇÃO 

Na Fig. 4, escolhemos um eixo de referência vertical, apontando para baixo. 
através do centro do reservatório com sua origem 6 metros acima da borda 

Quando a superfície superior da água está na posição de coordenada s, seu 
raio a satisfaz a? + (s — 6)? = 5°, pelo teorema de Pitágoras. Assim, a área da 
seção transversal A(s) é dada por A(s) = па? = [25 — (s — 6)*]. No início do 
bombeamento, s = 6 metros, enquanto no final do bombeamento s = 10 
metros, logo o trabalho realizado é dado por 


10 


sA(s)ds = 1000 | sz[25 — (s — 6] ds 
6 


T a 
10007 | (—s? + 125? — 115) ds = 10007 ee His 


6 2 le 


608.0007 quilogramas-metro. 


6.3 Compressáo ou expansáo de um gás 

É necessário trabalho para comprimir um gás; por outro lado, quando um 
gás se expande, ele realiza trabalho sobre as vizinhanças. Considere. por 
exemplo, uma quantidade de gás num cilindro de raio r fechado por um 
pistom móvel (Fig. 5). Construa um eixo referencial paralelo ao eixo central 


pressão P 


Fig. 5 


EXEMPLO 


CÁLCULO 


do cilindro, chame a coordenada do piston de s e sejac a coordenada do fim 
do cilindro. 

Denomine a pressão do gás de P unidades de força por unidade de área e 
seja V o volume do gás em unidades cúbicas. A força F no pistom é dada por F 
= mr'P, o produto de sua área transversal e a pressão do gás. Também, V = 
mre —s) = arie — mr’s; logo, dV = —rr?ds ou ds = —(1jmr)dV. O trabalho 
realizado sobre o gás por F ao mover o pistom des até s + ds é dado pordW = 
Ға = [mr?P] - [— (User?) dV] = — PdV. Logo, se o gás é comprimido de um 
volume inicial V, a um volume final V;, o trabalho realizado total é dado por 


Vi ‚Уо 
(=Р)4У ou W- | Pav. 


Po к, 


Aqui, nós escolhemos os limites de integração adequadamente, рага 
remover o sinal negativo. Observe que, se o gás for comprimido, seu volume 
Yo 
diminui, de modo que V, < V, e = | P dV é positivo. 


s. 4 

Se o gás está expandindo. ele realiza trabalho sobre o ambiente, de 
mesmo valor que o necessário para comprimi-lo de volta ao volume original 
Logo, se um gás expande de um volume original Vo a um final V ,, ele realiza 
um trabalho igual a W| P dl 


Um metro cúbico de ar a uma pressão inicial de 50 newtons por metro 
quadrado (Pa = pascal. unidade de pressão no Sistema Internacional de 
Unidades) se expande adiabaticamente (isto é, sem transferência de calor: 
até um volume final de 3 metros cúbicos de acordo coma lei P = У "t onde, 
é constante. Calcule o trabalho realizado. 


SOLUÇÃO 
Quando V = 1,P = 50 N/m” =k (1) Logo. k = (50) (1 
50 V4, Va =1, V, =3 e 


6.4 Energia 

Se uma partícula P de massa m está se movendo ao longo do eixo s come 
conseqüéncia de uma (possível) força variável sem oposição F, sempre 
agindo numa direção paralela ao eixo s, entào a energia cinética K da 
partícula foi definida na Seção 4.4 do Сар. 5 por K = 1/2 v', onde v = ds/di e 
a velocidade de P. Esta energia cinética representa a capacidade da partícula. 
P de realizar trabalho devido a seu movimento. 

A energia potencial da partícula P também representa a capacidade de P 
realizar trabalho, não devido a seu movimento, mas sim devido à sua local= 
zação (ou como chegou aí). Por exemplo, se a partícula está conectada a uma 
mola e esta está distendida, então o trabalho pode ser feito deixando a mola 
retornar a seu comprimento natural. Se a força F agindo em P depende apenas 
da coordenada da posição s de P, então a energia potencial V da partícula no 


E 

Fds. Aqui, so é entendido 
como sendo a coordenada de um ponto de referência, arbitrário mas fixo. 2 
partir do qual a energia potencial é calculada. 


ponto com coordenadas s é dada por | 


ObservequeV =| Fds  éotrabalho que F faria sobre P se movesse de 


sua posição em s ao ponto de referência em so. (Aqui não seguimos nossa 
convenção usual de usar símbolos diferentes para a variável muda e o limis 


Fig. 6 
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variável de integração.) Podemos também escrever | = F ë 


pelo Teorema Fundamental no Cálculo, dV/ds = — F. ou f = - -> - 
A energia total E da partícula P é definida porE-K-V Lomo vemos 
no Cap. 5, dEldt = dKidt + АУ = 0, de modo que E é uma constarie 


EXEMPLO 1 Quala velocidade que um projétil de 10 gramas deve ter a fim de ter = mesma 


energia cinética de um carro de 2.000 kg viajando a 24 km/h? 


SOLUÇÃO 
Seja v a velocidade do projétil em km/h. Fazendo as duas energias cinencas 
iguais, temos: 


1020 2000)” = 5 eooo Lay 


241000 
logo 


t = 10.733,13 km/h. 


ы 


Considere um eixo s, calibrado em centímetros, сот origem no centro da 
terra (Fig. 6). Uma partícula P de massam — | grama neste eixo no ponto s 
А РЕ 399 х 10% 
experimenta uma força gravitacional F dada рог F = ———9—,— — 
s 

g X em/s*, s = 6,38 x 10º centímetros (o raio da terra). Escolha a energia 
potencial V da partícula de modo que V = 0 quando s = 6,38 x 10* cm. 
(a) Calcule V em termos de s para s > 6,38 x 10% cm. 
(b) Calcule Lim V. 
(c) Com que velocidade inicial deve P ser atirado para cima da superfície da 

terra de modo que ela nunca retorne? ( Despreze a resisténcia do ar.) 


SOLUÇÃO 
E a E: 20 
(a) V=-| # == | таш ыр. 

* 638x108 * 6,38 x 108 5 

ELE — 399 x107]| | 359 x10] 

Е 5 6,38 x 108 A 5 6,38 x 10º | 

20 
= 6,25 x 101! — MEO g x cm?/s? 


(b) lim V = lim [es x 101! — = 625 x 10!! g x cm?/s? 


sx sm 


3,99 x 1020 
s 


(c) Seja voa "velocidade de escape” necessária. A energia total E é dada por 
E = уоту? + V = Mov? + V. Quandos —6,38 x 10%, V = 0,еЕ = "2v6. Ја 
que E é constante, 1/2 vo? = Ya v* + V é válida sempre. À medida que P se 
afasta da terra, seu valor v diminui, na verdade, lim v = 0. Tomando o 
limite em ambos os lados da equação 1/2 vo? = Ya 0° + V, à medida que s 
tende a + æ, e usando o resultado na parte (b), temos 


Ya vo? = 0 + 6,25 x 10"; logo, 


to 4/2 X 625 x 1017 x 1,12 x 10% em sec 


área unitária da 
seção transversal 


EXEMPLO 


Fig. 9 
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6.5 Força causada pela pressão do fluido 

Se uma região plana admissível R está exposta a um fluido sob pressão 
existe uma força resultante F em R. Se a pressão do fluido é constante n 
regiãoR, digamos com um valor de P unidades de força por unidade quadrada 
de área, então, F = РА, ondeA é a áreadeR. Entretanto, se P não é constanie 
em R, a integração é necessária para acharmos F. 

Aqui consideraremos um caso especial do problema do cálculo de F. £ 
situação na qual o plano da região R é vertical e R está submersa num líquido 
incompressível com densidade constante. Se tal líquido tem w unidades àe 
peso por unidade cúbica de seu volume, então a coluna deste líquido com a 
unidades de altura e com área unitária da seção transversal tem um volume ae 
h - 1 unidades cúbicas (Fig. 7). Este peso causa uma força total de wh unidades 
agir sobre | unidade quadrada no fundo da coluna; logo, a pressão no funar 
desta coluna é dada por P = wh. Em palavras, então, a pressão num ponin 
num líquido incompressivel de densidade constante é o produto de seu peso 
porunidade de volume e a distância do ponto abaixo da superfície do líquido 

Agora, seja R uma região plana admissível colocada verticalmente 
abaixo da superfície de um líquido incompressível de peso constante par 
unidade de volume (Fig. 8). Considere um eixo de referéncia vertical s 
apontando para baixo, com sua origem no”nível da superfície do líqu:az. 
Chame o comprimento total de uma seção transversal horizontal de R. aw 
nível s unidades abaixo da superfície do líquido, de (з). A pressão P в 
profundidade s é dada por ws unidades de força por unidade quadrada de 
área, logo, a força “infinitesimal” na faixa de altura ds à profundidade s « Fe 
8) é dada por 


dF = P dA = (ws)|1(s) ds] = wsl(s) ds. 


Logo, se R está inteiramente entre as linhas horizontaiss =a es = а ш 
força total em R é dada por 


Sb b ab 
F=Í 4Р= | wsl(s)ds=w | si(s)ds. 


"sea 


Calcule a força exercida no fundo semicircular de uma gamela se esta asii 
cheia de água e o hemisfério tem um raio de 3 metros. Suponha que ai 
densidade da água é dada por w = 62,4 quilogramas por metro cúbico 


SOLUÇÃO 


Da Fig. 9 e do Teorema de Pitágoras, (1/2)? +s? = 32, oul =2 9 5°. A Tanga 
desejada é dada por 


э E = 
F=w| slds— 624 | 25,/9 =s ds = 624[-%H9 — 
vo to 


= (62.4)(18) = 1123,2 quilogramas. 


Conjunto de Problemas 6 


1 Qual o trabalho realizado ao distendermos uma mola de comprimento natural de 

ст de 15cm a 18ст se a força final for 25 kg? 

Uma mola tem um comprimento natural de 30 cm. Uma força de 2.000 kg é 

necessária para comprimir a mola de 3cm. Qual o trabalho realizado na compressão 

da mola de seu comprimento natural para um comprimento de 25 cm? | 
3 Uma moeda de 15 centavos tem uma massa de cerca de 5,2 gramas. 

(a) Quantos quilos pesa a moeda de 5 centavos? 

(b) Quantos joules de trabalho são necessários para elevar a moeda de 5 centavosa 


uma altura de 1 metro? 


4 O trabalho necessário para elevar uma moeda de 5 centavos de 21 a 22 centímetros 
acma ào -*áe é o mesmo que o necessário para elevá-la de 22 a 23 cm? Explique. | 
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5 O trabalho necessário para distender uma mola de 21 a 22 cm é o mesmo que 
distendé-la de 22 a 23 cm? Explique. 

6 Uma mola elástica com uma constante de 17.640 newtons por metro é distendida de 
4 cm de sua posição relaxada. Qual a energia (potencial) em joules armazenada na 
mola distendida? 

7 Um reservatório tem a forma de um hemisfério de raio 3 metros, Se está cheio de 
água salgada pesando 1032 kg/m", qual o trabalho (em kg.m) necessário para bom- 
bear toda a água salgada para fora do reservatório? 

8 Bombeia-se água diretamente da superfície de um lago para uma torre d'água. O 
tanque desta torre é um cilindro circular vertical de altura 20 metros, com 5 metros 
deraio, cujo fundo está a 60 metros acima da superfície do lago. A bomba é movida 
porum motor de 11.168, 6 watts. Desprezando o atrito, quanto tempo será necessá- 
rio para encher o tanque com água? Suponha que a água pesa 1000 kg/m?. 

9 Uma cisterna cônica tem no topo um diâmetro de 6 metros, 4,5 metros de profundi- 
dade e está cheia até 1.5 metros do topo com água de chuva pesando 1 g/cm*. 
Calcule o trabalho em joules realizado ao bombear a água acima do topo para um 
tanque vazio. 

10 Um elevador pesando 1 tonelada é carregado através de 60 metros, enrolando-se 
seu cabo, numa roldana. Desprezando o atrito, qual o trabalho feito se o cabo pesa 
10 kg/m? 

п U ia d'água tem 6 metros de comprimento e tem uma seção transversal 
constituída de um triângulo isósceles de altura 4 metros, base maior 3 metros e base 
menor de 2 metros. Se a gamela está cheia d'água pesando 1000 kg/m*, qual o 
trabalho necessário para bombear toda esta água até um nível de 20 metros acima do 
topo da gamela? 

12 Um objeto imerso em água sofre um empuxo igual ao peso de água que desloca 
(princípio de Arquimedes). Calcule o trabalho necessário para submergir comple- 
tamente uma bóia esférica de peso desprezível se seu diâmetro for 30 cm. Suponha 
que a água está num reservatório suficientemente grande, de modo que seu nível 
praticamente não aumenta quando introduzimos a bóia. 

13 О pistom num cilindro comprime um gás adiabaticamente de 50 ст? até 25 ст?. 
Supondo que PV! = 100, onde P é a pressão em newtons por m^ e V é o volume em 
cm, qual o trabalho em joules realizado sobre o gás? 

14 Numa compressao adiabática (isto é, sem transferéncia de calor para dentro ou fora. 
do recipiente) o gás é comprimido num cilindro segundo a equação РУ? = cons- 
tante, onde yé uma constante maior que 1. Se a compressão for isotérmica (isto é, a 
temperatura constante), então о gás satisfaz a equação PV = constante. Se um рах 
for comprimido de um volume inicial V, a um volume final V,, será necessário mais 
trabalho para a compressão adiabática ou para a isotérmica? 

15 O vapor se expande adiabaticamente de acordo com a lei PV™* = constante. Qual o 
trabalho realizado se 0,5mº de vapor a uma pressão de 2000 kg/m? se expande de 60 
por cento? 

16 Duas cargas positivas, com cargas de 1 statcoulomb cada, se repelem com uma 
força igual a 1/r* g-cm/s?, onder é a distância entre as partículas medidas em em. 
Uma partícula é mantida fixa na origem do eixo s e a outra se move em direção à 
primeira de sua posição inicial em s, = 100 em. Calcule o trabalho realizado em 
termos da posição final s, da segunda partícula, 

17 O peso de uma certa partícula é 10%/r* quilos, onder é a distância em quilômetros do 
centro da terra. Calcule o trabalho em kg-m necessário para elevar a partícula da 
superfície da terra (onde r = 6436 km) a: 

(a) 1000 km acima da superfície 
(b) 10.000 km acima da superfície 

А Fig. 10 mostra um eixos com sua origem no centro de uma esfera sólida de raior 

centimetros com densidade constante w gramas por cm*. Uma partícula P de massa 

m gramas no ponto de coordenadas no eixo experimentará uma força gravitacional 

F dada em g-cm/s? por 


paras >r 


para 0 < s < r, 


onde y = 6,6732 x 10-* cm*/g:s* é a constante universal de Newton. 
(а) Calcule a energia potencial V de P em termos de s se lim V = 0 
om 
1b) Calcule a “velocidade de escape” para P partindo da superfície da esfera. 
19 Dado que a energia potencial de uma mola relaxada é zero e que a constante da mola 
€40 kg/m, qual a distância a que a mola deve ser distendida de modo que a energia 
potencial seja 25 kgm? 
29 Um peso de 1 tonelada cai de uma altura de h metros e atinge o solo com a mesma 


energia cinética que um carro pesando 1,5 toneladas e andando a 10 km/h. Calcule 
à 


Fig. 10 
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21 Uma lata de óleo retangular está cheia de óleo pesando 0.93 g/cm?. Qual a força. 
numa face da lata que tem 20 cm de largura e 40 cm de altura? 

22 Um tubo de água em forma cilíndrica com 1,9m de raio está cheio pela metade de 
água. Qual a força na comporta que fecha o tubo? 

23 Calcule a força numa face de uma prancha com 18 metros de comprimento e 8cm de 
largura submersa verticalmente na água com sua extremidade superior na superfi- 
cie, 

24 Que força a água exercerá na metade inferior de uma elipse vertical cujos semi- 
eixos são 2 e 3 metros. 

(a) Quando o eixo maior está sobre a superfície da água? 
(b) Quando o eixo menor está sobre a superfície da água? 

25 Que força deve ser suportada por uma represa de 30 metros de comprimento e 6 
metros de profundidade? 

26 Um tanque em forma de um cilindro circular reto horizontal de raio 5 cm é cheio até 
a metade de água e o resto de óleo. O óleo, que pesa 0,93 g/cm?, flutua no topo da 
água, que pesa 1 g/cm”. Calcule a força total causada por estes líquidos sobre o 
fundo circular do tanque. 

27 A face de uma barragem tem a forma de um trapézio isósceles de altu а 16 metros 
com uma base superior de 42 metros e uma base inferior de 30 metros. Calcule a 
força total exercida pela água sobre a barragem quando a água está a 12 metros de 
profundidade, 

28 Mostre que, para a região R submersa como mostrada na Fig. 11, a força F causada 
pelo líquido pesando w unidades de peso por unidade de volume é dada por F = w/2 
fe (s) ds. 


superficie do líquido 
À 


b 


Fig. 11 


29 Um tanque horizontal na forma de um cilindro circular reto de raio 2 metros é 
lacradoe a água o encheaté a metade. A metade superior do :anque é entáo sujeita a 
uma pressão de ar de 1 atmosfera, 10,333 kg/m*. Calcule a força total numa das 
extremidades do tanque causada pela pressão do ar e da água. 


Conjunto de Problemas de Revisão 


Nos problemas 1 a 8, calcule o volume do sólido gerado pela revolução da região 
limitada pelas curvas dadas em torno do eixo indicado. 


y = VI, y = 0 e x = 8 em torno do eixo x. 
xi y = 0 ex = 1 em torno do eixo y. 
1 + 4 = 4y, x = беу = x em torno do eixo x. 
= x, 
A 


x = ley = 0 em torno da reta x = — 
4 e y = 0 em torno da reta y 
41 — y) € y = 0 em torno da reta y 
dx ex = 4 em torno da reta x = — 2, 
O laço деу? = xx + 4) em torno do eixo y 
Calcule o volume do sólido gerado pela revolução da região limitada por um círculo 
de rao 3 cm em torno de uma reta em seu plano que está a 7 cm de seu centro 
18 Uc sodo é gerado pela revolução de uma região limitada pelo gráfico de y = ftx), 
asretasz = Üex =a eoeixox em torno do eixox. Seu volume para todos valores de 
a è dado por V = а? + 7a. Determine uma fórmula para fix). 
11 Mose que o volume limitado pela superfície gerada pela revolução da semi-elipse 
E vb 1.» > 0. em torno do eixo x é dado por V = Ya mab?. 
Estada pelo eixo y ea semi-elipse x?/a? + y*/b* = 1, x > 0, é girada em 
tomo de exc + para gerar um esferóide sólido. Use o método das camadas 
i аг o volume deste sólido. 
Calcule o x S ime gerado quando a região limitada pela hipérbole 16y? — 9x? = 144e 
areta» = бе grada em torno do eixo x. 
f a função continua invertível no intervalo fechado [a,b] e que 


x 
y 

E 
En 


ria! 
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Fx > 0 para a «x = b. Prove que 


^ E 
| [/(x)) dx = БОЛЫ? — al f(a)P — b y) dy 


Sugestão: Determine o volume de um certo sólido de revolução de duas maneiras 
aferentes.) 

18 Um parabolóide sólido de revolução é gerado pela revolução da região limitada pelo 
grafico de y = b vila, o eixo x e a reta x = a em torno do eixo x. 

123 Trace o parabolóide de revolução. 
+» Calcule o volume do sólido pelo método dos discos circulares. 
12) Calcule o volume do sólido pelo método das cascas cilíndricas. 

һ Um vaso tema forma gerada pela revolução do gráfico de y = !/4x? em torno do eixo 
+. Se 4 unidades cúbicas do líquido saem do fundo do vaso por minuto, a que taxa 
está a profundidade do líquido mudando no instante em que a profundidade é de 4 
unidades? 

Ж Trace o gráfico da porção da parábola Ax? = By que está no primeiro quadrante, 
onde A e B são constantes positivas, Calcule o volume do sólido gerado quando a 
região limitada por esta parábola, o eixo y e a retay = А é girada em torno do eixo y. 
Compare a resposta com o volume de um cilindro de altura A e raio da base B. 

18 Para cada positivo, seja U, o volume do sólido gerado pela revolução da região sob 
o gráfico dey = x" entre x = дех = | em torno do eixo y. Seja V, o volume do sólido 
gerado pela revolução da mesma região em torno do eixo x. Avalie: 


la) dim U, (b) lm V, (jj tim E 


— m a= +e V, 


19 Calcule o volume de um sólido cuja seção transversal perpendicular ao eixo x é um 
quadrado de x unidades de lado para 0 < x < 2. 

19 Calcule o volume de um sólido cuja seção transversal perpendicular ao eixo x é um 
triángulo equilátero de |x| unidades de lado para — 2 = x = 3. 

E Uma torre tem 26 metros de altura. Uma seção transversal horizontal x metros 
acima da base é um retângulo cujo comprimento do lado é 26 — x metros e cujo lado 
menor e 26 — x metros. Calcule o volume da torre. 13 

20 

Z Umconóide é um sólido em forma de cunha cuja superficie lateral é gerada por um 
segmento de reta que se move de modo a se manter sempre paralelo a um plano fixo 
€ que tem uma extremidade num círculo fixo e a outra extremidade numa reta fixa, 
ambos, o círculo e a reta, sendo perpendiculares ao plano fixo (Fig. 1). Se a 
distância a partir daretafixa até o plano do círculo éh unidades e o círculo temraioa 
unidades, calcule o volume encerrado pelo conóide. 

2 Um sólido é gerado por um hexágono variável que se move de modo que seu plano 
seja sempre perpendicular ao diâmetro dado de um círculo fixo de raio a, o centro 
do hexágono estando neste diâmetro, e dois vértices opostos estando no círculo. 
Calcule o volume do sólido. Fig. 1 

34 Um líquido num reservatório evapora numa taxa (unidades cúbicas por unidade de ig. 
tempo) proporcional à área da superfície do líquido exposto ao ar. Mostre que, 
qualquer que seja a forma do reservatório, a superficie do líquido cai numa taxa 

/— constante. 

15 Uma seção feita por um plano que passa por duas opostas de uma bola de futebol é 
umaelipse cuja equação éx*/49 + 4y*/49 = 1. Calcule o volume da bola se o couro é 
tão rijo que cada seção transversal, perpendicular ao eixo x, é um quadrado. 

25 Um sólido em forma de chifre é gerado por um círculo variável cujo plano gira em 
torno de uma reta fixa. O ponto do círculo mais próximo da reta descreve um 
quadrante AB de um círculo de raiva, e o raio do círculo variável éc 8, onde 8 denota 
o ângulo entre o plano variável e sua posição inicial quando passa através de A. 
Mostre que o volume do sólido é dado por V = Y192 тїс? (Ra + 3 mc). 


x Nos problemas 27 a 36, calcule o comprimento de arco do gráfico de cada equação 
extre os pontos indicados. 


To(r-8y = х? de (0,8) a (1.9) 


4x? de (4,4) a (32,16) 


э у= 422 de (0,0) a (4,18) 30 y-dx* + (2/х?)] de (L) à (2,14) 
1 y=mx +b de (хотхо + b) a (xy mx, + b) 


(x 4- 1”? 12 de (3.10) a (8 29) 


35 y=| Jo +C di de (o а 2, 


; 
зе p= fet 


Nos problemas 37 a 40, construa uma integral representando o comprimento de 
arco de cada curva e use a regra parabólica de Simpson com z = 2 (isto ё. com quatro 
subintervalos) para estimar este comprimento de arco. 


WE -1 dt 
' 


de (-2.0)a (2,0) 


37 y=2 KX de (12)a (4.4) 38 r2 2( 2)? de (0,2) a (1.2/2) 
* dt га 

39 у=х? (0,0 д = Е de (0,0) | = 
v=x? de (0,0) a (1.1) у= D. ded ja (S тү 


41 Escreva uma expressáo envolvendo uma integral para o comprimento de arco total 
da elipse x*Ja? + y*/b? = 1, sem resolver, contudo, a integral. 

42 Suponha que a função tenha uma primeira derivada contínua num intervalo aberto 
contendo o intervalo fechado [0,1] e que f seja monótona decrescente em [0,1] 
Suponha que f(0) = 1 ef(1) = 0. Escreva uma integral para a quantidade de tempo T 
necessária para uma partícula P de massam escorregar sem atrito ao longo do 
gráfico de y = Ях) de (0,1) a (1,0) sob a influência da gravidade. 


Nos problemas 43 a 52, calcule a área (lateral) da superfície de revolução obtida 
pela rotação de cada curva em torno do eixo dado. 


43 y = 3 vx de (1,3) a (4,6) em torno do eixo x. 


44 y = 3x* de (0.0) a (2,12) em torno do eixo y 

45 y = x? de (1,1) a (3,27) em torno do eixo x 

46 y = 4x* de (0,0) a (1.4) em torno do eixo y 

47 y = sx? de (0,0) a (3,9) em torno do eixo x 

48 y = x*/4 + 1/(8x?) de (1, 3/8) a (3, 1459/72) em torno do eixox 
49 y = Чад? de (0.0) a (4,4) em torno do eixo у 


50 y? = xº de (1,1) a (4.8) em torno do eixo y 
51 y? =9 — x de (0,3) a (9,0) em torno do eixo x 
52 у = x°JS + 1/(12x*) de (17/60) a (3077/480) em torno do eixo x 


53 Joe, Jamal e Gus construíram um balcão de limonada. A equação de demanda para 
a limonada no balcão deles é y = — x?/100 — 7x/20 + 30, onde у é o preço de venda. 
em centavos por copo. e x é o número de copos vendidos. Calcule o saldo do 
consumidor se o preco de venda for 15 centavos por copo. 

54 David, Dean e Scott colheram 100 abóboras e estão planejando vendê-las. Eles 
acreditam que podem vendê-las todas ao preço de 75 centavos cada, mas que um 
aumento de 25 centavos no preço em cada abóbora resultará na venda de 20 
abóboras a menos. Qual é o saldo do consumidor se eles venderem suas abóboras 
ao preço que lhes traz o rendimento máximo? 

55 Um matemático recém-formado pretende se instalar como um consultor de taxas e 
espera receber 100 V cruzeiros por semana na consultoria a firmas, após semanas 
da abertura do escrit As despesas fixas para aluguel do escritório. telefone. 
anúncios jornalísticos etc. chegam a Cr$ 200.00 por semana. Qual o lucro final 
do consultor após 49 semanas deste novo trabalho? 

56 Um empregado novo na Solar Electric Company pode soldar 50-50/ + T conec- 
ções por hora ao fim de z horas de trabalho. Quantas conexões irá o empregado 
soldar nas primeiras 8 horas de trabalho? 

57 O sangue e: uindo através de uma artéria cilíndrica de raio R de modo que sua 
velocidade, ar unidades do centro, é dada por y (R* — r*) unidades por segundo. 
Aqui K é uma constante dependente da pressão sanguínea, viscosidade etc . Uma 
droga é administrada e esta aumenta o raio da artéria de 5%. Calcule o aumento 
percentual na taxa de escoamento do sangue através da artéria. 

58 O vértice de um tanque cônico aponta para baixo. Se a altura do tanque tem ^ 
unidades e o raio de sua base ér unidades, qual o trabalho realizado ao bombearmos 
um líquido, de densidade w unidades de massa por unidade de volume, acima da 
boca do tanque se este está cheio no início e vazio ao fim do bombeamento? 

59 Calcule o trabalho realizadi bombearmos toda água para fora de uma cisterna 
cheia, em forma de um hemisfério de raior metros sobre o qual está um cilindro reto 
circular de raio ғ metros e altura / metros. 

60 Um tanque é construído sob a forma de um cilindro circular reto sobre o qual existe 
um tronco de cone com uma seção transversal vertical como mostrada na Fig. 2. 
Qual o trabalho feito ao retirarmos toda a água do tanque, inicialmente cheio? 

61 Um cabo, que tem 30 metros de comprimento e pesa 400 g/m, está pendurado 


t 


| 
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verticalmente a uma roldana. Calcule o trabalho realizado ac erro. 

cabo sobre a roldana. 

Um cabo, que tem / unidades de comprimento, pesa w unidades 

unidade de comprimento e está pendurado verticalmente a uma roiderz 

W está na ponta do cabo, qual o trabalho feito ao enrolarmos А unidades 5 

roldana? 

Qual o trabalho realizado ao comprimirmos 400 metros cúbicos de ar a 15 

cm? a um volume de 30 metros cúbicos, numa compressão adiaba: 

constante)? 

Uma massa m cai livremente próximo à superfície da Terra. Num certo 

= 0 segundos, a massa está sọ unidades acima do solo e está caindo com maz 

velocidade vo. Tome o eixo s com o sentido positivo para cima e com sua onge эс 

nível do solo. (Assim, ty é negativo e a aceleração da gravidade é — J 

(a) Calcule a velocidade da massa em termos de sua distância s acima do sco 

(b) Calcule o aumento na energia cinética de massa entres =sges = 5. onde Ü = s 
Es 

(c) Calcule a energía potencial V damassa em termos des se a energía potencial for 
zero quando s = so. 

(d) Calcule o decréscimo na energia potencial da massa entres = ses 
Ü <s, sss. 

(c) Calcule a energia cinética K e a energia potencial V da massa em termos do 
tempo f 

A velocidade de um trenó de 200 quilos é 60 — 4t m/sec no tempo t segundos 

Calcule à mudança na sua energia cinética bem como a mudança em sua energia 

potencial entre 1 = 0 ег = 10 segundos. 

Uma barra de comprimento b realiza n rotações por segundo em torno de uma de 

suas extremidades. O material de que é composta tem uma densidade f(x) unidades 

de massa por unidade de comprimento a uma distância x unidades da extremidade 

fixa. Calcule uma integral representando a energia cinética da barra rotativa. 

Um triângulo retângulo ABC está submerso em água de modo que o lado AB está na 

superfície e o lado BC é vertical. Calcule a força total no triângulo causada pela 

pressão da água se BC] = 18 metros e |AB| = 8 metros. 

Uma barragem de alvenaria sob a forma de um trapézio isósceles tem 200 metros de 

comprimento na superfície da água. 150 metros no fundo e 60 metros de altura. 

Calcule a força total que ela deve suportar. 
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FUNÇÕES 
TRIGONOMÉTRICAS E SUA 
INVERSAS 


Embora as funções trigonométricas tenham sido introduzidas no Cap E 
e utilizadas em alguns exemplos, nós evitamos o seu uso nos capítulos 
anteriores, principalmente porque não havíamos estabelecido ainda suas 
propriedades analíticas. Nosso propósito neste capítulo é, portanto, deses- 
volver fórmulas para derivadas e integrais das funções trigonométricas e cus 
funções trigonométricas inversas, de maneira que possamos utilizar livre- 
mente essas importantes funções nos capítulos seguintes. 


Limites e Continuidade das 
Funções Trigonométricas 


Recordemos que todos os ângulos serão medidos em radianos, a mena 
que indiquemos explicitamente o contrário. Da Fig. | parece geometnzae 
mente óbvio que o seno e o co-seno são funções contínuas, pois uma peque 
mudança no ângulo ғ deveria produzir apenas uma pequena mudança w 
posição do ponto (cos z, sen t). 

Neste livre, a definição das funções seno e co-seno é geométri 
invés de analítica: logo, basicamente, todas as propriedades das funcaes 
trigonométricas devem basear-se em argumentos geométricos. A proces 
dade de continuidade não é exceção, e o argumento acima para a cont mar 
dade.do seno e do co-seno é tão conclusivo quanto qualquer outro argu mem 
que possa ser dado no mesmo nível de rigor deste livro. Entretanto. damas 
um argumento alternativo que usa as identidades padrão e o fato geome um 
de que a corda de um círculo é sempre menor que o arco correspondem 


| 


Хауг 
(соу t. sen t) < " 


Fig. 1 
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TEOREMA 1 


EXEMPLO 


TEOREMA 2 


1.1 Continuidade das funções trigonométricas 
Começaremos estabelecendo o seguinte teorema 


Comparação entre um ângulo e seu seno 

Se 0 < t < m[2. entào 0 < sen t < t. 

Consideraremos o seguinte argumento geométrico para mostrar а razos- 
bilidade do Teorema І. Considere o pontoA cujas coordenadas são (cost. хет 
0), na Fig. 2. A está no primeiro quadrante porque 0 < t < 7/2. Se B = (соз: 
—sen ), então o comprimento da corda AB é dado por |AB| = 2 sent. Como: e 
medido em radianos e como o círculo na Fig. 2 tem raio 1, o arco circular entre 
A eB tem comprimento 2r. O fato geometricamente óbvio de que a corda AB. 
tem comprimento positivo e é menor que o arco circular entre А e B implica 
que 0 < 2 sen t < 2r ou Ü < sen t < t, como proposto pelo Teorema 1 


Usando o fato recém-estabelecido de que lim sen / = 0, prove que lim cos 
120 pe 


£= 1, 
SOLUÇÃO 
Para || = т/2, cos t = V/T = sen” t, logo, 
— 
lim cos t = lim /1 —sen? t = jlim (1 —sen? г) 
1-0 1-0 1-0 


- (limsent) =y т 1. 
Us 


O fato de que lim sent = де lim cost = | pode agora ser usado para 
э. a 
provar o seguinte teorema. 
Continuidade das funções trigonométricas 
Todas as seis funções trigonométricas — seno, co-seno, tangente. se- 
cante e co-secante — são contínuas em cada número de seus domínios 


PROVA 
Começaremos mostrando que a função seno é contínua. Para isso, é sufi- 
ciente provar quelim sen (1 + Ar) = sent. Usando a fórmula de adição para a 


função seno, temos 


lim sèn (t + At) = lim [sent cos At +sen At cos t] 
м-0 Aro 


= (sent)| lim cos м) + ( limsen Ae J(cos t) 
A0 мәо 


= (sent)(1) + (0)(cos t) = sent. 
Portanto, a função seno é contínua, Para provar a continuidade da função 
co-seno, utilizaremos a identidade cos t = sen (7/2 — 1). Então. 
" > m 
lim cos (t + At) = limsen Ë =t- м) 
м-о м-0 2 
Como a função seno é contínua, temos 


lim sen(5 - = A: =sen E г-м) =sen| 


мә0 400 
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Segue-se que lim cos (t + At) = cost: logo o co-seno é também uma função 
contínua. Portanto, tant = sent/cost, cot = cost/sent, sect = l/cost e cos 
t = 1/sen t são contínuas em cada ponto onde sejam definidas. 


1.2 Limites especiais envolvendo funções trigonométricas 
As inequações no próximo teorema são úteis no estabelecimento àe 
certos limites especiais envolvendo funções trigonométricas. 


TEOREMA 3 Desigualdades fundamentais 
Se 0 <1<x/2, então O<cos т< €t 


Novamente, não podemos dar uma prova analítica deste teorema pur 
causa de nossa definição geométrica do seno e do co-seno. Entretanto, damos 
о seguinte argumento geométrico para mostrar a validade do Teorema 

Como 0 < t < 7/2, o ponto P = (cos t, sen 1) está no primeiro quadrame 
(Fig. 3). Na Fig. 3, sen t = |РО|. cos t = |OQ| (por quê?) e do triânguis 
retángulo OAB, 


Como o setor circular АОР ocupa a fração r/(2«) do círculo inteiro de 
raio 1, a área do setor AOP é dada por (t/2m)(z-1?) = 1/2. Evidentemente. в 
área 1/2 do setor circular AOP é maior que a área !/o| PQ||OQ| = */2 зеп! coss 
do triángulo ООР, logo !/» sent cos t < 1/2, ou sent cos t < г. Analogamente а 
área 1/2 do setor circular AOP é menor que a área !/5|ABIOA| = "a (tan z» 2 
_1 sent " t 1 sent sen: 
“o we do triángulo OAB, de modo que 2 < 5 š Ба rol < dms 
Portanto, temos que 0 < sent cos t < t sen t/cost. Dividindo esta inequacir 
por sent obtemos 0 < cos t < t/sen t < 1/cost: logo, se tomarmos 0s inversos. 
obtemos 0 < cos r < (sen 1)/t < l/cos t, como afirmado pelo Teorema > 

Agora suponha que 0 < —t < 7/2. Então, pelo Teorema 3, temos 0 < o 
Fig. 3 (71) < sen(-10)/(—1) < l/cos (—1). Como cos (—1) = cost esen(—1) = —se 
esta última desigualdade pode ser então escrita como 0 < cos t < (sentir < 
dicas t. Segue-se que 0 < cos t < (senr)/t < 1/cos г vale sempre que 0 < : < 
i2. 

O que acontece com a razão (sen 1)/t quando t se aproxima de zero* 
Como esta razão está “espremida” entre duas quantidades соѕ г e l/cosz = 


como lim cos £ = | e 
1-0 


lim —— = = 
ї-0 Cost limcost 1 
1-0 


segue-se que (sen t)/t deve também se aproximar de | quando? se aproxima ae 
zero. Guardaremos este importante fato para uso futuro no próximo teorema. 


TEOREMA 4 O limite da razão sen £ 


O Teorema 4 implica que sen t quando || é muito pequeno. Par 
exemplo. consultando tabelas que dêem sen ғ arrendondado para quam 
casas decimais, vemos que sen 0,5 = 0,4794, sen 0,1 = 0,0998, sen 0. 
0,0899 e sen 0.05 = 0,0500, (Novamente frisamos que os ángulos estão em 
radianos.) 

Os seguintes exemplos ilustram o uso do Teorema 4 para calcular vanam 
limites especiais envolvendo funcoes trigonométricas. 
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EXEMPLOS 1 


i 
Mostre que lim 


1=0 t 


SOLUCAO 
= " — cost 
Pela “fórmula do ángulo-metade sen? $ ON T ; logo, 
1— ost 28еп? 1/2 sen: 
ET o 


Faça s = 1/2 e note que s se aproxima de zero quando? se aproxima de 
zero. Então, 


1] — cost sen? 5 


f 5 
De modo que 
, l—cost sens , sens 
lim = lim = lim |sens 
120 t з-0 5 1-0 s 
А , Sens 
= imsens) lim — | = (0)(1) = 0. 
5-0 s0 5 
sensy, 
2 Calcule lim š 
х-0 x 
SOLUÇÃO 


Faça t = 5x e note que t se aproxima de zero quando x se aproxima de zero. 
Como x = 1/5. segue-se que 


« sensk sent sent 
li — - lim |5—— 
x20 US mol 
en 
= sim E s(1)= 5. 
1-0 
3 Calcule. lim SENT 
x-0sen9x' 
SoLucáo 
sen 7x sen7x 
15) 
sen7x _.. x à 7% 
lim = lim im 
«—osen9x «-овеп9х - 330 SE) 
x 
lim 5627 
sls. Тао TW 
9 cy sen9x 9 sen9x 


E s 9x 
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Faça н = 7x e v = 9x. Entào, 


sente 7l,.6 € 


im 
seno 9 n seno 


Conjunto de Problemas 1 


Nos exercícios de | a 4, calcule cada limite 


E Os 
1 dim 
х6 SENX 


2 lim 
sag COS 


Nos exercícios de 5 a 12, determine (a) o domínio de cada função e (b) os pontos 
deste domínio (se existirem) nos quais a função é descontínua. 


5 f(x) - nx 6 f(x) = sec 


cot x 9 f(x)- 


_ an x sex < п/4 


| 1 

- sex 0 
12 у(х) = 18015 Sex + 
12 senx sex > m4 ! 2 


0 sex=0 


6 
13 lim 2195 14 lim 
кай A x-oS€n3x 
зеп? 
17 lim 
б F 


o 2 mr 


25 Sem usar tabelas estime o valor de sen 1º. (Sugestão: 1º = 7/180 radianos.) 
26 Seja f a função definida por fix) = sen x. Prove que f'(0) = 1. 


1—cosx 1 


27 (a) Mostre que lim > 


sa 


tı Use o resultado do item (a) para estimar o valor de cos 1º sem usar tabelas. 
(Sugestão: 1º = т{180 radianos.) 
os resultados nos exercícios 25 a 27 para estimar o valor de sen31º sem utilizar 


as, (Sugestão: 31º = 30º + 1º = 7/6 + 17/180 radianos.) 


аи 
Iu B 

4 li 
7 g(x)- cse x 


24 


lim 


1 + cos r 
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2 Derivadas das Funções 
Trigonométricas 


r ‚зеп. ы 
Na Seção | mostramos que lim——— = 1 e lim 


1-0 10 
dois limites especiais nos permitem achar a derivada da função seno como no 
seguinte teorema. 


TEOREMA 1 A derivada da função seno 
A função seno é diferenciável em cada número real e à derivada da 
função seno é a função co-seno. Em símbolos 


d 
D,senx-cosx ou p? senx = cos x. 
x 


PROVA 


sen Ax)—senx xu 
Diseno jo EA Lo e ые sido patio seno. 
Axio Ax 


temos sen(x + Ax) = sen x cos Ax + sen Ax cos x; logo, 


Senx cos Ax +sen Ax cos x —sen x 


D,senx — lim 


Ax-0 Ах 
= fim senx(cos Ax — 1) t senAx cos x 

аг; Ах Ах 

š — cos Ax sen Ax 

= lim |(—senx)—— + (cos x) 

2x0 Ax 

. 1 =cos Ах senAx 

—(-senx)lim —— —— s x) li 

( x) Шш. A + (cos UR As 


—senx)(0) + (cos x)(1) = cos x. 


Generalizando, se u é qualquer função diferenciável de x, então pelo 
Teorema 1 e a regra de cadeia. 


D,senu = cos u Du. 


Utilizando o Teorema 1 junto com a identidade cos x = sen (7/2 — x) ea 
regra da cadeia, achamos agora a derivada da função co-seno. 


TEOREMA 2 A derivada da função co-seno 
A função co-seno é diferenciável em cada número real, e a derivada da 
função co-seno é a recíproca da função seno. Em símbolos, 


d 
D. cos х = —senx ou q, 99 х= —senx. 
ed 


PROVA 
D, cos x = D, sen(n/2 — х) = cos (n/2 — x)D,(n/2 — x) = (senx — i: 


= —senx 


CÁLCULO 


Novamente combinando o Teorema 2 com a regra da cadeia, teremos 
D, cos u = —senu D,u, 
sendo и uma função diferenciável de x. 
EXEMPLOS Ache a derivada indicada. 


D,sen (5x?) 


SoLução 
D,sen (5x?) = cos (5x?)D,(5x?) = [cos (5x?)](10x) = 10x cos (5x?) 
2 dyldx, onde y = cos ./4x2 + 3. 
SoLucáo 
22 -peni + 1 4x* 43 
ба 2 
ens AER = —áxsen./Ax te 
2/4? +3 Уа +3 


3 f(x), onde fix) = 2 sen? (2x* + 7). 


Sortucáo 


f(x) = D,[2sen?? (2x? + 7)] 
= D,2[sen(2x? + 7) 2 
= (23)[sen(2x2 + 7)|9/27 1 D, ѕеп(2х° + 7) 
= 3[sen(2x? + 7)]*P[cos (2x? + 7)]D,(2x? + 7) 
= 3sen!” (2x? + 7)[cos (2x? + 7)](4х) 
= 12xsen!/2 (2x? + Т) cos (2x? + 7). 
4 D,y,ondex cos y + y sen x = 5. 
SOLUÇÃO 
Por diferenciação implícita, 


cos y + XD, cos y + (D,y)senx + yD,senx = 0, 


cos y — xsenyD,y + (D,y)senx + y cos x = 0, 
Entào 
- cos y de y Cos x 


= xseny—senx' 


As derivadas das funções trigonométricas restantes são agora facil mezme 
obtidas utilizando as derivadas das funções seno e co-seno junto com ав 
regras de diferenciagào usuais. 


TEOREMA3 As derivadas de tan, cot, sec e cosec 
(1) D, tan x = sec? х, 
(ii) D, cot x = —esc? x, 
(ii) D, sec x = sec x tan x, e 


(iv) D, csc x = —esc x cot x 
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vale para todos os valores de x nos domínios das respec 


PROVA 
Provaremos (i) e (iii), deixando (ii) e (iv) como exercícios texerzicso ^ 


Senx cos xD,senx —sen xD, cos x 


As fórmulas de diferenciação estabelecidas nos Teoremas 1,2 e 3 podem 
ser reunidas com a regra da cadeia para obter o seguinte: 


i) Detanx= = 
8 5, “cos x cos? x 
cos x cos x —senx(—senx) cos? x — ѕеп x 
cos? x cos” x 
1 
x =— = sec? x. 
| cos? x 
| m 1 1 1 
(iii) D, sec x = D, = — — B, cos x= ——— (-senx) 
| Cos x cos? x сов? x 
| l senx 
| -——: — sec x tan x. 
| COS X COS x 
| 


(1) D,senu = cos uD,u, 

(2) D, cos u = —sen ири, 

(3) D, tan u = sec? uD,u, 

(4) D, cot u = —csc? ири, 

(5) D, secu = sec u tan uD,u,e 

(6) р, csc u = —cseu cot uD,u. 
onde и é uma função diferenciável de x. 


EXEMPLOS 1 Determine dy/dxse y — tan (5x? — 13). 


SOLUÇÃO 


> LN TN LEM = Teal feu y 2 
| gx M8 (5x B (5х° — 13) = [sec? (5? — 13)] - (15x?) 
= 15x? sec? (5x? — 13). 
2 Determine f'(t) se fít) = (3 + 2 cot 1). 
SoLucáo 
| (t) = 48 + 2 cot t D,(3 + 2 cot 1) 
| = 4(3 — 2 cot t)*(—2 csc? t) = —8 esc? t(3 + 2 cot t). 


| 3 Determine Dzy se y = x? sec%3 x. 


SOLUÇÃO 


Day = Эх? sec x + x3(Š sec?” xD, sec x) 
= Зд? sec? x + Ax? sec? x sec x tan x 
= x! sec? x (3 + $x tan x). 


CÁLCULO 


SoLução 
( sex y _ (x° + D)D.(ese x) — ese xD,GC + 1) 
+1) > (x? + 1 
_ = (x° + D) ese x cot x — (esc x)(2x) 
P (х2 + 1) 
(х2 + 1) cot x + 2x 


= —csc x 


+ ° 
5 Determine dyldx e d*y/dx* se y = tan? 3x. 


SoLUÇÃO 


dy/dx = 2 tan 3x sec? 3x 3 = 6 tan 3x sec? Зх; donde, 
{Ый vasos | ы (ues 
qd" sz tan 3x) sec? 3x + 6 tan 3x dx х) 


= 6(3 sec? 3x) sec? 3x + 6 tan ax? sec irs 
X 


18 sec* 3x + 12 tan 3x sec 3x(3 sec 3x tan 3x) 


18 sec* 3x + 36 sec? 3x tan? 3x. 


6 Sejag a função definida pela equação 


l a gen sex #0 
9) = х 

0 sex = 0), 
Determine g'(x). 
SOLUÇÃO 
Para x #0 


l a l 1 
Hs n iS. P ages PA 
(х) хвеп + x cos | 7 


l 1 
2xsen— — cos—. 
x x 


Por definição, 


00) = lim HO + Ax) — 40) im g(Ax) - 0 
№0 Ах Moro 3 
2 1 
= lim ER - _ lim (ax sen À ) 
м0 Ах woo m 


Como |sen (1/Ax)| < 1, temos 


0< 


1 
Axsen—|= |Ах| ` 
verc |дх| 


ex < |Ах|; 


donde, lim [Ax sen (1/Ax)] = 0. Segue-se que g (0) = 0. 
dad 


с 3x] 
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Conjunto de Problemas 2 


Nos exercícios de | a 36 diferencie cada função 


1 f(x) 3sen?x 
4 ой) = 3sen(5r +1) 
y(t) =sen* 3t 


P f(1)= (1 — 25еп3г}'/? 


зеп у 
B н) — 
1 + cos 5х 


36 (r) = tan Sr 
19 Еи) = cce FI 


E ии) - tan 


Tê 
= His)= sect 135 — tan? 13s 


_ eot 3r 


2 (0) 


2 у(х) = 8 cos (3x + 5) 


5 х) = sen x 


8 yix) = cos? Sx —sen? 5x 


н f(x) = [eos Sx 


senx — x cos x 
14 | сны 
glx) Tm 

17 g(t) = cot (3°) 


20 08) = cor? 


23 h(t) = sec? 7t — tan? т 


26 y(x)= (tan x + sec x)? 
2x 


idolum 


32 G(r) 23r? esc? 3r 


35 /(x)=sen(tan 5x?) 


Nos exercícios de 37 a 46, determine dy/dx e d'y/dx? 


F ;=Tcosllx 


A» = 2 csc2 7x 


x 
х+1 
“E Seja f a função definida por 


| fi) 


Determine f(x). 


38 у= —6sen(—2x + 5) 


4l у= 5tan* 4x 


44 у= /1 үзеп5х 


46 y-3sec— 
x 
sex #0 
sex = 0 


Seja f a função definida no exercício 47. Ache f(x). 


O lim sen x existe? Por que ou por que não? 
Seja f uma função tal que 10) = f'(0) = 0 e defina a função g pela equação 


1 
x)sen— рагах x O 
x 


"mu 
lo 


parax = 0. 


3 х) = 4зепеу 


a 


H(s)=s"sens* 


9 H(x)= cos (senx) 
4 — cos 3 
e ш 
x 
27 


15 Ot 


18 h() = sec Jr 
21 h(x)= T+ зес5х 


24 g[x) = ese? 15x — cot? 15% 
27 g(x) = x? tan 2x 


30 g(t) = tan 31 cot 3t 


36 g(x) = sec (esc? 7x) 


39 y= —4sec 5x 


42 у= x cot? 3x 


402 


Determine g'(0). 
Nos exercícios 51 a 56, use diferenciação implícita para determinar D y. 


51 у= ѕеп(2х + y) 


CÁLCULO 


52 x cos y = (x + у)? 53 tanxy+xy=2 


54 tan? x + tan? y=4 55 sen 


"x соѕ у= 1 56 sec (x + y) + esc (x + y) = 5 


Nos exercícios de 57 a 60, utilize o teorema fundamental do cálculo, a regra da 
cadeia e as fórmulas para derivadas de funções trigonométricas para determinar dy/dx. 


di 


t 


1 940 


58 y 


=х ш Ке ese Sx 


(1emy*d 0 у=| (Saw 
to 


M 1+ а 


61 Naformadiferenciald sen x = cosx dx. Escrevaas expressões para diferenciais das 
funções trigonométricas restantes. 
62 Use a identidade sen (x + A) — sen x = 2 sen (h/2) cos (x + h/2) para dar uma prova 
alternativa do Teorema 1. 
63 Mostre que y = sen x assim como y = cos x são soluções da equação diferencial 


d'yldx* + y = 0. 


64 Prove os itens (ii) e (iv) do Teorema 3. 


а 
65 Mostre que 


66 Mostre que 


" cos x I " 
= cos |x +— 
2 
d'senx 
dx" 
EXEMPLOS 1 


para qualquer inteiro positivo n. 


пл Meroe 
„ий (e + 5) pára qualquer inteiro positivo n. 


Aplicações das Derivadas das 
Funções Trigonométricas | 


As fórmulas de diferenciação estabelecidas na Seção 2 serão utili 
nesta seção para auxiliar o esboço de gráficos de funções, para resa 
problemas de máximo e то e para resolver problemas de taxa r< 
nada envolvendo funções trigonométricas. 


Seja fix) = sen? x + 2 cos x para —7 = x = т. Ache os pontos de таз 
minimo do gráfico de f, localize os intervalos nos quais o gráfico é сё 
para cima ou para baixo, determine os pontos de inflexão e esboce o 


SOLUCAO 
Neste caso, f(x) = 2senx cos x — 2sen x = 2senx (cosx — 1). Usando 
de que sen 2x = 2 sen x cosx podemos também escreverf'(x) = sen 2x — 24 
x; logo, 
f(x) = 2 cos 2x — 2 cos x = 2(cos 2x — cos x) = 2(2 cos? x-1- 
2(2 cos x + 1)(cos x — 1). 


(Como f é definida apenas em [т.т], as derivadas em — e em 
devem ser vistas como laterais.) 

Note que f'(x) = 0 quando cos x = —!/ze quando cos x = l: iste è 
=a S x= п), quando x = +27/3e quando x = 0. Como f” é continua. não 
mudar seu sinal algébrico nos intervalos [—, 27/3), (-27/3.0). 10.7 
(2т/3,т]. Calculando f" em (digamos) —т, —7/2, т/2 е m, respectiv 
vemos que f" > 0 no primeiro e no quarto intervalo, enquanto que ^ < 
segundo e no terceiro intervalo. Logo o gráfico de f é côncavo para < 


Avião 
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ta 


Fig. 1 


[-7,-211/3) e em (27/3,7], enquanto é côncavo para baixo em (-27/3.0) е 
em (0,27/3). Evidentemente os únicos pontos de inflexão são (—27 3. 
S-2n/3), e (2m/3, 21/3). 

Agora. f'(x) = 0 quando sen x = 0e novamente quando cos х = 1, isto e. 
quando x = +7 ou quando x = 0. Como esses são os únicos números críticos e 
сото —m) = fim) = —2 < 2 =(0), segue-se que f toma seu valor minimo 
absoluto em x = +v e seu valor máximo absoluto em x = 0. Note que ff ~x; = 
Six), então o gráfico de f é simétrico em relação ao eixo y (Fig. 1). 


Determine as dimensões do triângulo retângulo ABC com hipotenusa |АС = 
10 centímetros, se sua área é máxima. 


SoLUÇÃO c: 
Seja 0 o ángulo CAB (Fig. 2), de modo que sen 6 = |BC]/10 e cos 0 = АВЛО 
Se y denota a área do triângulo, então 


BC m senô cos 0 = SOsenó cos В. 


Portanto, 


d 

E. = 50 cos 0 cos 0 — 50 senf sen! = 50(cos? 0 — sen? 0). 
Quando Ө = 7/4, sen 0 os 8 e dyld0 = 0 e a área é máxima. então 

queremos |B| = 10cos (1/4) = SVZ centímetros e [BC] = 10 sen (7/4) = 5v 2 

centímetros. 


Um avião voa a uma altura de 9 quilômetros, em direção a um observador no 
solo, a uma velocidade de 800 km/h. Determine a taxa de mudança do ângulo 
de elevação do avião a partir do observador no instante em que este ângulo é 
7/3 radianos. 


SOLUCAO 

Chamemos o ángulo de elevação de 6 e seja x a distância horizontal entre o 
avião e o observador (Fig. 3). Então cot 0 = x/9 e dx/dt = —800 km h 
Diferenciando ambos os lados de cot 0 = x/9 em relação a t, obtemos 


dà ldx _ 800 
d 9d 9° 


No instante em que 0 = 7/3, temos esc 0 = 2/N/3, então 


к О dO 200 os por hor 
за = 9 ou di = п radianos por hora 


(aproximadamente 63,66% por minuto). 


CÁLCULO 


Fig. 4 


4 O virabrequim de um motor está girando a uma taxa constante de 25 revolu- 
ções/s. Suponha que o braço ОА tem 2 centímetros de comprimento e a hasie 
de conexão AP tem 8 centímetros de comprimento (Fig. 4). Com que tax 
está se movendo o pistão P? Qual é a taxa no instante em que 0 = 3z/4^ 


SoLução 

Cada revolução representa 27 radianos, então d6/dt = (2527) = 507 гайш- 
nos/s. Na Fig. 5, posicionamos um sistemã de coordenadas xy com origem 
em 0 e com P em (x,0). Para simplificação, seja a = |40| = 2e b = |AP| = & 
Queremos determinar dx/dr. Pela fórmula de tância, 


= |AP|* = (a cos 0 — x}? + (asend — 0)? 
= а? cos? 0 — (2а cos 0)x + x? + a?sen? 0 
2 Ө sen? 0) — Qa cos 0)x + x? 
= a2(1) — Qa cos Ux + x2. 


o] A=(aços0a 8) 


Fig. 5 


Portanto, x? — (2a cos Өх + (a! — b°) = 0. Utilizando a fórmula 
quadrática para achar x, temos 


+= acos 0 + Ju? cos? 0 а? — = 


2a cos 0 + J/4a? cos? 0 — 4а? — b?) 
5 


= a cos 0 + J/b? — a? (1 — cos? 0) = a cos 0  J/b3 — a sent 0. 


Como P está à direita de A, x > a cos 8: logo, temos que usar o sinal 
"mais" na solução acima. Portanto, x = a cos 8 + Vb? — a? sen? Ө. 
Diferenciando esta última equação, temos 


dx a! sent cos 0 | dy a cos 0 a 
= |-asenü— >= = —usenb || + —— —————— 
dt fh! — a sen? 0| dt b? — а? sen? t | ar 


FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS E SUAS INVERSAS 


Fazendo a = 2, b = 8, 0 = 3т/4 e 20/41 = 50m, obtemos 


Jt m 2(-25) | 
„= J| ^en н 


-50/An| 1— [si = — 182,25 centímetros por segundo. 


l" 


Conjunto de Problemas 3 


Nos exercícios de 1 a 8, determine os pontos de máximo e mínimo, localize os 
mtervalos em que o gráfico da função dada é côncavo para cima ou para baixo, 
determine os pontos de inflexão e esboce o gráfico para 0 = х = 27. 


1 /(x)=sen2x 2 g(x)= senx — cos x з f(x) - 4 + фооѕ 2х 
4 h(x)=sen2x + 2 cos x 5 g(x)=x + 2 cos (x/2) 6 (х) = x tanx 
To r(x)= sec x + cos x 8 h(x) = 10 cse x — 5 cot x 


9 Qual é a altura do triángulo isósceles com menor área que pode ser circunscrito em 
um círculo de raio 6 centímetros? 

16 Uma bola de suporte de aco de raio a unidades serve para cobrir um buraco com a 
forma de cone circular reto de maneira que a bola esteja descoberta mas inteira- 
mente dentro do cone. Determine as dimensões do cone de menor volume para o 
qual isto é possível. 

11. Determine as dimensões do triângulo retângulo ABC com hipotenusa AC] = c, uma 
constante dada, se sua área é máxima. 

12 A Fig. 6 mostra um primeiro círculo de raioa e parte de um segundo círculo de raior 
cujo centro está no primeiro círculo. Seja / o comprimento do arco do segundo 
círculo que está dentro do primeiro círculo. Mostre que! é máximo quando o ángu- 
lo 6 satisfaz a equação cot 0 = 0. (Neste caso a é uma constante, enquanto 8 er 
podem variar.) 

13 O virabrequim de um motor está girando a uma taxa constante de dg/dt radianos/s 
(Fig. 4). Suponha que o braço ОА tenhaa centímetros de comprimento e que a haste 
de conexão AP tenha b centímetros de comprimento. Quando 8 = п/б radianos, o 
pistão está se movendo аг cm/s. Determine d&/dt em termos de r, a € b. 

H Uma esfera de raio r mergulha Jentamente em um copo de forma cônica cheio de 
água, fazendo com que a água transborde. Cada segmento de reta ligando o vértice a 
um ponto da borda superior faz um ângulo de 6 radianos com o eixo central do copo. 
Se o copo cônico tem altura a, determine o valor de r para o qual a quantidade de 
água transbordada é máxima. 

15 O alcance de um projétil é dado pela fórmula R = (оу? sen 20)/g, onde v, é a 
velocidade com que o projétil sai da arma, g é a aceleração gravitacional e 9 é o 
ángulo de elevação. Determine o ángulo de elevação рага o qual o alcance é 
máximo. 


Círculo 
de raio a 


406 CÁLCULO 


16 Um pára-quedista está descendo a uma velocidade constante (mas desconhecida), 
de uma altura desconhecida, diretamente em direção ao centro de um alvo horizon- 
tal circular de raio desconhecido (Fig. 7). Ele leva um pequeno instrumento ótico 
que mede o ángulo Ө (em radianos) subtendido pelo alvo circular e calcula a 
quantidade T dada por T = sen 6/(d6/dt). Mostre que ele vai atingir o alvo em T 
segundos. 

17 Um canal de irrigação deve ter uma seção reta na forma de um trapézio isósceles, 
cuja base e lados tem cada um 5 metros de comprimento. Qual deveria ser a 
profundidade do canal a partir de cima se sua capacidade deve ser a maior possivel? 

Nos exercícios de 18 а 22, considere o triângulo ABC (Fig. 8). Considere que está 
decrescendo a uma taxa de 1/s radianos/s. Determine a taxa de variação indicada 
utilizando a informação dada. 

18 dyldt quando 8 = 7/3 dado que x é constante e igual a 12 centímetros 

19 4:{й quando 6 = т{4 dado que y é constante e igual a 104/2 centímetros. 

20 dxjdt quando y = 20 centímetros dado que z é constante e igual a 40 centímetros. 

21 dzldt quando y = x se x permanece sendo sempre 1,6 quilômetros. 

22 deldt quando x = | metro e z = 2 metros se x e y estão ambos variando e y está 
crescendo a uma taxa de 2/5 m/s. 

23 Uma escada de 3 metros de comprimento está apoiada em uma casa. A sua parte 
superior escorrega parede abaixo а uma taxa de 1,5 m/s. Com que velocidade a 
escada estará virando quando fizer um ángulo de 7/6 radianos com o solo? 

24 Um peso é levantado por uma corda que passa sobre uma polia e desce para um 
caminhão que está se movendo a 5 m/s. Se a polia está a 100 metros acima do nível 
do caminhão, qual a velocidade de subida do peso quando a corda da polia para o 
caminhão fizer um ángulo de 7/4 radianos com o solo? 

25 Em um triângulo isósceles, cujos lados iguais têm 3 centímetros de comprimento, o 
ângulo do vértice cresce а uma taxa de т/90 radianos/s. Qual a velocidade de 
crescimento da área do triángulo quando o ângulo do vértice é т/3 radianos”? 

26 Um homem está caminhando ao longo de uma calçada retilínea a uma taxa de 2 m/s. 
Um holofoteao nível do solo a 12 metros da calçada é mantido focalizado nele. Com 
que taxa o holofote estará girando quando o homem estiver a 7 metros de distância 
do ponto em que a calçada está mais próxima da luz? 

27 Um avião está voando horizontalmente a uma velocidade de 400 quilômetros por 
hora a uma altitude de 10.000 metros em direção a um observador no solo. Deter- 
mine a taxa de variação do ângulo de elevação do avião a partir do observador 
quando o ângulo é 2/4, 

28 Os ponteiros de um relógio de torre têm 4,5 e 6 metros de comprimento. Qual é à 
velocidade de aproximação da ponta dos ponteiros às quatro horas? 


Fig. 7 


Fig. 8 


4 Integração de Funções 


Trigonométricas 


As fórmulas obtidas na Seção 2 para derivadas de funções trigonométr- 
cas podem ser invertidas para obtermos as seguintes fórmulas para integras 


indefinidas. 


1 [sen u du = —cos u + C. 
2 j Cos u du = senu + C. 
3 [see u du = tan u + С. 
Y] cse? u du = —cot u + C. 


5 |secutanudu- secu + C. 


6 | cscucotudu= —cscu-- C. 
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Cada uma das fórmulas é facilmente verificada por diferenc 
direito. Os seguintes exemplos ilustram o uso destas fórmulas. ju 
substituições necessárias, para calcular integrais envolvendo funcõe 
nométricas. 


EXEMPLOS Calcule a integral dada. 


1 | sen 9x dx 
SoLUÇÃO 
Faça u = 9x, de modo que du = 9 dx e dx = Yo du. Então, 
f. É 1 Le 1 cos 9x 
|sen9x dx = [sena [5 du) = lsenu du= -g05u* С= – po 


SoLução 
Faça u = Vx, de modo que du = dx/(2V/3). ou 2 du = dx/Vx. Então. 


dx= | cos u(2 du) = 2 | cos u du = 2senu + C = 2sén /x +C. 


3 I sec 15x tan 15x dx 


SOLUÇÃO 
Faça u = 15x, de modo que du = 15 dx e dx = du/15. Então, 


du secu |, _ sec 15x 


sec 15x tan 15x dx = | sec u tan = £. 
| | “и TRES 


4 | cot 3x csc? 3x dx 


- SOLUÇÃO 
Faça u = cot 3x, de modo que du = —3 csc? 3x dx, ou csc? 3x dx = —Va du. 


Portanto, 
| cot 3x csc? 3x dx = - [uan 
Lu? cot? 3x 
Б are 
32 6 * 
& | esc 7х cot 7x dx 
3 (1 + esc 7x)* 
SoLução 
Faça u = | + esc 7x, de modo que du = —7 csc 7x cot 7x dx, ou ese 7x cot ^v шг 
= —!h du, Então, 
esc 7х cot 7x dx _ 4 1 € 
(I+esce? > Tt Mw 


CÁLCULO 


6 | x! cse? 5х? dx 


SOLUÇÃO 
Seja u = 5xº, de modo que du = 15x? dx, ou x? dx = Yis du. Portanto, 


| x? ese? 5x3 dx = | esc? s du) -5 | csc? u du 


"I 


1 1 3 
potero qs cot 9x + Ç 
49 
7| | sec? (4x — 1/9) dx 
E 


SoLução 
Faça u = 4x — 7/9, de modo que du = 4 dx. Então, и = 0 quando x = 7/36. € 
и = m/3 quando x = 7/9, de modo que 


n m du 
(^ Е 5) dx= 1, sec? е = 


 'anz/3 tanO y3 


4 4 4^ 


8 Determine a área da região entre o gráfico de y = senx e y = cosx no inten abr 
[0,7/4] (Fig. 1). 


Fig. 1 


SoLução 

A área é dada por 

ma 
(cos x — senx) dx 

“q 

a E 

- cosxdx —| senxdx 
“a “o 


atá pis 


lo lo 


п 
= |sen- —sen0 
4 


E: [007 + cos o| 


É q 
=| + [Bo a| = 8-1 s 041 unidades de área 
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Conjunto de Problemas 4 


Nos exercícios 1 a 16, calcule a integral. 


1 Qsenx + 3 cos x) dx 2 | (х +sen3x) dx 3 


4 (rsensk + 3 cos 7x) dx 5 [3cos (8x — I) dx 6 [5cos Bv- vid 
dx 1 dx A 
+ LS | sugestão: — = ese? 8 = 9 | sec! хай 
sen? Зх | 548621007 сет, с. | [гс ! 
9» ies Sx dx 11 | sec x(tan x + sec x) dx 12 | tan? 3x dx 
B (sec (2x + 1) tan (2x + 1) dx 14 | esc 10x cot 10x dx 
е. i x 
I5 | REG fans he 16 | esc 2х(сѕс 2x + cot 2x) dx 


Nosexercícios 17a 28, calcule a integral utilizando a substituição dada ou achando 
«ocê mesmo uma substituição apropriada. 


psen/x + 1 
| cos x cos (enx) dx; и =sen x 18 [00 Шуи = f 


Li 
/x +1 
sen x i 
19 | — — —s;dxiu— 2 cosx 20 | сох 2х /5 +sen2x dx; u + sen2x 
+ (2 + cos x) 
senx , 
зї | dx; u = cos xX 22 | dxi u =ѕеп2х 
cos? x 
as 
ec? x 
з 24 | cot 5x cse? Sx dx 


+ (3 + 2 tan х)? 


и | 2” x 
25 | sec? 3x tan 3x dx 26 | esc? 5 со dx 


27 | x° sec 10x* tan 10x* dx 28 Iset xe уух dk 


Nos exercicios 29 a 40, calcule a integral definida. 


ч „э 
29 | 2sen3xdx 30 | Q =+ cos 3x) dx з 
to ° 
РЕЯ ИР" n p 
3 sec? X dx 34 | sec S tan 2 dx 35 | eso = cot = dx P 
Ме: ir MC T n Da 
Po xt ¿LEA cos 2x 
37 | cos dx 38 Ec dk 39 x cos x dx 
z 
2 Igi Зет À 


Nos exercícios 41 a 44, determine a área da região limitada pelas curvas dadas. 
41 Um arco de y = 3 cos 2x e o eixo x. 
42 y=senxy=-Isenxx=m3ea 
43 y = tan x sec? x, o eixo x, x = m/6€ x 
44 y = tan? (mx/4), o eixo x e as retas x = 
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45 SejaR a região no primeiro quadrante limitada pela curva y = sec (1x/2), oeixox ea 
reta x = 02. Determine o volume do sólido gerado pela rotação de R em torno do 
eixo x. 


46 Calcule |”, senmx cos nx dx, onde m en são inteiros. utilizando a identidade sen a 
cos b = Ya sen (a + b) + Ma sen (a — b). 

47 (a) Calcule | sen x cos x dx utilizando a substituição ш = sen x. 
(b) Calcule ( sen x cos x dx utilizando а identidade sen x cos x = Ya sen 2x. 
(c) Mostre que as respostas dos itens (a) e (b) sào consistentes entre si, 


5 Funcoes Trigonométricas 
Inversas 


Lembre-se do Cap. 0. Seção 9, que o gráfico da inversaf”! de uma função 
f è obtido pela simetria do gráfico de fem relação à reta y = x (Fig. 11 
Entretanto, para que f tenha realmente uma função inversa, a simetria дә 
gráfico de f em relação à reta y = x nào pode passar sob si mesma. 


y 


- 


(ay (b) 
Fig. 2 


O gráfico da função seno forma um padrão repetitivo porque a função 
seno é periódica (Fig. 2a); logo, quando este gráfico é refletido sobre а reta 
= x, o gráfico resultante passa repetidamente sob si mesmo (Fig. 2b). Por- 
tanto, a função seno não é invertível. 

Note, entretanto, que a função seno é monotonamente crescente no s 
tervalo [—7/2,7/2] (Fig. За); logo, neste intervalo ela tem uma inversa ( 
ЗЬ). A função cujo gráfico aparece na Fig. 3b é denominada a “função inv erse. 


Fig. 3 
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do seno”"e é denotada por sen”!. A terminologia neste caso пас = 
correta, pois a função seno (definida em todo R) não tem inversa 
realmente não é a inversa da função seno, mas é a inversa dapor, 2 
seno cujo gráfico estáentre x = – п/2ех = 7/2, inclusive. Praticame 
utilizam esta terminologia e notação, apesar do fato de que ela poser se 
enganadora. Então, estabelecemos a seguinte defini 


DEFINIÇÃO 1 A função inversa do seno 
у = sen !x se e somente se х = sen y e —7/2 = 
O domínio de sen! é o intervalo fechado [— 1,1], ea imagem é o inten sic 
fechado [—7/2,7/2] (Fig. 4). Note que o gráfico de sen”! é simétrico e: 
relação à origem. Portanto, sen-' (=x)  —sen-':isto é, sen"! é uma fi 
їтраг. 


EXEMPLO Calcule sen”! Y2 e sen”! (—\/3/2). 


SOLUÇÃO 

Dizer que y = sen”! Ya é dizer que sen y = Yae — 7/2 = y = 1/2. Como sen 
(7/6) = Yae —m/2 = 7/6 = m/2, segue-se que т/6 = sen”! 1/2. Analogamente. 
зеп ! (=v?) = —ml3. 

Note que, embora sei signifique (sen x)? e sen"? x signifique (sen x)? -. 
sen 'x não significa (sen x) '. Para evitarmos qualquer confusão possivel 
entresen-!x de um lado e l/senx de outro, algumas pessoas preferem utilizar 
anotação "arc sen x” — significando ‘о arco (isto é o ângulo) cujo seno ех 
— ao invés de sen! x. 

As cinco funções trigonométricas restantes — seno, tangente. co- 
tangente, secante e co-secante — também são periódicas: logo, não são 
invertíveis no intervalo R. Entretanto, restringindo cada uma dessas funções 
a intervalos convenientes nos quais elas sejam monótonas, podemos definir 
as inversas correspondentes, assim como fizemos para a função seno. A Fig. 
Fe. 4 5 (abaixo) mostra os intervalos normalmente selecionados para este propo- 
sito. (Para que seja completa incluímos a funcáo seno na figura.) As defini- 
ções das seis funções trigonométricas inversas são as seguintes: 


DEFINIÇÃO 2 As funções trigonométricas 
(i) у = sen”! х se e somente sex = sen y e —7/2 y = п/2 
(1) y = cos-'x se e somente sex = cosy e Ü = y = z. 
(iii) у = tan ! x se e somente se x = tan y e —m/2 < y < m2. 
(iv) y = cot! x se e somente sex = cot y e Ü < y < T. 
š (V) у = sec ! x se e somente se x = sec y, у + =|2 ë 0 = y = m. 

(vi) y = esc”! x se e somente se x = esc y, é De —m/2 
No item (i) da Definição 2, repetimos a definição de sen ' para que fosse 

completa. Assim como sen”! x é por vezes escrito como arcsen x, também 

cos”! x é algumas vezes escrito comoarccosx, tan”! x é algumas vezes escrito 

comarctan x, e assim por diante. 


(ay 
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> 
у=со!х,0<х<т 
| 


Fig. 5 (Continuação) 


EXEMPLO 
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Os gráficos das seis funções trigonométricas inversas são obtidos pel 
simetria de cada uma dos gráficos na Fig. 5 na reta y = x. A Fig. 6 mostra ms 
gráficos resultantes e os seguintes fatos. 

(1) O domínio de sen" é [—1,1] e sua imagem é [—7/2,7/2]. | 

(2) O domínio de cos ! é [—1,1] e sua imagem é [0,7]. 

(3) O dominio de tan”! é Re sua imagem é (—7/2,7/2) 

(4) O domínio de cor"! é Re sua imagem é (0,7). 

(5) O dominio de sec”! é (—,—1] união [1,%) e sua imagem é [0 = 

união (/2,7]. 

(6) O domínio de esc”! é (—%,— 1] união [1,x) e sua imagem é [— 

união (0,7/2]. 


Determine cos”! Ya, tan? (3/3), cot"! 1, cot"! (V3), sec”! 2 e cs 
(24%). 


SOLUÇÃO É 
Dizer que y = cos `! 1/2 é dizer que 0 < у < me cos y = 1/2. Evidentemente. = 


m/3; logo cos”! 1/2 = 7/3. Analogamente, tan (у) = —11/3,cot! 1 = 
сог! (-У3) = 5л/6. sec”! 2 = m3 e esco! (-2V3/3) = —m/3. 

O seguinte teorema é útil quando trabalhamos com funções trigona 
tricas inversas. 


FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS E SUAS I! 


“з 
y n 
4 4 
т т 
EL L 
3 y = sen? ы 
2 
y=cos ir 
T xd lI 0 T > 
ч 0 
Ez 
2 
w [5] 


L у= ості 


(e) (0 


TEOREMA 1 Relacóes básicas entre as funcóes trigonométricas inversas 
(i) cost! 

(ü) cot ' 
1 


x 
(їй) ѕес x 
х 


x= (1/2) —sen х, — 1 < x < 1. 
= (z/2)— tan” ' x, para todo x em 
cos! (1/x). |x 


sen"! (1/х), |х| > 1 


(iv) esc”! 


Fig. 7 
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PROVA 

(i) Suponha que y = cos! x, de modo que 0 s y s тех = cosy. Como 
= y = п, lemos que > - > —m; logo, 7/2 > (7/2) -y = -m/2 
Lembre-se que cos y (7/2 — y). Portanto, х = sen (1/2 - y 
com —7/2 = (7/2) m logo (m/2) — y = sen 'x. Segue- se que 
(7/2) — cos! x = sen”! x, ou cos! x = (7/2) — sen”! x. Podemos 
provar (ii) com um argumento similar (exercício 39). 

(iii) Suponha que y = sec! x, de modo que 0 = y = ze sec y = x; isto ê 
1/cos y = x, ou cos y = 1/x. Como 0 = y = mecos y = 1/x, segue-se 
que y = cos”! (1/x): logo, sec”! x = cos! (1/x). Podemos provar (iv^ 
por um argumenty análogo (exercício 40). 

Como sen”! x representa um ângulo entre a2 e i2, inclusive, cujo 
seno é x, segue-se que, para e = х= |, sen (sen х) = x. Também, para 
1/2 = у= m/2,sen”' (sen y) = y. Analogamente,para — 1 = x= 1, cos(cos” 
X) = х, enquanto para 0 = y = z, cos ' (cos y) = y. Afirmativas similares 
podem ser feitas para tan^!, cot !, sec”! e csc^! (exercício 37). 

Mais cálculo com funções trigonométricas inversas são mostrados nos 
exemplos seguintes. 


Determine o valor exato de sen [tan”' (—1)]. 


SOLUÇÃO 
Temos que tan! (—1) = —7/4, então 


sen [tan^' (-1)]=sen i =- 


Prove geometricamente дие, рага —1 = x = 1, cos (sen ! x) = V] — Y 


SOLUÇÃO 

Primeiramente suponhamos que 0 = x = 1, de modo que 0 = sen! x < m2 
Seja 6 = sen"! x, e construamos o triângulo retângulo ABC com o ângulo CAB 
igual a 0 e com hipotenusa АС de comprimento | unidade (Fig. 7). Então. 


180]. 


Pelo teorema de Pitágoras, |AB|? + |BC|" = JAC}? = 1? = 1, de modo que 
temos |AB|? = 1 —|BCE = 1 —x*, ou [AB] = VT — x^. Portanto, 


cas (Ben о ыан 1— х^. 
Para —1 = x < 0, temos 0 < —x « 1; logo. 


cos (sen! x) = cos { — [sen (—x)]; 


= cos [se (=x) 2 /1— (=P? 2 /1—- x 


Portanto, em qualquer caso, cos (sen”! x) = V/1— х2, sendoque -1 =х= 1 
qualqi v1=, 


Simplifique a expressão cos (2 sen”! х), para -L = x = 1. 


SoLução 
Seja y = sen”! x. Pela fórmula do dobro do ángulo, 


cos (2sen ! x) = cos 2y = 2 cos? y — 1 = 2[cos (sen * x)? — 
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Utilizando a fórmula cos (sen! х) = УТ = x do exeo I 
portanto 


cos (2sem ! x) = Ay z]esp—x]-125!-21- 


4 Simplifique tan (tan! a + tan ! b), considerando que ab = 1 


SOLUCAO 
Pela fórmula de adição para tangente, 


ig tan (tan! a) + tan (tan^! b 4-5 
tan (tan! a + tan"! b) = ( 2) d — Же - 
— tan (tan ' a) tan (tan! ^) 1—. 
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Nos exercícios de 1 a 18, calcule cada expressào. 


D 

с 

£ 
1 


E 
E 
| 
l 
[єл 


10 tania 1 


1 co! (- 1) 


i2 co 


E 
Š 
\ 
«s 
> 


14 sec! /2 15 sec"! (-2) 16 свет! yA 
17 escrita 18 ese! (4/2) 


Nos exercícios de 19 a 28, calcule cada expressão. 


[9 coso id 20 senger? 2) 4i dd (cos) 


[3 


m 5 
23 sec (se^! 2) 24 sem! pen) 25 cos! 


27 tan [sec ! (— 5)J 28 cse [cot^! (-2)] 


29 Dado que y = sen”! "/s, determine o valor exato de cada uma das seguintes 
expressões: (a) cos y, (b) tan y, (c) cot y, (d) sec y, (c) csc y. 
30 Dado que y = tan" x, onde x = 0, determine o valor exato de cada uma das 
seguintes expressões: (a) sen y, (b) cos y, (c) col y, (d) sec у, (e) esc y. 
Nos exercícios de 31 a 36, simplifique cada expressão. 


31 sen sem! 


32 cos(2sen ! x) -1 Ex «I 


33 tan [2 sec"! (-3)] 34 sen сэс”! x) |x| >1 


sen Gen! + cos"! 4) 36 cos Gem x +sen'!y) -l<sv<l- < š 


37 Prove que 


(a) tan^! (tan y) = y para —7/2 < y < 7/2. (b) tan (tan. ! x) = x para todos valores << т 
(c) cot ^! (cot y) = y para 0 < y < т. (d) cot (cot `! x) = x para todos valor: 

(e) sec”! (sec y para y + z|2 e 0 = y < z. (Г) sec (sec! х) = xpara v > 

(g) ese! (esc у) = y paray + 0e -m/2=y = m2. (h) cse (eset x) = Npara х = 
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38 Prove que todas as soluçõesx da equação sen x = у, onde — 1 = у = 1, são dadas por 


x = 2mn +sen-! y ou x = (20+ 1)т —sen^! у, onde n — 0, 


Nos exercícios de 39 a 43, prove cada afirmativa. 


л 
39 iot ! x c tan! x 


r-cob'xx«Q 


bx 


44 Determine todas as soluções x da equação tan x = y em termos de tan”! 


45 Resolva рагах: tan"! 4 + tan ! 4 =sëén-! y 


46 Resolva para x: cot "A+ cot ! 41— cos ! 
* 


= ot^! Ex 
3x 


48 Utilize o gráfico de y = tan! x para decidir se D, (tan”! x)? é positiva ou negativa. 

49 Dé um argumento geométrico utilizando os gráficos de y = tan ! x e y = сох para 
responderà seguinte pergunta: sabemos que tan” ' x não significa I/tanx, mas existe 
algum valor particular de x para o qual valha a equação tan? x = I/tan x? 

50 O triângulo ABC tem um ángulo reto no vértice C e o lado AC tem a unidades de 
comprimento, onde a é uma constante. Seja D o ponto médio do lado CB e defina 9 
como sendo o ángulo BDA. Se |BC| = 2x, expresse @ em função de x. 

51 Um quadro de 0,6 metros de altura esta pendurado em uma parede de maneira que 
sua base esteja a 0,3 metros acima do nível do olho de um observador. Se o 
observador está em pé ax metros da parede, mostre que o ângulo # subtendido pelo 
quadro é dado por 6 = tan ' (0,9/x) — tan ' (0.3/5). 

52 Duas retas paralelas, cada uma a uma distância a do centro de um círculo de raio r, 
determinam a região hachurada R na Fig. 8. Escreva a fórmula para a área R. Fig. 8 


x. 


47 Resolva para x: 2 cot ! 


6 Diferenciação das Funções 
Trigonométricas Inversas 


Círculo 
de raior 


As derivadas das seis funções trigonométricas inversas são dadas pelas 


seguintes fórmulas, onde 4 é uma função diferencial de x. 
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EXEMPLOS 


Provas rigorosas destas fórmulas são dadas na Seção 6.1: entr: 
elas podem ser confirmadas informalmente por diferenciação implicita 
exemplo, para confirmar a fórmula para D, sen”! «, suponha que u e u 
função diferenciável dex e que — 1 < u < 1. Faça y = sen”'u, de modo que se^ 
y = u. Diferenciando implicitamente esta última equação em relação ат 
obtemos cos yD,y = D,u, ou Day = Dcos y. Utilizando o resultado do 
Exemplo 2 na Seção 5, temos 


соз y = cos (sem ! u) = 4/ 


logo, 


Diferencie a função dada. 


1 f(x) sen"! 2x 


SOLUÇÃO 
2 р.(2х) 2 
"(x) = D sen 1 2x Е e а, 
f Ji-Qxy 1-4? 
2 g(t) = cos! 1* 
SOLUÇÃO 


4 G(t) = cot! 2 


SOLUÇÃO 


5 f(x) = sec"! (5x — 7) 
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SoLucáo 
f'(x) = D, sec"! (5x — 7) 
u D.(5x — 7) 4 £ e 
[5х - 7| /(5x — 7) - 1 |5х— 7|,/25x? — 70x + 48^ 


h(t) = сѕст! 1? 
SOLUÇÃO 


— Dt) -3" -3 


(0) = Desc! = = = d 
Wen) PIEP- рр |V 


Cálculos mais profundos envolvendo derivada de funções trigonométri- 
cas inversas são ilustrados nos exemplos seguintes. 


Dado que tan”! х + tan”! y = 7/2, determine dy/dx. 


SoLUÇÃO 
Utilizaremos diferenciação implícita. Diferenciando ambos os lados d: 
equação dada em relação a x, vem que 


2 
1 dy/dx 0. mu dy _ 1+y 


To” BHP dx ЪЪ 


Sejaf(x) = «sen! x para —1 < x < 1. Determinef ef" e esboce ográfico def. 


SoLucáo 
Para -1 < x < | temos 


f'(x)esen x + xA/1—x* e 


f) = de 1 EE i 


Evidentemente, 

/(—х)= —xsem'! (-x) = - (-xsem ! x) = f(x); 
logo, f é uma função par. Também, /'(0) = 0 e/"(0) = 2 > 0, de modo que o 
gráfico de ftem um mínimo relativo em (0,0). Comof"(x) > драга -1 « x< 1. 
9 gráfico de f é cóncavo para cima (Fig. 1). 


Uma torre alta está no fim de uma estrada plana. Um motorista de caminhão 
se aproxima da torre a uma taxa de 50 km/h. A torre se eleva a 500 metros 
acima do nível dos olhos do motorista. Qual a velocidade de crescimento ác 
ângulo 6 subtendido pela torre no instante em que a distância x entre o moto- 
rista e a base da torre é 1200 metros (Fig. 2)? 


500 


gei 


Motorista x 


Fig. 2 
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TEOREMA 1 


TEOREMA 2 


SoLução 
Como tan 8 = 500/x, então 0 = tan”! (500/x). Portanto. 
im [Фф 
& dix Atl 500 dx 
dt 500? — 5002 1 — x2+500º dr 
1+ 22) la 


Uma vez que, dx/dt = —50 km/h = —(50 x 1000)/3600 m/s = —13.59 = s. 
logo, 


do (500 
de 12002 + 5002 


6.1 Provas das fórmulas de diferenciação para funções trigonométricas 
inversas 
As provas das fórmulas 1 a 6 na Seção 6 deste capítulo proporcionam 
uma boa ilustração do uso do Teorema da função inversa (Teorema 1. Seção 
5.1, Cap. 2). 


13,89 — 0,0041 radianos/segundo. 


As derivadas de sen”! e cos ' 
Se и é uma função de x tal que —1 < u < Те Di existe, então: 


(ii) D, cos” 


PROVA 
Sejaf a função definida por fix) = sen x para —7/2<x<rr/2, Entáof'(x) = 
cosx # Opara todos os valores dex no intervalo aberto (—7/2,7/2). Portanto. 


pelo teorema da função inversa, f é invertível, f"! é diferenciável e (f^ ')'(x) = 
ИЛ [f£ ()]. Masf^' = sen"! logo, D sen"! x = 1/cos(sen”'x). Utilizando a 
identidade cos (sen”! x) = V — x? (exemplo 2, Seção 5), obtemos D, sen ' x 


= 1/V1 — x°. Combinando esta última equação com a regra da cadeia. 
obtemos o item (i) do teorema. Para provar o item (ii). utilizamos o item (i) e 
calculamos da seguinte maneira: 


— Dau 
PT” 


v 


D.cos lu 


E —sen^! u) = -D,sen!u 


As derivadas de tan”! e cot^' 
Se u é uma função de x tal que Du existe, então 


T Du 
i) D,.tan^? u= : 
fj nianu l+ 
—D,u 
D. cot ` 1 
fi) x ETT. 
PROVA 


Seja f a função definida por fix) = tan x para —7/2 < x < 1/2. Então 
sec? x * O para todos os valores de x intervalo aberto (— 
Portanto, pelo teorema da função inversa, f é invertível. f е difer: 
(07 (x) = ЦРТ '(x)]. Mas,f! = tan logo. D, tan !x = sec 

identidade sec? t = | + tan? t, temos sec? (tan! x) = | — tan: (tar 
[tan (tan! x) = 1 + x*:logo. D, tan t x= 1/(1 + x^). Combina : 
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equacào com a regra da cadeia, obtemos o item (i) do teorema. Para provar o 
item (ii), utilizamos o item (i) e calculamos da seguinte maneira: 
—Dyu 


1 лара." 
1+? 


A л ë as 
D, cot !ue DS - un и) = -Ds tan u 


TEOREMA3 As derivadas de sec”! e esc”! 
Se u é uma função de x tal que |u| > 1 e Du existe, então 


D, 


(i) Рузе e= 


"NE 
-Duu 


(ü) p. сс"! u= = 
ау 


PROVA 

Provaremos apenas o item (i), deixando o itêm (ii) como um exercício (exer- 
cício 22). Lembre-se que sec? и = cos”? (1/4) item (iii) do Teorema 1, Seção 
5; logo, pelo item (ii) do Teorema 1, 


- pe ma 


Г 3 
h-() "m 
N u u 


1 
D, sec і u = D, cos! ($) = 
u 


Conjunto de Problemas 6 


Nos exercícios | a 21, diferencie cada função. 


1 f(x) =sen-'3x 2 g(x) = cos! 7x 3 hs) = tan! 2 

2 
а нх) = ot"! 7 5 G()-sec! P 6 у(х) = сс! х2 
7 fü)- cor^ (à 43) 8 Еб) = an"! | = | а дат. 

' Га 8 2x 

10 ft) пт (EE) m ha) = see! ( 

1-2r 
13 f(s) зеп еш ig 14 g(t) = t cos! 2t- ИГ 42 IS G(r) = sec! r+ сест 
16 F(x) =зес^! /x2 4 9 17 g(x) = x? cos! 3x 18 h(t) = ten ! t} - 3c 


ese I (x? + 1) 
21 90) === 
gx T 
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12 Prove o item (ii) do Teorema 3. 
Nos exercícios de 23 a 26, utilize diferenciação implícita para determinar Dy. 


23 vsen!, 


xy 24 cos”! xy «sen! (x + y) 


z 
2 oun 'x-cot^! z 26 sec! x + csc^ 
ms ds uncias 
rs — determine “>, 28 Se y= | (5 + i??? du, determine Da 
z" Jë SFr dx Ж: 


mostre que 


dx 


31 Esboce o gráfico de y = sen”! (cos х) + cos”! (sen x) no intervalo [0,27]. 

R Determine o ángulo agudo entre as tangentes às curvas y = tan"! x e y = cot? x no 
ponto de interseção. 

33 Um quadro de 2,13 metros de altura está pendurado em uma parede de maneira que 
sua borda inferior está a 2,74 metros acima do nível dos olhos de um observador. A 
que distância da parede deve ficar o observador de modo a maximizar o ângulo 
subtendido pelo quadro? 

34 Resolva o exercício 33 para o caso em que o quadro tem h unidades de altura e sua 
borda inferior está a unidades do nível dos olhos do observador. 

35 Uma escada de 15 metros de comprimento esta apoiada contra uma parede vertical 
de um edifício comercial. Um lavador de janelas puxa a extremidade da escada 
horizontalmente e para fora do edifício, de maneira que o topo da escada escorregue 
parede abaixo a uma taxa de 2 metros por minuto. Com que velocidade o ângulo 
entre a escada e o solo varia quando a parte debaixo da escada está a 6 metros da 
parede? 

36 Um míssil sobe verticalmente de um ponto do solo a 10 quilômetros de uma estação 
de radar. Se o míssil está subindo a uma taxa de 4000 m/min no instante em que está 

a 2000 metros de altura, determine a taxa de variação do ángulo de elevação do 

issil a partir da estação de radar neste instante. 

37 Um oficial de polícia em um carro de patrulha está se aproximando de um cruza- 
mento a 80 m/s. Quando ele está a 210 metros do cruzamento, um carro cruza com 
ele, passando em uma trajetória perpendicular à do carro de patrulha, a 60 m/s. Se o 
oficial focaliza seu holofote no outro carro, qual a velocidade de rotação do feixe de 
luz 2 segundos depois, considerando-se que ambos os veículos continuam com suas 
velocidades originais? 

38 Uma parede alta deve ser escorada por uma viga que tem que passar sobre uma 
parede mais baixa de b unidades de altura. Se a distância entre a parede baixa e a 
alta éa unidades, qual o comprimento da menor viga que pode serutilizado(Fig.3)? — Fig. 3 


7 Integrais que Produzem 
Funções Trigonométricas 
Inversas 


A integração das seis funções trigonométricas inversas envolve о uso de 
técnicas que ainda não foram introduzidas. Entretanto, podemos obter fo 
mulas de integração que produzem funções trigonométricas inversas s 
plesmente invertendo as fórmulas de diferenciação obtidas na Seção ^. Por 
exemplo, temos as seguintes três fórmulas: 


—sen !u + C,para|u| < 1 


tan! u + C, para u em R 
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*as uw —1 


As fórmulas 1 e 2 vêm diretamente das fórmulas de derivadas de sen"! u e 
tan-'u. Para estabelecer a fórmula 3, lembre-se que parau + 0, = k|2—: 
u u 


fau (B) 
LETT E. d 
ñu му lut 1 uyu? — 


logo, 


vale para |u| > 1. Segue-se que 


(2 q HG para|u| > 1. 


As Fórmulas 1, 2 e 3 podem ser facilmente generalizadas como no 
teorema seguinte. 


TEOREMA1 Integrais que produzem funções trigonométricas inversas 


= agen Бі C paraa 0 е |х| > |a 


PROVA 


Provaremos o item (i) e deixaremos as provas análogas de (ii) e (iii) como 
exercícios (37 e 38). Para provar (i), fazemos a substituição x = au, de mode 
que dx = a du, e utilizamos a Fórmula 1. Então, 


e 
=sen lu+C=sen! +C. 
a 


EXEMPLOS 1 Calcule 


SoLução 
Pelo item (i) do Teorema 1, 


2 Caleute |. 
= la 
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SoLução 
Faça u = 4x, logo и? = 16х° e dx= du/4. Então, 


зе! и+ C= iser dx- C 


‚535 dx 


3 Determine h 
|, 25 + x2 


SoLucáo 
Pelo item (ii) do Teorema 1 


Ў dx 
i 254 


iuncto 


pP tan! x 


4 Calcule 7 
to 1+x 


SOLUÇÃO 


Façau = tan-'x e observe que du = =, ‚и = Oquandox = ден 


quando x = 3. Portanto, 


d| з „з 
ийи = |— === 
B É k E 
5 Calcule 
SOLUÇÃO 
= De acordo com (iii) do Teorema 1. 
[s dx E |х | š 
| ¿sect 
ixyxi-9 13 31) lav2 
ENT em S 
= 3002 ¿see y2 


Conjunto de Problemas 7 


Nos exercícios de | a 20, calcule cada integral, 


"| 


m CÁLCULO 
dt dx r dy 

€ |- š 6 |— ?|— 

JA - 98 ass laxo 
ө { dx | dt 

& +9 “162 — 25 

Po 4dx м 2 24и 
1 [— TE а 

xx 16 о /8—u 

? dt dx А а $ du 
17 — 18 19 ES 20 — 

Nx [sas les / -1 "uma иаш? —1 


Nos exercícios de 21 a 30, calcule cada integral por substituição. (Em alguns 
casos, uma substituição apropriada está indicada.) 


A 2 
21 -ON EEA E, 
Josen x 1+ tan? t 
dx г cos (х/2) х 
DE LE a 5; dx, u — sen 
JR 26 неа ру en 
LE t 3⁄2 4 
2л | CUL gu=3cet 28 OS C dx 
xe 1+ 9 esc? t “vma 
ra dt 2 cot^! (x/2) 
Bla wE- x2 
dx t du 
31 Calcuk š 0. 2 ——— e 
we | por 32 Calcule [7,7 
senx 
33 Se 0 < x < m/2, calcule Í duj, e. 


“cosx 


34 Determine a área da região sob o gráfico de y = 3/(9 + x?) entre x = 0e x = уЗ. 
35 Determine o volume do sólido gerado quando a região limitada pelos gráficos de y = 
1/V1 + č, x = 1, x = бе y = 0 gira em torno do eixo x. 


36 Observe que т = |. б dx] VT — Z. Utilize a regra parabólica de Simpson's 


para n = 2 (quatro subintervalos) para estimar o valor desta integral definida e 
conseqúentemente para estimar 7. 

37 Prove o item (ii) do Teorema 1. 

38 Prove o item (iii) do Teorema 1. 


Conjunto de Problemas de Revisáo 


Nos exercícios de 1 a 4, calcule cada limite. 


, sen 13r Р х 
N е 2 lim E 
= Ф x-0Sen47x 
n 19u nx 
3 di 0и 4 im 2 
„-о Sen7u x40: | — cos x 


Nos exercícios de 5 a 28, diferencie cada função. 


5 fix) =ѕеп(х + x?) 6 g(t) ^ sent + 2 ѕепг? 


g. qx) = Ene) 


9 H(x)- cos (х + senx) 10 f(0) 


7 h(t) = sen(cos t) 


= tan? 0 tan 02 
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cot? x 


H. Flu) = cot? (tan 5и) 12 h(x)= 


(db sex 
15 G(t)= tan 17% 
18 flt)=sen! /3r 


M (х) = (x? + 7)cse? x 
E f(x) = cos? (x5 +3) 


3 f(x) = (sect xj? 21 у(х) = (co^! x?) 
qe = xi 
E si) = E D di tips 
t yx 
,sen-tu Semis |] 216 
љ ди)= | (17+ 2 dx 27 h(x) = | ed dt 
"а “4 1+ғ 


Nos exercícios de 29 a 32, determine dy/dx por diferenciação implícita. 


19 xcs!(x+y)-n=)? 30 ytan x2— xy* = 15 


N ixsen(x— у) + 107 = x2y 32 ytan^! x i 


x tan” 


Nos exercícios de 33 a 58, calcule cada integral. 


a : [sec (Lx)? 
3 | 3senóx dx 34 (ea) dx 
x | dx xí sec 3x tan 3x 
A 
` cos? (x/2) 1 (вес 3x + 87 
3 | cos (sec x) sec x tan x dx 40 | x sec2 5x? dx 
ej e аз p eed 
` (1 — senx)* "To tan x 
го a+bcosx | sen5x 
A aaa рил E 46 sese np É 
— — - dy RS 
` sen? x, /1— cot? x 19 -2x* 
» \ x cos x? dx ax sec u tan u du 
` 9 sen? x? * 16 — sec? u 
-tan^! (x/2 E 
рж 55 | xsenx? dx 
б 4+х to 
E & de s pO хах 
Ит da 94x* 


39 Determine os valores de x no intervalo (—27,27) para os quais o gráfico de fix) = 
cos x tem um ponto de inflexão. 

88 Se g for definido рог g(x) cos kx + b sen kx, mostre que g satisfaz à equação 
diferencial g'(x) + (х) = 0. 

él Um projétil atirado do pé de um plano inclinado de 30º atingirá o plano inclinado a 
uma distância horizontal x dada pela equação 


1 


us 


2 
x=" |sen20 — — (1 + cos 20) |, 
g 


35 


38 


41 


H(x)9 (ü - ee x° * 
F(u) = u? tan" - at 
4(8) = 8° ест: 


г sec? x 


` tan x 


dx 


csc? (senx) cos x dx 


* м5 + cot x 


pxsen t x 


do 


csc? 4x dx 


4 (7 + 3 cot 4x)* 


esc? х 


ix 


г senx dx 
| 4-4 cos? x 


reot ! y dy 


ET 


E 
senó cos 0 sec 0 cse é 
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onde v, é a velocidade na boca da arma, 0 é o ângulo de elevação do canhão, g é a 
aceleração da gravidade e a resistência do ar é desprezível (Fig. 1). Para que valor 
de 8 o projétil atingirá a maior distância no plano inclinado? 


Fig. 1 


62 Ѕеја їх) = cos 2x + 2cosx para —7 = x = т. Determine os pontos extremos do 
gráfico de f e esboce este gráfico. 

63 Para que ponto (х,у) na elipse х = 3 cos 0, y = 4 sen Ө, 0 = 8 = 2r a soma das 
coordenadas x + y será máxima? 

64 Uma haste fina (cujo peso pode ser ignorado) tem 40 centímetros de comprimento e 
passa através do centro de uma bolinha pesada que está fixada na haste a uma 
distância de 10 centímetros de uma extremidade. A haste é colocada em um buraco 
hemisférico de raio 40 centímetros e as extremidades levemente arredondadas da 
haste apóiam-se sem atrito nas paredes do hemisfério. Determine o ângulo que a 
haste faz com a horizontal quando ela finalmente permanece em equilíbrio. (No 
equilíbrio o centro de massa da haste e da bola está o mais baixo possível.) 

65 Um cone circular reto cujas geratrizes fazem um ângulo 6 com o seu eixo está 
inscrito em uma esfera de raio a. Para que valor de 8 a área lateral do cone será a 
maior? 

66 Uma calha deve ser feita a partir de uma longa folha de metal de 30 centímetros de 
largura, dobrando-se para cima em faixas de 10 centímetros de comprimento de 
cada lado, de modo que clas façam ângulos iguais 6 com a vertical (Fig. 2). Para que 
ángulo 9 a capacidade de transporte será máxima? 

67 Uma escada de 25 metros de comprimento está apoiada contra um edifício. A que 
distância do edifício deve ser colocado o pé da escada para que haja o maior espaço 
livre sob a escada em um ponto a 7 metros do edifício? 

68 De um ponto a !/z quilômetro de uma estrada retilínea, um holofote é mantido 
focalizado em um carro que viaja ao longo da estrada a uma velocidade constante de 
55 km/h. Com que velocidade estará o feixe de luz girando quando o carro estiver no 
ponto mais próximo da estrada? 

69 Um balão é lançado do solo a 1000 metros de um observador e sobe verticalmente a 
uma velocidade de 20 m/s. Com que velocidade o ângulo de elevação varia na 
posição do observador quando o balão estiver a 2000 metros do solo? 

70 Sejay = sen”! (a sent) + sen”! [a sen(2 — t)], onde a é uma constante. Determine o 
valor de г que minimiza y. 

71 Umtriángulo isósceles tem uma base de 10 metros. Seu vértice está se movendo em 
linha reta para baixo em direção à base a uma taxa de 2 m/s. Qual a velocidade de 


sede ângulo do vértice no instante em que o vértice estiver a 25 metros acima 
la base? 


72 Um tanque de nitrogénio líquido tem a forma de um cilindro horizontal com raio de 
2 metros e 10 metros de comprimento. O tanque tem uma saída que permite o 
escape do nitrogênio líquido vaporizado. No instante em que o tanque estiver pela 
metade, o nível de superfície do hidrogênio líquido estará descendo a uma taxa de 2 
em/h. Determine a taxa de evaporação, em metros cúbicos por hora, neste instante. 

73 O ângulo BAC de um triângulo retângulo é calculado a partir de medidas do lado 
oposto у = |HC] e do lado adjacente x = [AC]. (O ángulo АСВ é o ángulo reto.) 
Utilize diferenciais para aproximar a possibilidade de erro no vapor calculado do 
ângulo BAC sc as medidas de x e y estão sujeitas a um erro de no máximo 1%. 

74 Uma viga de 30 metros de comprimento deve ser carregada horizontalmente por 
uma esquina de dois corredores que se interceptam em ângulo reto. Um corredor 
tem 10 metros de largura. Qual a largura do outro corredor se não considerarmos a 
espessura da viga? 

75 Um triângulo isósceles cujos lados iguais têm, cada um, 6 centímetros tem o ángulo 
entre eles crescendo a uma taxa constante de 1º por minuto. Qual a velocidade de 
variação da área do triângulo? 

76 Uma massa m esta suspensa do teto por uma mola sem massa, perfeitamente clás- 
tica e com constante А (unidades de força por unidade de distância). Um eixo ver- 
tical de referência s é estabelecido com a origem no nível de equilíbrio da massa 
! Fig. 3). A massa é puxada para baixo até um nível s = — a, onde a > 0, e a seguir é 


т 

©. equação diferencial do movimento é LE. + És = 0. As condições ini- 
m 

Sas sãos = —a e dsídt = 0 quando t = 0. Determine a equação do movimento, 


mestre que o movimento é periódico e calcule a frequência de vibração da massa. 
“Sugestão: Veja o Exercício 60). 


Fig. 2 


FUNÇÕES LOGARÍTMICAS, 
EXPONENCIAIS E 
HIPERBÓLICAS 


As funções algébricas e trigonométricas, embora úteis, nào são suficien- 
tes para a aplicação da matemática à física, química, engenharia, economia e 
às ciências naturais. Logo, neste capítulo adicionamos as funções exponen- 
ciais. logarítmicas e hiperbólicas ao nosso repertório. 

Todas as funções que podem ser construídas a partir das funções algé- 
bricas, trigonométricas, exponenciais e logarítmicas por adição, subtração. 
multiplicação, divisão, composição e inversão são chamadas funções el 
mentares. Embora funções não-elementares por vezes tenham que ser utili- 
zadas em matemática aplicada, as funções elementares serão suficientes para 
nossos propósitos neste livro. 


A Função Logarítmica 
Natural 


Relembrando cursos preliminares de cálculo, sabemos que, se x = b”. 
então у é chamado o logaritmo dex паразе b, e escrevemos y = log,x- Um 
esboço do gráfico da função f(x) = log,x (Fig. 1) revela que f é contínua no 
intervalo (0,2). Além disso, o gráfico parece ter uma reta tangente em todo 
ponto. logo f é evidentemente diferenciável. 


Fig. 1 


Assumindo que a função f(x) = logy x é diferenciável, poderemos cal 
lar sua derivada da seguinte maneira: suponhamos que b > 0.b = lex 
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DEFINIÇÃO 1 


CÁLCULO 
Então 
A E 
EL iE TS = im Lotes [t + °) 


1 


A 
=? tim log, 1+%) 


X ax 


1 1 
lim u log, | 1 + a 
X Ax—0 u 


onde fizemos м = x/Ax. Quando Ax se aproxima de zero pela direita, н se 
aproxima de +=. Logo. 


Ш lim ulog, [1+ 


D MI 


M)= 


н у“ 
¿29 on (+) 


1 Ty" 
=- 1 i " 
7 og, lim (i) 


ua 


Se provisoriamente definirmos e = lim (1 + 1/u)", considerando que а 
u + 


limite existe, então f(x) = (1/x) log, e; isto é, D, logar = (1/x) log, e. 

A constante e dada por e = lim (1 + 1/9)" pode ser determinada com 

pe 

tantas casas decimais quantas forem necessárias por vários métodos — 
arredondada a 10 casas decimais, e = 2.7 182818285. O símbolo e é utilizado 
em homenagem ao matemático suíço Leonardo Euler (1707-1789), que foi um 
dos primeiros a reconhecer a importância deste número. 

A fórmula D, loge = (1/x) loge torna-se especialmente simples se 
escolhermos a base b como sendo a constante de Euler e, então loge = log 


r 

= 1, de maneira que D, logx = 1/x. Segue daí que] i dx= log + C рав 
x 

x 7 0; Logo. 


" 
| 1й = [log t] log, x — log, 1 = log, x — 0 = log, x. 


х 
1 


Infelizmente, a discussão acima sofre de um certo número de falnas 
lógicas devido ao fato de que, embora seja claro o que significa Р” quando + € 
um inteiro, ou mesmo um número racional, poderia haver algumas dus aas 
sobre o significado de b" quando y é um número náo-racional. Por exempão. 
о que 57** realmente representa? Esta dificuldade pode ser evitada se cs 


= 
meçarmos com а equação log, x = já 1/1 dt como definição de um logarn- 
' 


mo e então utilizar logaritmos para definir b". Isto é exatamente o que 
faremos; entretanto para evitar a possibilidade de lógica circular, usaremes a 
símbolo "In" em vez de "log," para a função assim definida. Essas conssae- 
rações nos conduz à seguinte definição. 


A função logarítmica natural 
A função logaritmica natural, denotada por In, é definida por 


ix] 
Inx-| 4 para x > 0. 
Ia 
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Evidentemente, o domínio da In é o intervalo (0.x) e. рагах > 1.Inx pode 
ser interpretado geometricamente como a área abaixo do grafico de» = 1r 
t> 0, entrer = l er = x (Fig. 2). Da definição 1. temos: 


jd 
Int=| Tisi 
at 


também, рага 0 < x < 1, Inx é a área abaixo do gráfico de y = 1/r. t > 0. entre 
t=xet = 1 (Fig. 3), porém com sinal negativo. 


Área = -Inx 
$еф<х<1 


= 


1 
Fe? Fig. 3 


<Usc0<x<I.Inx=0sex=1,elnx>0se 


Em resumo, temos que In x 
Ed 


1.1 A derivada do logaritmo natural 
Como In x = ih Ut dt para x > 0, segue do teorema fundamental 
1 
do cálculo que D, In x = 1/x. Em geral vale o seguinte teorema. 


TEOREMA 1 А derivada de Inu 
Se u é uma função diferenciável de x eu > 0, então 


1 
Ы D, In u = – Dyu. 
u 


PROVA 
Já sabemos pela definição de In e do teorema fundamental do cálculo que D, 
Inu = l/u. Logo pela regra da cadeia, Dy Inu = lu Dyu 


EXEMPLOS 1 Dado y = In (5x + 7), ache D, y 


SOLUÇÃO 
Aplicando o Teorema | com = 5х + 7, temos 


5 
Dye PA Os gc 
2 Ache D, In ——. 
x+3 
{ SOLUÇÃO 
. x Mt x jefes $ 1 3 
D:n = x ea) V x by +. х= 3 


3 


TEOREMA 2 


EXEMPLOS 


CÁLCULO 


Dado f(x)= 5x In ү/со$ x, ache f'(x). 


SOLUÇÃO 
Utilizando a regra de produto. temos 


1 


f'(x)=51n,/cos x + 5x === 
ps vfi соз x cos x 


—senx. 


zh In V /cos x — Stan x s 


Se In (xy) + 3x + y = 5, use a diferenciação implícita para achar dy/dx. 


SOLUÇÃO 
Aqui temos 
d “d(3x) d 
q nx) + o. q 
isto é, sb 4340 co. Então, 
1 14у dy dy 3+1⁄x_ _3xy+* 
g xac Edy Ж dx  1+1/y xy-r 
1.2 Integrais envolvendo logaritmos naturais 
Para u + 0, temos 
рди s h =. eR. 
2⁄4 dw 
Logo, pelo Teorema 1 
1 lou u u 1 
D. fu lu] SB. ul mm rpm 
aia ul = М nr er ETT 


Reescrevendo a última equação em termos de antidiferenciação. mae 
obtemos o seguinte Teorema. 


Integração de 1/u 


1 
Рага u #0, | с du= m |u| + C. 
lu 


Calcule a integral. 


Í 


polos 

amos a mudança de variávelu =x? + 7, de maneira que du = 2x dx ez ai 
= Ya du. 

Então, como x? + 7 > 0. o Teorema 2 dá 


x 
ER” 


1 
5 n || +C=> 


1 
In +I +C=>3 In (8 + - G 
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SoLUÇÃO 
Faça п = In x, logo du = dx/x, logo 
3 |tan x dx 
SOLUÇÃO 
f p senx 
Notando que | tan x dx = | ——— dx, faremos и = cos х, de maneira que 
! | cos x 
du = — sen x dx. 
Logo. 
ë йй. 
| tan xdx= -| — = —1п [u| + C = —In [eos x| + C. 
: du 
к=з de 
4 | — 
12g X+ 1 
SOLUÇÃO 
Fazendo =x + 1. temos que du = dx. Quando x = — 9,4 = — 8, e quando x 
= — 5. = – 4. Logo, 
fr dx mr a 
| =| fC-(mn|d) -mj|-4|-in|-8| 21n4— In 8. 
¿ax+l ¿gu -8 
xá 
š sen 2x 
5 | — s 
to 3+5cos2x 
" SoLução 


Façau = 3 + 5 cos 2x, de maneira que du = — 10 sen 2x dx, ou sen 2x dx = 
= Чо du. Quando x = 0, u = 8, e quando x = 7/4, u = 3. Logo, 
E 


sen2x «p — i du 1 du P 


3+5cos x ^ ^l, u 10), а 


1 
аш In [ul | 


1 1 
A - =— = In 3). 
10083 In 8) 10 (In 8 — In 3). 


Conjunto de Problemas 1 


os exercícios | a 22, diferencie cada uma das funções 
1 f(x) = In (4x? + 1) 2 (х) = In (cos x?) 3 f(x) =sen(In x) 
4 70) = tan^! (In t) 5 g(x) = x — In (sen 6x) 6 Н(х) = In (x = cos «i - тат 


От f(t) esent ln (2 +7) 8 G(x)= In (4x + x? + 5) 9 Fu) трт 
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10 f(x) = In (esc x — cot x) u тк) = x In 52 12 f(r) = In 1 58 
13 g(o) = In (2 /5 + D) 14 g(t) = In ( In P) 15 A(x) = In (cos? x) 
1, de 
EC 2 gal jis 

16 g(r) = r? esc (In 2) т 0) 6 hs 18 об) In 

In t | 
19 м) 20 нб) = m5 

In (tan? x In [cot (x/3 
d dij e : ) 22 1) = 19129 el 

x x 

Dos exercícios 23 a 26. ache dy/dx por diferenciação implícita 
a+ is 24 у=1п |sec x + tan x| — csc y 
25 y In (senx) — ху 26 In y — cos (x + y)=2 - 


nx 


27 Ache D, | cos 12 dt utilizando a regra da cadeia e o teorema fundamental do 
1 


28 Calcule dy/dx se y = Í 


cálculo. cosx 
In (tan t*) dt. 
1 


Dos exercícios 29 a 40 calcule cada integral utilizando as substituições adequadas (em 
alguns problemas a sugestão apropriada é apresentada) 


29 = ‚ч=7+5х Д2 31 (cot x dx, u =ѕепх 
DT *9- cos x y 
" — 5$ Э 
ia gs [09 0 ds 6. 
(x +2) In (x 4 2) D x MÁS (1 + Ух) 
p 4x do ‚ (In 5x)? М E 
as jm ж [00597 а, эт [$5 n3 
x* 47 ma ! 


ү sec? x + sec x tan х dx 


38 39 lli e 
sec x + tan x 2 x[1 + (In x)] 
Dos exercícios 41 a 46 calcule cada uma das integrais definidas 
1% dy po de (YS хх 
aj — 42 - alas 
ив X "eoi t 4 + 
ui pr dx as [cos (In x) dx dig (O n 
з afe de I) A x e 2—cox ` 


47 Uma partícula se move.ao longo do eixo s de maneira que sua velocidade em um 
tempo £ segundos é 1/1 + 1 m/s. Se a partícula está na origem em t = 0, ache a 
distância que ela percorre durante o intervalo de tempo de 1 = Qat = 3. 

48 лез comprimento do arco do gráfico de у = x*/4 — (Inx)/2 entre (1, 1/4) e 2,1 — 
(In 2/2) 
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2 


TEOREMA 1 


EXEMPLO 


TEOREMA 2 7 


Propriedades da Função 
Logarítmica Natural 


Como a função logarítmica natural é definida por Inx = fen parax 0. 
1 


nós poderemos utilizar as propriedades da integral para obtermos analibca- 
mente as propriedades do In. Por exemplo, nós já mostramos que In é uma 
função diferenciável em (0,0) сот D, Inx = 1/x, de onde segue que In é uma 
função contínua em (0,%) (Teorema 1, Seção 2.2, Cap. 2). O Teorema 
seguinte estabelece uma das mais importantes propriedades do In. 


O logaritmo natural de um produto 
Sea >0eb >0,então Inab = Ina + In b 


PROVA 
Usando o Teorema 10 na Seção 3 do Cap. 6, temos 


mao tof Erf tona E, 


(CB a t da 


Na última integral, faremos a substituicào 1 = au, de maneira que dt — a du. 
Teremos também que u = | quando t = a, eu = b quando t = ab. Logo. 


Segue entáo que In ab = In a + In b. 
Dado que In 2 — 0,6931 e In 3 — 1,0986, estime o valor de In 6. 


SOLUÇÃO 
Pelo Teorema I, teremos 


In 6 = In 2)3) = In 2 + In 3 = 0,6931 + 1,0986 = 1,7917. 
O logaritmo natural de um quociente 
Sea > 0 e b > 0, então In š = Ina — Inh. 
PROVA 


а = (alb)b. Logo, pelo Teorema 1 In a = In [(a/b)b] = In (ajb) + In b 
Resolvendo esta equação para In (afb), obteremos In (a/b) = Ina — In 5. 


EXEMPLOS 1 Dado que In 4 = 1,3863 e In 3 = 1,0986, estime o valor de In 3/4 


SoLUÇÃO 
Pelo Teorema 2, teremos 


In š = In 3 — In 4 = 10986 — 13863 = —02877. 


2 Mostre que se b > 0. então In (1/6) = — In b. 


SoLucáo 


ni=mni-mb=0-mb= —]n b. 


—— 


CÁLCULO 


Como log, x“ = k log, x, poderemos esperar que In x* = k In x. Entre- 
tanto, como já mencionamos, poderá haver dúvidas a respeito do significado 
дех“ quando k é um número irracional. Logo o Teorema seguinte estabelece 
a identidade desejada quando k é racional. 

TEOREMA 3 O logaritmo natural de uma poténcia racional 
Sex > 0 e k é um número racional, então In x* = k In x. 


PROVA 


D, Ins Mt É e Вел kb, ln ¿Jok 


x 
D,(In xt — k In x) = k/x — k/x = 0. 


Do Teorema | da Seção 2 do Cap. 5 vem que Inx* — k Inx =C, onde C e 
umaconstante. Fazendox = | naúltima equação obteremosC = In 1*— Кп 1 = 
In 1 -kin 1 = 0. Logo, In x* — k In x = 0, isto é, In x* = k In x. 


EXEMPLO Dado In 2 = 0,6931, estime o valor de In 2048 


SoLucAo 
Pelo Teorema 3, teremos que 


In 2048 = In 21! = (11) In 2 = (11)(0,6931) = 7,624. 


como D, Inx = 1/х > 0 parax > 0, concluímos que In é uma função crescente 
De fato, teremos o seguinte Teorema: 


TEOREMA 4 Monotonicidade do logaritmo natural 


Se 0 «a <b, entáo Ina < In b. Logo, sex > 0, y > 0, elnx —In: £ 
teremos x = y 


PROVA 

Já vimos que In é uma função crescente, logo 0 <a < b implica que Ina < In 
Suponhamos agora que x > 0, y > 0 e In x = In y. Então não poderemos ter 
x <y, poisx < y implicaria em que In x < In y, contradizendo In x = In» 

Analogamente, não poderemos ter y < x, pois y <x implicaria que In y < In x. 


novamente contradizendo In y = In x. A única possibilidade restante é então 
x=y. 


EXEMPLO Resolva a equação In (5 — 3x) + In (1 + x) = In 4 para x. 


SoLucAo 
Pelo Teorema |, poderemos reescrever a equação dada como 


In 4 = In (5 — 3х) + In (1 + x) = In [(5 — 3x)(1 + x)]. 


Usando o Teorema 4, veremos que a condição In 4 = In [(5 — 3x) (1 ~ г 
implica que 4 = (5 — 33) (1 + х), istoé, 4 = 5 + 2x — 3д°, оц Зх? - 2х - 1 -& 
унн esta última equação teremos que (3x + 1) (x — 1) = 0, logox = — 
13 oux = 1. 

Note que In (5 — Зх) e In (1 + x) estão definidos apenas quando 5 — 3x >48 
e 1 +x>0,logo teremos que verificar se estas inequações se realizam рага aw. 
soluções propostasx = — 1/3ex = 1. Sex = — 1/3, entào5 - 3x =6 > 0e | =a 
= 2/3 > 0; logo,x = — 1/3 é uma solução. Analogamente, sex = 1, então 5 — 
3 = 2 > Oe 1 + x -270:logo,x = 1 é também uma solução 


2.1 O gráfico da funcáo logaritmo natural m 
Para acharmos o valor de In x, é necessário calcular Í l/t dt. Logo. 
1 


exemplo, para achar In 2, nós teremos que calcular f 1/1 dt. Como no Cam, 
1 


6. Seção 5.3, usaremos а regra de Simpson da parábola para estimarmos: 
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valor desta última integral, e obteremos então a aproximação In 2 = 0.59: 
com um erro não excedendo 0,001. Logo poderemos estar certos de que In 7 
está entre 0,69325 — 0,001 e 0,69325 + 0,001; isto é, 0,69225 < In 2 = 0.69475 
Arredondando para duas casas decimais, obteremos In 2 = 11 5= Segue-se 
então que 


In 4 = In 2? = 2 In 2  2(0,69) = 1,38, 

In 8 = In 2? = 3 In 2 = 3(0,69) = 2,07, 

—In 2 = —0,69, 

Ini- —In4 & -138, 

In ¿= —In 8 = —2,07, e assim por diante 


Das considerações acima, aliadas ao fato de que In 1 = 0. poderemos 
organizar uma tabela rudimentar de valores aproximados da função logant- 
mica natural, que é útil no esboço do gráfico de y = In x (Tabela A). (Uma 
Tabela mais extensa e mais precisa de valores do logaritmo natural é dada na 
Tabela II do Apêndice.) A Tabela A também mostra os valores correspon- 


dentes dedy/dx = 1/x. Comodv/dx = l/x > 0.o gráfico de y = Inx está sempre 
" Ф d (1 1 
subindo quando x cresce, e como E = Fi = « 0, o gráfico é 


cóncavo para baixo. 


Tabela A 


Esta informação poderá agora ser usada para traçar o gráfico de y = In x 
(Fig. 1). Infelizmente, este gráfico nào torna claro se y = In x torna-se 
arbitrariamente grande quando x cresce ou se o gráfico tem uma assíntota 
horizontal. Note, entretanto, que In 4 = 1,38, logo In 4 > 1. Do Teorema 3 


Fig. 1 


TEOREMA 5 


EXEMPLOS 


CÁLCULO 


vem então que, para qualquer inteiro positivo n, In 4" In4 > (л) (1) = п. А 
desigualdade In 4" > л mostra que In x poderá ser feito tão grande quanto 
desejarmos tomando-se um x suficientemente grande. Por exemplo. para 
fazermos In x maior que 1000 basta tomarmos x maior que 4'"", Segue então 
que limInx = + 2, logo o gráfico de y = Inx cresce sem limites e logo nào tem 
assíntotas horizontal 

Como In (1/t) 


— Inf. temos que 


lim In x = lim ilz lim (—In t) = — lim Int = —oc 


x-0* n tm reta 


Logo. Inx pode ser feito menor do que qualquer número dado, simple: 
mente tomando x suficientemente próximo de 0. Essas observações poderão 
ser usadas para provar O seguinte teorema: 


Imagem do logaritmo natural 
A imagem do In é o conjunto de todos os números reais R. 


PROVA 
Teremos que provar que. dado qualquer nümero real y, existe um nümero 
real positivo x tal que y = Inx. ComolimInx = + =. existe um número real 


x= = x 
positivo b suficientemente grande para que In b > y. Como lim In x = — x. 
x20* 

existe um número real positivo a suficientemente pequeno para In a < x. 
Logo, como Ina < y < Ín b e In é uma função contínua, o teorema do valor 
intermediário (Seção 1.1 do Cap. 3) implica que existe um valor x entre a e b 
tal que Inx = 

Os exempl 
logaritmo natural. 


seguintes ilustram alguns dos usos das propriedades do 


1 Oaré comprimido isotermicamente de acordo com a equação PV = C, deum 
volume al Vo = 8 metros cúbicos para um volume final de V, = 1 metro 
cúbico. Se a pressão inicial era Р, = 15 N/m?, qual foi o trabalho realizado? 


SoLução 
Aqui teremos C = Po V, = (15) (8) = 120. O trabalho realizado durante а 
compressão isotérmica é dado por 


8 
| Paw | 


SC „8 | 8 
=d4V=C| —dV=CIn|V 
a. P 

= C(In 8 — In 1) = C In 8 = 120 In 8 joules-metro 


Da Tabela A-3 do Apéndice, In 8 = 2.07: logo. 


W < (120)(2,07) = 248 joules-metro 


2 Esboce o gráfico da equação у = In |x| 


=x 


=Inlxl 


Fig. 2 
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SoLução 

Como In |х| = In |— x, o gráfico pedido é simétrico em re! 
valores positivos de x, o gráfico coincide com o grafico de + 
gráfico de y = In |х| consiste do gráfico de y = In x junto com 
gráfico em relação do eixo y (Fig. 2). 


3 Ache o volume do sólido gerado pela revolução da região limitada De os 
gráficos de y = x^ = l.x = 4 ey = бет torno do eixo x 


SoLucAo 
Utilizando-se o método dos discos circulares, teremos 


= па |4| — In |1]] = 


1 


141 4 
үа л | EL ixi 
1 


Da Tabela A, In 4 = 1,38: logo V = (3,14) (1,38) = 4,33 unidades cúbicas 


Conjunto de Problemas 2 


Nos exercícios de 1 a 6, considere apenas as informações seguintes e use as 
propriedades do logaritmo natural para estimarmos cada quantidade: In 2 = 0,6931, 
im 3 = 1,0986, In 5 = 1,6094. 


1 nto 2 In 06667 3 In 100 
4 In 66,67 5 In25 6 In25 
Nos exercicios 7 a 10, resolva cada equaçào para x. 
7 in(x—1)+In(x—2)= In 6 8 In(2 — 4) + In (x— 2) = In3 
9 20 (х2) = ах 10 In (6 x х2) – In (х +3) = 1n (2 — x) 


Nos exercícios 11 a 17, esboce o gráfico de cada função. Indique o dominio e a 
magem das funções. Indique também os pontos extremos e de inflexão dos gráficos e 
qualquer assíntota horizontal ou vertical que porventura exista. 


п gx) - In — x) 12 h(x 


—In (-x) 13 F(x)= № |x 4 1| 4 G= m? 


15 H(x)= хх 16 у(х) = ex 17 Lx) 2x -Inx 


18 Esboce o gráfico da equação x = In y para 
achar a inclinação do gráfico no ponto (In 

19 Acheasequações das retas tangentes e normalà curvay =x*Inx no ponto(2,4 In 2). 

20 Ache o trabalho executado durante uma compressão isotérmica de uma amostra de 
gás, de uma pressão inicial P, e um volume inicial V, até uma pressão final P,. 

21 A velocidade do sinal em um cabo telegráfico submarino é proporcional a x? In 
(Ux), onde x é a razão entre os raios do núcleo e da cobertura do cabo. Para que 
valor desta razão a velocidade será máxima? 

22 Um produto é vendido por Cr$ 25,00 por unidade, O custo de produção C para x 
unidades é expresso pela equação С = 250 + x (6 + 2 In x). Ache o número de 
unidades produzidas que leva ao maior lucro, considerando que todas as unidades 
produzidas são vendidas. 


y > 0, use diferenciação implícita para 


1 = Es 


23 Considerando a > 0 e > 0, ache D, /^ ç simplifique sua 


resposta. 
24 Uma partícula está se movendo ao longo de uma linha reta de acordo com a equação 


8 
de movimento s= In 2—5. Ache a velocidade ds/dr c a aceleração d'sldr*. 
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Nos exercícios 25 a 28, ache a área da região sob cada curva. 


1 4 
25 y= entre х= —7 e х= -—$5 26 y=—— entre x=2 e x=3 
x =i 


1 
- x- : 28 y- .—— - x23 
ES entre x=3 e x 8 y X-1 entre x —2 e x 


Nos exercícios 294 31, ache o volume dos sólidos gerados pela rotação das regiões 
limitadas pelas curvas dadas, em torno do eixo x. 


29 (Dex =x, x=1,x=4,y=0 30 (x 6)! = x, x 27, x = 10, 


31 (82x)! = x+ Lxolx-4 y-0 


32 Sabendo-se que In 10 = 2,3025851, use diferenciais para estimarmos o valor de In 
10,007. 


3 A Função Exponencial 


Como D, Inx = 1/x parax > 0, veremos que a função logarítmica natural 
tem uma derivada não-nula no intervalo aberto (0.2). Logo. de acordo com o 
teorema da função inversa (Teorema 1, Seção 5.1, Cap. 2). In é uma função 
inversível em (0,»). Mais tarde provaremos que In x é exatamente o mesmo 
que log,x, de onde se conclui que a inversa de In é a função f(x) = e 
Antecipando-nos a esse resultado, iremos nos referir à inversa do In como a 
função exponencial. Logo, estabeleceremos a seguinte definição. 


DEFINIÇÃO 1 A função exponencial 
A inversa da função logaritmica natural é chamada função exponencia 
Denotaremos a função exponencial por exp. 
Logo, por definição. у = exp x é equivalente ax = In v, Por exemplo: Da 
Tabela 11 do Apêndice, 1,1378 = In 3,12; logo, exp 1.1378 = 3,12. Analoga- 
mente, exp 0,9163 = 2,5, pois 0,9163 = In 2,5. Logo, (aproximadamente: 
valores de exp x poderão ser achados simplesmente lendo a tabela de valores 
do logaritmo natural “ao contrário”. Por conveniência a Tabela HI dc 
Apéndice dá (aproximadamente) valores da função exponencial diretamente 
Por exemplo: desta última tabela, exp 1.6 = 4,9530 € exp 2,9 = 18,174. 
Como o domínio de Іп é (0,»), segue que a imagem de exp é (0.5). De 
mesma maneira, como a imagem de In é o conjunto R de todos os números 
ais, R também é o domínio He exp. Como exp é a inversa de In. o gráfico de 
exp é obtido refletindo-se o gráfico de In em relação à reta y = x (Fig. 11 


v=expx 


Fig. 1 
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Do gráfico de y = exp х, notaremos que expx > г 
dex em R. Teremos também que, 


O<expx<l  sex<0, 
ехрх=1 sex=0, е 
expx>1 sex > 0. 
O fato de que exp 0 = 1 (que, mais tarde, veremos que corresponde эг 


fato de que e" = 1) é utilizado livremente no que se segue. A Fig. 1 ts 
mostra que 


lim expx-0 е lim exp x = +0. 


Рел хожа 


3.1 Propriedades da função exponencial 
Como conseqüéncia de exp ser a inversa de In. teremos 


Lexp (In x) = x para x > 0. 
2 In (exp x) = x para todos os valores de x. 


elações 1 e2 poderão ser usadas para estabelecer várias das propriedades 
básicas da função exponencial. Por exemplo. teremos o seguinte teorema. 


TEOREMA 1 Propriedades básicas da função exponencial 


Sex ex são dois números reais quaisquer ek é um número racional 


(i) exp (x + y) = (exp x)(exp y). 
(ii) exp (kx) = (exp x}. 


(ii) exp (x — у) = ——- 
PROVA 
(i) Seja А = exp x, de maneira que x = In A, e seja B = exp v. de 


maneira que y = In B. Pelo Teorema I da Seção 2, ln A + 1п B =In 
(AB): logo, x + y = In (AB), segue-se então que 


exp (x + у) = exp [In (4B)] = AB = (exp x (exp y). 


(ii) Façamos novamente 4 = exp x, de modo que x = In A. Pelo 
Teorema 3 da Seção 2, kx = K In A = In А“; logo, 


exp (kx) = exp (In 48) = А* = (exp x}. 


(iii) A prova da parte (iii) é deixada como exercício (exercício 611 


Substituiremos agora nossa definição provisória de e por uma definic= 
formal baseada nas definições oficiais de In e exp. A maneira pela qual 
deveria ser feito vem do resultado antecipado de que expx = с“. Fazendo 
1, deveriamos ter exp 1 = e. Isto nos leva à seguinte definição form 
constante e: 


DEFINIÇÃO 2 А constante е 
Por definição, e = exp l: isto é, é é o número real positivo рага o === 7 
e l 
Da Tabela II do Apéndice. o número e que posssul lege 
tural | é dado aproximadamente por e = 2.72. Utilizando-se ~ 
i os, poderemos mostrar que e é um numero ы. 
18284590 523536 ...Graficamente. e e determinas 


TEOREMA 2 


DEFINIÇÃO 3 


EXEMPLO 


CÁLCULO 


Área = | unidade de área 


Fig. 2 0 DU S # 


ção de que a área li lix dx entre x = Тех = e sob o gráfico de y = lir 
, 


seja exatamente uma unidade quadrada (Fig. 2). 


Combinando a definição de e com a parte (ii) do Teorema 1. obteremos o 
seguinte resultado. - 


А exponencial de um número racional 
Se k é um número racional, então exp k 


PROVA 
Façamosx = I na parte (ii) do Teorema 1 para obtermos exp k = (exp Ii 
Pela definição 2, exp | = e; logo exp k = e^, como desejado. 

Pelo Teorema 2. е“ = exp x vale para todos os números racionais x, logo 
é razoável perguntar sc isso também vale quando x é irracional. Entretanto. 
como nós já dissemos, se x é irracional, talvez não seja claro o que significa 
€*. Para que isso fique claro de uma vez por todas. definiremos simplesmente 
€* como sendo exp x quando x é irracional. 


Definição de e^ para valores irracionais de x 
Se x é um número irracional, definiremos e" da seguinte maneira 


ef =expx 


Pelo Teorema 2 e Definição 3. e” = exp x vale para todos os números 
reaisx, independentemente se forem racionais ou irracionais. Logo, lne” = 12 
(expx) =x; isto é, e" é o número cujo logaritmo natural é x. Analogamente. 
€ = exp (In x) = x vale para x > 0. Em resumo teremos: 


ly = 
Pelé 


ет se e somente sex = In y 
x рагах > 0 
3 Ine” =x para todos os valores de x 
4e?" = ет e" para todos os valores de x e y 
Se"? (es)! para todos os valores dex e todos os números racionais 4 
Ger" = effe" para todos os valores dex e v 


claro que as propriedades 4. 5 e 6 sào apenas as partes (i). (ii), e tii 
respectivamente, do Teorema 1. reescrito utilizando a Definigào 3. 


Simplifique cada uma das seguintes expressões: 


(а) ena (b) e72+21m3 (e) In e? 


SoLugAo 
(a) e"*— a. E 
(b) To RMS (PY 1g 22) = (e2)-1(32) = оу, 
c) In e°* = 5x. 
“ос 


(4) = Tc, X3 para SER 
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3.2 Diferenciação da função exponencial 
Daqui por diante. poderemos usar tanto a notação e^ ou a motação ewp z 
paraa inversa de In no ponto x. O Teorema da Função Inversa pode agorz ser 


utilizado para obtermos a derivada D , ez. O resultado — que é notavei — € 
dado pelo seguinte teorema: 


TEOREMA 3 А derivada da função exponencial 

A função exponencial é a sua própria derivada, isto é, D, e* = e* 

A prova formal do Teorema 3 pode ser obtida usando o Teorema da 
função inversa (Teorema 1. Seção 5.1, Cap. 2). Porém a seguinte prova 
informal é provavelmente mais clara: ѕејау =”, logox = Inv. Diferenciando 
em ambos os lados esta última equação, em relação a x, obteremos | = (у) 
D, y. isto é, D; y = y, ou D, e” =e". 

Combinando о resultado « do Teorema 3 com a regra da cadeia, veremos 
que. se u é uma função diferenciável de x, então 


Dye! = e"Dyu. 
EXEMPLOS 1 Sey = e?” * ", ache D,y 
SOLUCAO 
Day = De = e D? + х) e e Qx + 1), 
2 Determine f(x) se f(x) = e" 
SoLucáo 


f'(x) = e°%*D, cos x = e***(—senx) = —senx e 


3 Sexe" = tan ! x. use diferenciação implícita para obter dy/dx 


SoLução 
d d dy 1 
P agg ga e p 
dx (хе) = dx n x, daí @ + xe ds a xA 
Resolvendo para dy/dx, obteremos 
> dy o 1 e. i E 
dx (ї+хх' xe (I+ x2)tan a 


4 A função densidade da probabilidade normal f é definida na teoria das 
probabilidades pela equação 


onde q é и são constantes denominadas desvio padrão e média, respectiv a- 
mente. e g > 0. Para que valor de x, f(x) é máxima, e qual é o valor máximo de 
ES 


SoLução 


32 


TEOREMA 4 


EXEMPLOS 1 


CÁLCULO 


Comoexp [ — (x — 4)*/2a*] não pode ser zero (lembre-se de que expx >U 
vale para todos os valores de x). f'(x) = 0 quando — (x — д)/о? = 0, isto é. 
quando x = д. Como f" (x) > О para x < g ef’ (x) < 0 para x > p (por quê?). 
segue que f tem um valor máximo quando x = д. Este valor máximo é dado 


3.3 Integracáo de e" 
O Teorema 3 pode agora ser utilizado para se obterem as seguintes 
fórmulas importantes de integrai 


Integração de e” 


e du = e" + C. 


PROVA 
Pelo Teorema 3, Юе” = e”; isto é. e" é a antiderivada de e". 


Calcule fes dx 


SoLução 
Faça и = 4x, então du = 4dx e dx = 1/4 du. Logo. pelo Teorema 4 


[e*ax- | edu) =4 | edu =4e* + c- 3e +c. 


Calcule Je e™ dx. 


SoLução 
Faça u 


*, então du = 3 х? dt, ou x* dx = 1/3 du. Logo. 


[er dx =4 | e dude + C = le? + C. 


€ dx 


Determine Í 


/ x^ 
m 


SoLucAo 
Fazendo и = e*. e notando que du = e" dx e que е?” = (07) = 


. temos 


=sen lu + C sen! e* + C. 


Determine o volume V do sólido gerado pela rotaçào da região limitada pelzs 
curvas e^, x = 0. х —2ey = 0, em torno do eixo x. 


SoLucàáo 


2 
Pelo método dos discos circulares V = Í T(e Uy dx = m Í E“ 
o » 


dx. Fazendo и = — 8x, teremos du = — 8dx e dx = — 1/8 du, Quandox = € 
u = 0. e quando x = 2,4 = — 16. Logo, 
16 1 -16 |-16 
y- e[- du) - -t f edu -Te 
8 Tm R ly 
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Сото e > 2, e^ < 7, então 


1 1 


e 152 (61): < (2-1)16 2-16 = 


6 


Logo, e ! é muito pequeno, então V = 7/8 = 0.39 unidades cubicas 


Conjunto de Problemas 3 


1 Simplifique cada expressão 


(a) ens (b) est? (c) esttm? (d) net 

(e) In e^ (1) еи (g) Ines (h) e^-« 

H Le. A Inx- 3 In y 

Wa G) e 
2 Resolva as seguintes equações para x: 

(a) 2e*+1=e"* (b) e* + 20е7* = 21 

Nos exercícios 3 a 24, ache a derivada de cada fungáo 
3 f()= e^ 4 glt) = (y 5 g(x) e^? 
6 f(u) = exp (sen u) 7 f(x) = cos (exp x) 8 g(x) = е" cos 2x 
9 f()- e" sent 10 g(r) = tan”! (exp r) п h(x)= esos 
12 F(x) = exp /4 — х? 13 f()- e" 14 g(x)= e? cot 4x 
15 h(x) = sec”! (e?") 16 f(x) = e* In x 17 G()- (1- ey 

2t xt 
- 19 == == = M 
в 0) 57 n= >) 20 70) =. 
Pf саа 
21 у(х) = (8х2 — 3х + 1)e7* 22 H()=Í /1l+Ë d 
a 

23 0(6) = 6º ѕеп(е") 24 у(х) =e"*(3 cos x +sen2x) 

Nos exercícios 25 a 28, use diferenciação implícita para determinar dy/dx 
25 ye 8) -xy! 27 26 е —sen(x + y) = 2 
27 xseny =e" 28 e *Iiny+e Inx=4 


29 Mostre que y = e-** satisfaz a equação diferencial у” + die - 3 =0, 
30 Mostre que y = Sx e7** satisfaz a equação diferencial x +8 e + 16y - 0. 

Nos exercícios 31 a 48, determine o valor de cada integral. Me isis casos a 
substituição necessária é sugerida.) 


з [еа 


er dx 33 [edu 5-2 
м [ете ах 35 [xe dx, u = Sx? 36 [ег соѕ x dx 


э |£. =e 38 | ax 3 | 
140% ШЕ: : 


CÁLCULO 
Ѕе- 3х Р " 
po 41 [ette x dx, u = cot x 42 [ett secx tan x dx 
4 К a 
43 | ехах 44 | ed 45 | 2x'(e? + 1)dx 
to to to 
„2 nri 1 Ax 
46 | (Le dx ат | en% cos2x dx am] SEE ar 
"t “0 ж qe 


Nos exercícios 49 a 51, esboce o gráfico de cada função e indique os intervalos 
onde a função é crescente, decrescente, cóncava para cima e cóncava para baixo. 


Indique também a localização de todos os pontos extremos, pontos de inflexão e 
assíntotas. 


49 f()-2e* 50 f(x)=e" 51 f(x)=xe"* 
52 Ache o valor mínimo def se f(x) = 3e** + 5e7 5%, 
53 O potencial total de audiência para uma campanha publicitaria a de 10.000. O 


retorno médio por resposta é Cr$ 3,00 e o custo da campanha é Cr$ 300.00 por dia, 
mais um custo fixo de Cr$ 500,00. Para maximizar o lucro. ache o número de dias 
que a campanha deva continuar se o número de respostas у é dado em relação ao 
número de dias da campanha £ por 1 — e *?(10.000). 

54 Sejafix) =e” — 1 —x. Mostre que f(x) > 0зех = De que tv) = Üsex = 0. Use este 
{айо para provar que e” > | + x e que e * > | — x. 

55 Se o valor de uma certa propriedade em um tempo de t anos é dado pela equação V 

= Cr$ 20.000 — Cr$ 10.000e `°', determine a taxa de mudança de V em relação à t 

quando t = 5 anos. 

Se a interseção com x da tangente à curva y = e~" em um ponto variável (por qué?) 

está crescendo a uma taxa de 5 unidades por segundo, encontre a taxa na qual a 

interseáo com y está mudando, quando a interseção com x é 10 unidades. 

A pressão atmosférica em uma altitude de ñ metros acima do nível do mar é dada 

por P = 15.79%! N/m?, Um jato está subindo 10,000 metros a uma taxa de 1000 

m/min. Ache a taxa de mudança da pressão externa do ar medida por um barómetro 

no interior do avião. 

58 Determine a área sob a curva y = e^t — x entre x = lex = 5. 

59 Determine a área limitada pelas curvas y = e^, y = e ex = 1. 

60 Determine o volume do sólido gerado pela rotação da região sob a curva y 
entre x = 0e x = 2 em torno do cixo x. 

61 Termine a prova do Teorema 1 demonstrando que exp (x — 


62 Determine o comprimento do arco do gráfico de y = “м de (0,1) а 


(se) 


E 


5 


q 


= exp xlexp y. 


4 Funções Exponenciais e 
Logarítmicas com Bases 


Diferentes de e 


TEOREMA 1 


Nesta seção utilizaremos o logaritmo natural e a função exponencial 
para definirmos b“ c log, x para valores da base b diferentes de e. E claro que 
b^ já está definido quando b > 0 c k é racional. De fato teremos o seguinte 
teorema: 


b" para b > 0 e k racional 


Se b > бе k é um número racional, então 5^ = e^ "^ 
PRovA 
Pela parte (ii) do Teorema | na Seção 3.1, teremos [exp (Inb)]' = exp (А Io б. 
isto é. (e^ ^* = e^, Como el”? = b, vem que b^ = et, 
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O Teorema | nos dá a chave da definição aprorriozi 3s "7 шыш: 
irracional. Logo daremos a seguinte definição: 


DEFINIÇÃO 1 Definição de b“ para valores de x irracionais 
Se b > 0 e x é irracional, definiremos b^ = v 
Como uma сопѕедйёпсіа do Teorema 1 e da definição 1. = = p 
para todos os valores reais de x, sendo b > 0. 
EXEMPLO Utilizando as Tabelas II e 111 do Apéndice, estime o valor de =” 


SoLuçÃo 


Inf y ¿2:65 n 3,14 y 002,6501,14) д. 03,02 


4.1 Propriedades básicas de b“ 
Utilizando a equação b” = e“ ! ° e as propriedades conhecidas da fu 
exponencial, poderemos agora deduzir as propriedades básicas de 5^ 


TEOREMA 2 Leis dos expoentes 
Sejam x e y números reais e suponhamos que a e b são números ress 
positivos. Então: 


(1) = et 
ti) 5 
(ii) (by = b» 
(iv) (ab) = «bs 
ay a 
o (= 
(vi) b*= 5 
(vii) In p" = x In b. 


Bd. 


PROVA 
Provaremos (i), (iii), (iv) e (v) e deixaremos (ii), (vi) e (vii) como exercícios 
2 (ехегсісіоѕ 51, 52 е 53): 


ü) b= ex Mbyy Ind = qxnbtolad — gls inb рх+у, 

(iii) Como In ez tn = x In b, segue-se que In b” = x In b. Logo (b7) = 
grin = әхли = рух = рау, 

(iv) (ab: = е*!"® = quina tin) — genas xinh — pxingorinb — gps 

gu т 

guy. 


De acordo com a regra de potência (Teorema 3, Seção 5.2. Cap. 2). D x* 
= k x^^! vale para x > 0 e k um expoente racional constante. O seguinte 
teorema generaliza a regra de poténcia para expoentes (constantes) arbitra- 
rios. 


xina-xinb _ 


zr 
(у) (5 = gxn tab) — exüna- inb) — 


TEOREMA 3 Regra geral de poténcias 
Seja c um número real constante e suponhamos que w e u 
diferenciável de x. Então parau > 0, Deu! = ct ! Du 


PROVA 


Df = De "" = ¿MD (c nu) 


EXEMPLOS 


CÁLCULO 


Diferencie a função dada 


fe) 


€ 


SoLução 
Utilizando o Teorema 3 para diferenciar х". teremos 


fx) = Dex") + рде") = (—e)x < + ер (х) = ex ! er 


2 g(x) = (х? +1) 


TEOREMA 4 


EXEMPLOS 1 


SOLUCAO 


g'(x)= D, + 1) = 


3 + L7 1D, + 1) = a(x? + 17 (8x2) 


Quando aplicarmos a regra geral de poténcias, é importante notar que š 
base é a variável e que oexpoente é constante. Porém, seabase for constante 
c oexpoente variável, poderemos calcular a derivada utilizando a fórmula ^ 

= e* ^ Porexemplo, D,2º = D ez ^? = e710 2 D (у In2) = 27(In2). No caso 
geral, teremos o seguinte teorema: 


A derivada de 5^ 
Se b é uma constante positiva, então D, b" = b” In b 


PROVA 


D,b* = D,e*'^* = ер, (x In b) = b*(In b) = b* In b. 


E claro que o Teorema4 pode ser combinado com a regra da cadeia рага 
obtermos a fórmula 


D h" = b" In b Dui. 


Se у = 2%, calcule dy/dx. 
Sor.ucáo 
E = 2% (In 22x) =2x2% In 2 = x2º*! In 2. 


Seja fix) = 39", Calcule f'(x). 
SoLução 


)= 3"** 15 3 sec? x. 


Calcule D ,(Sz3esen г), 


SOLUÇÃO 


DASS era) = 552 In S(3x2)eseme 4 5% gsen cos x 


= SM ex? In 5 + cos x). 


A fórmula de diferenciação D,b* = b* In b nos leva a uma fórmula de 
integração correspondente da seguinte maneira: 


b*Inb 
In b 


[ax = de= L [P nbax= 1 p+ C. 
! In b . 


In b 
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Logo, substituindo x por «, nós teremos 


1 b 

| b du = — +C, sendob» 0 è += 
р inb 

EXEMPLOS Calcule as integrais dadas 


1 [тах 


SoLuçÃo 


2 [ Sen2x cos 2x dx 


SoLUÇÃO 
Faça u = sen 2x, então du = 2 cos 2х dx. Logo, 


г lt 5 
«n2. dica É 
| 5%*"2х cos 2x dx 315 й = m 
= х, então du = — dx e 
" ua 
| 3*dx--| 3"du= – — 
E "o In 3, 


lem 


4.2 Diferenciacáo logarítmica 
As propriedades do logaritmo natural (como desenvolvidas na Seção 21 
são úteis para determinar as derivadas de funções envolvendo produtos. 
- quocientes, e potências de outras funções. A técnica, chamada diferenciar 
logarítmica, funciona da seguinte maneira: 
Procedimento para diferenciação logarítmic: 
Para acharmos a derivada de uma função f, procederemos à execução 
dos seguintes passos: 
Passo | Escreva a equação y Š 
Passo 2 Tome o logaritmo natural de ambos os lados da equação. 
Passo 3 Diferencie a equação resultante implicitamente em relação а 


EXEMPLOS Use diferenciação logarítmica para achar dy/dx. 


SoLucáo 
Tomando o logaritmo natural de ambos os lados da equação y = x”. obtere- 
mos 


In y = In x* = x in x. 


Diferenciando a equação In y = x In x em ambos os lados em relação 2 z 
teremos 


TEOREMA 5 


CÁLCULO 


Portanto 


m. у(1 + In x) = x*(1 + In x). 
uy v 


(х? + 5)(5х к 


2 y=— 
Co VON 2) 
SoLução 
In y= In (x? +5) + ? — In J/Gx + Dx? + 2) 
= In (x? +5) - In (5x + 2) — ¿[In (3x + 1) + In (2 +2)), 
de maneira que 
id 4 Ë 3i AL 1 L | 
yd npa t rar a [Ser Ota 00 
2x 8 E A EM a 
+Š 2(5x-2) 4(3x+1) 4+2) 
x? + 5)6x + 2) 2x 15 3 э 


+5 12 +93) MAD 4 +) 


4.3 A função log, 

A base е = 2,71828 ... é preferível em tudo que envolve logaritmos ou 
expoentes em cálculo, devido à relativa simplicidade das fórmulas de dife- 
renciação e integração resultantes, Porém outras bases são utilizadas em 
algumas aplicações. Por exemplo. para propósitos puramente computacio- 
nais, log; é na maioria das vezes vantajoso porque os números são normal- 


mente escritos na base 10. Também, na teoria informá: 
cálculos com as chamadas informações por “bits”. 

Relembremos a definição de logaritmo na base а: sea > 0,4 + Lex >0 
então diremos que y é o logaritmo de x na base a, e escreveremos у = log, 
para dizermos que a” = x. Logo, a 7 = x. Porexemplo, 


a. log; é utilizado em 


log, 36 = 2 donde 6° = 36, 
log,,0,0001 = —4 donde 10 * = 0,0001, 


€ assim por diante. Em particula = log. x significa que e" = x; isto e. 
significa que y = In x. Portanto, Inx =/og x. O seguinte importante teorema 
nos permite converter logaritmos em uma base а para logaritmos em outra 
base b. 


Conversão de base para logaritmos 
Sea >0.b > 0.a #1,Ь #1ех > 0. então 


(i) log, x = log, x log; a. 
Em particular 


In x 
(ii) In x = log, x In a. (iii) ов, х = 
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TEOREMA 6 


EXEMPLOS 


TEOREMA 7 


1 


ө 


PROVA 
(i) bir roma = (plot) lag = quer = y; logo. log: = 1 
pela definição de logaritmos. 
(ii) Por (i) log, x = loga x log, a. Como In é o mesmo que log. segue-se 
que Inx = log,x Ina. 
(iii) Consegúência imediata de (ii). 
Utilizando o Teorema 5 e as propriedades do logaritmo natural. e sim- 
ples verificarmos as propriedades de loga, tais como 


log, (xy) = log, x + log, y. 
x 
log, E) = log, x — log, y, log, x” = y log, x. 
(Veja o Exercício 59.) Analogamente teremos o seguinte teorema: 


Derivada das funções logarítmicas 
Sejau uma função diferenciável dex, соти > 0 e suponhamos que a > 0 


coma + 1. Então D, log, u = ! Du. 
ulna 
PROVA 
Pela parte (iii) do Teorema 5, log, « = Inu/Ina. Como D, In u = (1/4) D, u, 
D 
segue-se que D, log, u == LI i. хи. 
Ina ulna 
Determine dy/dx se y = logis (x? + 5). 
SoLução 
Pelo Teorema 6 
dy 1 É L3 2x 
ES 5)=5 x 
ama += 


Determine D,(log, sen x). 


SoLucáo 
cosx X cotx 
senxln2 In2^ 


D, log, senx = 


4.4 A funcáo exponencial como um limite 
Nossa definição prévia de e como sendolim (1 + 1/u)" nào era realmente 
s +e 
legítima, pois naquele estágio não tinhamos a Definição | à nossa disposição 
logo o significado de (1 + 1/4)" quando и fosse irracional era dúbio. Agora 
poderemos estabelecer a fórmula e = lim (1 + 1/4)“ sob bases rigorosas 


us + 


e como um limite 


u P 
e= lim |: +1) = lim (\ + 1) 

ux u u+— u 

PROVA 

Na expressão (1 + 1/0)“, façamos À x = l/u, entãou = |) Ave tl — 14 * 
+ À х) 5. Note que u — + » quando À x —^ 07 e que u— — x quando à 
07. Logo as equações a serem estabelecidas poderão ser escritas < 


e= lim (1+ Ax) = lim (1— Xx): = 


Ax-0* axso 


"o 


CÁLCULO 


ou simplesmente pela equação e = lim (1 + A x)", Para provarmos isto 
Ë А-0 
usaremos a Definição | para escrever 


de In (1 + Ax) 


(4 + Ах) а git m AL exp Um 


A prova estará quando mostrarmos que lim [(1/A x) In (1 + À x)] = 1, pois 
Avo 
então 


lim (1 + Ax)'^* = exp Die 
Ax=0 Ax) 


x In (1 e| =e l=e 


virá da continuidade da fungáo exponencial. 
Para provarmos que lim [(1/A x) In (1 + A x)] = 1, façamos fix) = Inx 
Axio 
para x > 0, de maneira que - 


f(1)21n1-0, f(x) = x, e /'(1)— 1. Assim, 


fU + Ах) – f(1) 
Ax un Ax 


como queríamos. 
Utilizando o Teorema 7, poderemos estabelecer uma interessante fór- 
mula para e* no seguinte teorema: 


TEOREMA 8 A função exponencial como um limite 


h h 
e= lim n + | = lim (1 th Я] é 
bots h poised h 
PROVA 
A equacáo obviamente vale quandoa = 0. Logo poderemos considerara +0. 
Inicialmente consideraremos o caso em que a > 0. Façamos и = hja, no- 
lando que u — + » quando /i + =. Portanto, 


š a k a (haja 1 114]: 
lim (+) = lim (1+5) = lim (+1 = lim (+1) 
hu h hato h u= + u um н 

Façamos v = (1 + 1/4)", notando que lim ç = e pelo Teorema 7. Pelo Teo- 


uu 


rema 3, v" é uma função diferenciável de v. Logo. 


h 
lim (1+5) = lim v 


= | lim e 
hm h u+ ta | 


Argumentos análogos resolverão os casos em quea < 0 ou h — — « (exer- 
Cício 63). 

Como um exemplo do Teorema 8. observamos que (1 + 1750)1999 = 
146,58, enquanto que e^ = 148.41. Logo, (1 + 1555)! aproxima e? comum 


erro de 2 por cento. O exemplo seguinte também indica a utilidade do 
Teorema 8 em cálculos práticos. 


a mesa de chamadas telefônicas de acordo com uma 
ica de Poisson”. com média de e chamadas: nor 


EXEMPLO Impulsos chegam em u 
“distribuição probabili: 
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minuto. A teoria das probabilidades nos dá que P =limc il - ст" 22 
ax 

probabilidade de chegar exatamente uma chamada à mesa em qualguer 

intervalo de tempo de um minuto. Ache P sec = 4 chamadas por minuto 


(1-5 c lim (1+7) 
п = \ п 


SoLução 


noto 


P= lim = == 
des (1-5) lim (1-5) 
n nto n 


pelo Teorema 8. Para c = 4, teremos P = 4 e^t = 0,073 = "2/1000 e podere- 


mos esperar exatamente uma chamada durante aproximadamente 73 de 1000 
períodos de um minuto. 


Conjunto de Problemas 4 


Mos exercícios | a 26, diferenciaremos cada função 


=> 2 д) #2 3 h()= +1)“ 

3 H()- Qr y? 5 д) =з 6 f()e r7 

7 f()e 67* 8 h(x)= 207 9 g(x)e 57 

W нх) = 30 11 цк) = (к sp? 12 gli)=sent 35 

- 

n 1)= 5 14 (x) = 2% cot x 15 g(x) = log; x 

W h(t) = logs (` + 1) 17 f(x) - e 18 Р(х) = logs (senx*) 

1 h(t) = logio i 20 f(t) = log, (In cos t) 21 Flu) = 3^* log, u 

q 

2 бй = log; t 23 f(x)= E e 5) 2À F(x) - ese x log, (8841) 
. y 

“ЖОК ara og) 26 h(x) m logs T s 


Nos exercícios 27 a 38. usaremos diferenciação logarítmica para determinarmos dy/dx. 


ES pea 28 y = (cos x) 29 y = (sen? 
N = (x+ з y (days рне ый» 
senx Jl + cos x 
v= (х2 + (6 + 1)* 34 y = x° senxš cos (3x +7) dE ge eU EOM 
tan? x 27H 7 
рес ар сш Ж р 
М1 —4зесх Jlix+8 N 


Mos exercícios 39 a 48, calcularemos cada integral. (Em alguns casos as mudanças de 
waraveis apropriadas são sugeridas.) 


B nims 4 É dx 
E 


а 7506053 зугул u 


42 |39"* sec? x dx 


as CÁLCULO 


43 Do dyu=nx 44 | 8 secx tan x dx 
x 
48 (4 ese? x dx 46 |2**(1-- In x) dx 
pm 
47 do 48 | 3"""cosxdx 
“o lo 


49 Qual é o maior número e” ou z^? 

50 Acharemos o valor máximo de (In x)/x para x > 0 e usaremos o resultado para 
resolvermos o exercício 49 sem calcularmos e” ou т^. 

51 Prove que b*/b=b*=" para b > 0. 

52 Prove que b ` = = 1/b* para b > 0. 

53 Prove que In b” = x In b para b > 0. 

54 Pacientes chegando à sala de emergência de um certo hospital obedecem à chamada 
“distribuição de probabilidade de Poisson'”, com uma média de c pacientes por 
hora. De acordo com a Teoria das Probabilidades, 


mai 


dá a probabilidade de que exatamente k pacientes cheguem à sala de emergência 
durante um período de uma hora. Calcule este limite c ache P(&). 

Para que valor de x, fix) = x", x > 0 é máxima? 

Sejag definida por (x) = Ya(3* + 3-7). Mostre que gle + d) + gle — d) = 2g(c) gid). 
Prove que, sea > 0 e b > 0, então log = l/log;a. 


cogn nín— Dn 
Pie ma Ries 


is log, e 
Use o exercício 57 е o Teorema 6 para mostrar que D, log, u = ^ * pg, 
u 


59 Prove que, sea  0,a + 1,x > 0, ey > 1, então: 
(i) log, xy = log, x + log, y, (ü) log, * —log,x — са, y, e (iii) log, x" = u log, x 
E 


60 Suponha quea > беа + | uma constante, Determine D, log, a рагах > 0,x 4 1. 
61 Determine o volume do sólido gerado pela rotação da regido sob o gráfico dey = 3 
entre x = Ü c x = 2, em torno do eixo x. 
62 Scy é uma função diferenciável dex, então a elasticidade (local) de y em relagàoa 
T Бек И " 
é definida como sendo o limite, lim m ‚Ча variação proporcional em y sobrea 
Axo ЗХ 
variação proporcional emx. Mostre que, sex e y são positivos, então a elasticidade 
é dada рога АХ, onde Y = logyy eX = logo. 
63 Complete a prova do Teorema 8 considerando os casos em que a < 0, em que 


5 As Funções Hiperbólicas 


Certas combinações de funções exponenciais. que estão relacionadas 
com uma hipérbole aproximadamente da mesma maneira com que as funções 
trigonométricas estão relacionadas com o círculo, provaram ser importantes 
em matemática aplicada. Essas funções são chamadas funções hiperbol as, 
€ suas semelhanças com as funções trigonométricas são enfatizada 
chamando-as de seno hiperbólico, co-seno hiperbólico, tangente hip rw 
lica, € assim por diante. Elas são definidas da seguinte maneira: 


DEFINIÇÃO 1 As funções hiperbólicas 


gw 
2 


(i) senh x= 
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(iv) coth x = == 


(v) sech x 2 —— 2 ——— —. (vi) csch x 


.. As seis funções hiperbólicas satisfazem identidades correspondentes as 
identidades trigonométricas comuns, à exceção da troca ocasional de um 
sinal de menos ou de mais. Por exemplo, temos as seguintes identidades. 


1 cosh? x — senhix = 1 

2 1 — tanh? x = sech? х. 

3 coth? x — 1 = csch? x. 

4 senh(s + t) = senhs cosh t + senht cosh s e 
senh(s — г) = senhs cosh t — senht cosh s. 


5 cosh (s + t) = cosh s cosh t + senhssenhr e 
cosh (s — t) = cosh s cosh t — senhs senhr. 


6 senh2x 


7 cosh 2; 


2 senh< cosh x. 


= 2senh*x + 1. 


= cosh? x + senh?x = 2 cosh? x - 
EXEMPLOS Prove as identidades dadas 
1 cosh? x — senh? x = 1 
SoLUÇÃO 


e+e [ех ет}? 
Sensei = Ei d 
cosh? x — senh? x ( 2 ) ( 2 | 


‚ oE pe imd nn eA 


4 4 
Ж шс su OS ааа A. 
а É 4 Eu 
2 1 — tanh? x = sech? x 
SoLucáo 
Dividamos ambos os lados da equação cosh? — senh'x = 1 por cosh? x 
para obtermos 


senh?x 1 4 3 
— ——nO = — — = х. 
xs BUS ou 1 – tanh? х = sech 

As identidades para funções hiperbólicas constantes podem ser prova- 
das de maneira análoga (exercícios 1 até 5). A identidade trigonoméinca 
cos?t + sent = 1 implica que o ponto (cos 1, sen f) pertença sempre ас 
círculo cuja equação é x? + y? = 1. Analogamente, a identidade hiperbolica 
cosh*t — senh?r = 1 “implica que ро (cosh t, senh t) pertença sempre 2 
hiperbole cuja equação é x? — у? = 

Como a função seno, a os seno hiperbólico é ímpar. pois 
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Logo, o gráfico de y = senh x é simétrico em relação à origem. Assim come 

o ° 
a E 0 
2 


¿5 


sen 0 = 0, temos também que senhO = 0. Para grandes 


a " 2% 2 

valores dex, e é muito pequeno, daí senhx > assim, para 
grandes valores dex, o gráfico de senhx é muito próximo do gráfico dey-e*? 
(Fig. 1). Diferentemente à função seno, senh não é periódica — ao invés dis- 
soé monótona crescente. 


Como a função co-seno, o co-seno hiperbólico é par. Pois, 


рат mx) Epe” 
— -m—— —— = cosh x; 


z š 


logo, o gráfico de y = cosh x é simétrico em relaçào ao eixo y. As 


0 40-0 
EEE E L Para valores grandes 
2 2 
Fig. 1 rt ab 
de x, е7" é muito pequeno, então cosh x = EN е . Logo, para 
valores grandes de x, o gráfico de y = cosh x é muito próximo do gráfico dex 
=e*/2 (Fig. 2). Novamente, cosh não é periódico, mas sim crescente em (0.x, 
€ decrescente em (— 2,0). 
Como senh é impar e cosh é par, é fácil ver que tanh = senh/cosh é uma. 
função impar. Logo o gráfico de y = tanh x é simétrico em relação à origem 
Para valores grandes de x temos que senhx = e*/2e cosh x = e7/2. Portanto. 
tanhx = senhx/cosh x = |, Defato, y = ley — 1 são assíntotas horizon- 
taisdo gráfico de y 


cosh (— x 


im como 


cos 0 = 1, temos também cosh 0 = 


Fig. 3 


Fig. 2 


5.1 Diferenciação das funções hiperbólicas | 

As fórmulas de diferenciação para funções hiperbólicas se assemelham 
muito àquelas para funções trigonométricas, exceto por alguns sinais. De 
fato, como De" =e"Du e De "= —e^ Dai, o seguinte teorema é conse- 
quência direta da Definição 1: 


TEOREMA ! Derivadas das funções hiperbólicas 
Seja u uma função diferenciável de x. Então: 
(i) 2, ѕепһи = cosh uD,u. 
(ü) D, cosh u = senhwD. u. 
(iii) D, tanh u = sech? uD un 
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EXEMPLOS 1 


(iv) D, coth w= —csch? uD,u. 
(v) р, sech и = —sech u tanh ир,и. 
(vi) D, csch и = —csch u coth uD,u. 


Por exemplo, para provar (i), faremos o cálculo da seguinte maneira 


" 


D, senhu = D, E 


et D e De pet 
2 - 2 a D,u = cosh uD,u 


A parte (ii) é provada de maneira análoga. Para provar a parte (iii) utilizare- 
mos (i) e (ii). e faremos o seguinte cálculo: 


Daria Ti, senhu — cosh uD, senhu — senhuD, cosh u 


coshu - cosh? и 


cosh? u —senh? u 


=—- D,u = sech? uD,u. 
cosh? u " " 


E 


cosh? u 


As provas das partes (ii), (iv). (v) e (vi) são deixadas como exercício 
(exercício 33). 


Determine D, senh (5x + 2). 


SOLUÇÃO 
Pela parte (i) do Teorema 1 


D, senh(5x + 2) = cosh (5x + 2)D,(5x + 2) = 5 cosh (5x + 2) 
Se y = cosh (In x). determine dy/dx 
SOLUÇÃO 
Pela parte (ii) do Teorema | 


dy d "T 
dg senh(In х) Inx= = senh(In x). 


Se fix) = x tanh x, determine f'(x). 
SOLUÇÃO 
Neste caso f'(x) = 2x tanh x + x? sech? x. 


5.2 Integrais envolvendo funcóes hiperbólicas i e 
As fórmulas de diferenciação da Seção 5.1 podem ser invertidas para 
obtermos as seguintes fórmulas de integração 


1 | senhu du = cosh и + C. 


m 


| cosh и du = senhu + C. 


w 


| sech? u du = tanh u + C. 
4 | csch? u du = —coth u + C. 
5 [sech u tanh ийи = —sech u + C 


E luxe. € = u u L _ 
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EXEMPLOS Calcule a integral dada 


1 | senh5x dx 


SOLUÇÃO 
Faça u = 5х, de maneira que dx = Ys du e 


f senha du 


Í senh5x dx — j ѕепһи(2 du) 
1 cosh u + C = $ cosh 5x + C. 
2 | ев csch? x dx 


SOLUÇÃO 
Faça u = cothx, de modo que du = — csch? x dx e 


[em esch? x dx = | e'(— du 


9 coth ү/х csch /x 
3 | сос. dx 
4 NX 


SOLUÇÃO 
Faça u = yx, de modo que du = dx/(2 Vx) e 


3 


dx Í coth u csch u(2 du) 
2 


3 


= 2 csch 2 — 2 csch 3. 
2 


= [-2 csch u] 


Conjunto de Problemas 5 


Nos exercícios de 1 a 14, prove cada identidade 


1 senh(s + t) = senhs cosh t + senhr cosh s 2 cosh (s + t) = cosh s cosh t + senhs senht 


3 coth? x — 1 = csch? x 4 senh2x — 2senhx cosh x 


5 cosh 2x = cosh? x + senh*x = 2 cosh? x — 1 = 2senh*x + 1 


tanh s + tanh t 
6 tanh (5 +1) = 


pem UEM. ОЕ TT Я IM 
14 tanh s tanh t 7 senhês — senh?t = senh(s + t) senh(s — 1) 
2 tanht t Fri 
8 ланок. Na 
а 1 + tanb? t 9 eth 
10 (cosh t + senht)? = cosh 3t + senhàt 11 (cosh t — senhr)* = cosh 4t — senh4t 
ut ag 
e-l 


HM 2 = senhx — cosh x 


zB e.g L C. 
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Nos exercícios de 15 а 28. diferencie cada função 


IS f(x)= senh(3x2 + 5) 16 g(x) = cosh (In x) 17 f()- In ísenh:) 
18 f(u)= e?" tanh u 19 h(t) = coth (e?) 20 F(r)=sen`!rtanhi3ir— 5, 
uns de emi 
м G(s) = зеп”! (sech s?) 2 f(x) Soca 2 g(x) = | LN 
EM 1+2 NET 
ech (e?*) tan”! (coth x) 
seem eT) 2 NL us 
TII 2 агу 
28 f(x)- (зепһх)5* 

Nos exercícios de 29 a 32, use diferenciação implícita para determinar dy/dx 
29 х2 = senhy 30 senhx = cosh y 
31 tanh? x — 2 senhy = tanh y 32 senx — senhy 
B Prove as partes (ii), (iv), (v) e (vi) do Teorema 1. 34 Trace o gráfico de y = coth x. 
S Trace o gráfico de y = sechx. 36 Trace o gráfico de y = csch x. 

Nos exercícios de 37 a 48. calcule cada integraP*(Em alguns casos a substituição 
apropriada é sugerida). 

: ay ¿E 
F | cosh 7x dx, u = 7x 38 | senh— dx 
3 | tanh 3x sech? 3x dx, u = tanh 3x 40 | coth 5x csch? 5x dx 

; sch? „/х Я 
MEA Y 42 | senh? 3x cosh 3x dx, и = senh3x 


© | ese sech x tanh x dx, u = sech x 44. | tanh x sech? x dx 
seme gy ag [5 x tanh x 
cosh? 5x 1 + sech? x 

“+ y] 
€ | cosh? x senhx dx 48 | senh'x cosh x dx 
po © 


Calcule f cosh (Inx)dx. (Sugestão: utilize a definição de cosh antes de integrar). 


Calcule Í senh (In 2x. 


Simplifique a equação y = tanh (з In x). 

Determine a área sob a curva у = senh x entre x = (ех = 1, 

Mostre que se A. B e k são constantes, a função у = A sen kx + B cosh kx 
satisfaz a equação diferencial d?y/dx* — ky = 0. 

Dada a função f definida por fix) = 9 senh x — 17 cosh x, ache o máximo de f, e 
ache os intervalos em que o gráfico de f é côncavo para cima ou para baixo. 
Quando uma corda ou corrente flexível é suspensa por suas extremidades, ela toma 
a forma de uma curva chamada carenária cuja equação а cosh (х/а), onde a é 
ama constante. Determine o comprimento da catenária entre (— b, a cosh (b/a)) e 
e а cosh (bla). 
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6 As Funções Hiperbólicas 
Inversas 


Por analogia com as seis funções trigonométricas inversas, existem seis 
funções hiperbólicas inversas. que consideraremos nesta seção. Ao contrano 
das análogas trigonométricas, as funções senh, tanh, coth e csch são топото- 
nas, logo não há problemas quanto à existência de senh '. tanh ', coth '.с 
esch ?. Os gráficos dessas quatro funções hiperbólicas inversas estão traça- 
dos na Fig. 1. É claro que os gráficos de senh”*, tanh ', coth ' e csch ' se 
obtidos pela reflexão dos gráficos de senh, tanh, coth, e csch, respectiva- 
mente, em relação à reta y = x. 


" y ysty Р 


AL E 


` 


- 


` 


y = coth x 
IT 


Pe 


— te 


=x 
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Como uma conseqüéncia da definição da inversa de uma funcio 
mos os seguintes fatos: 


1 y = senh’ x see somente se senh y = x. Portanto, senh (хетт - 
senh ' (senh y) = y. 

2 y = anh 'x see somente se tanh 
tanh ' (tanh у) = y vale se x| < 1 

3 y = coth"' x se e somente se coth y = x. Portanto, coth (coth =re 
сот! (coth у) = y vale se |, > ley #0. 

4 y = csch"'x se e somente se csch у = x. Portanto. csch (csch vi =: < 
csch™' (csch v) = v vale sex # 0e y #0. 


X. Portanto, tanh (tanh = 


O co-seno hiperbólico e sua recíproca, a secante hiperbólica, não são 
funções monótonas: logo, não são invertíveis. Porém, as partes dessas fun- 
ções cujos gráficos se encontram à direita do eixo v são monótonas. e 
conseqüentemente invertíveis (Fig. 2). As inversas dessas partes do cosh e da 
sech são denotadas por cosh”' e sech”!, respectivamente. Logo poderemos 
fazer a seguinte definição: 


id 


(a) (b) 


DEFINIÇÃO 1 A inversa do co-seno e da secante hiperbólica 


@ A função inversa do co-seno hiperbólico. denotada por cosh *. с 
definida por y = cosh-'x se e somente se cosh y =x ey > 0 

(ii) A função inversa da secante hiperbólica, denotada por sech '. е 
definida por y = sech™ x se e somente se sech y = x ey > 0. 


Os gráficos de cosh^! e sech-! são facilmente obtidos dos gráficos da 
Fig. 2 por reflexào em relagáo à reta y = x (Fig. 3). 


1 * 
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Como uma consequência da definição de cosh”! e sech !, teremos os 
seguintes fatos: 


1 cosh(cosh ! x) = x e 


2sech(sech ! x) 2x e 

cosh ! (cosh y) = y válido sex = 1 ey = 0. 

sech^! {sech y) = y válido se 0 x = 1еу = 0. 
О seguinte teorema mostra que todas as seis funções hiperbólicas inv er- 

sas podem ser expressas em termos do logaritmo natural. 


TEOREMA 1 Fórmulas para as funções hiperbólicas inversas 


(i) sent! x = In (x + x? + 1) para qualquer valor real de z 


(ii) coh ‘х= 


(iii) lanh! х=} 


(iv) coth? x 2 i 


(v) sech^! x= In 


1 
n cs ch^! к= (5 N 
(vi) esch"* x= In E + 


PROVA 
Provaremos (i) e (iii) e deixaremos as fórmulas restantes para confirma. 
por parte do leitor (exercícios 2, 3, 4 e 5). 


e 
TE s Logo. = 


e” — e“, Multiplicando ambos os lados desta última equação por e”, 
obteremos 2x e” = (e*)? — 1, ou (e^* — 2x(e") — 1 = 0. Resols 
esta equação para e", pela fórmula quadrática, teremos | 


(i) Sejay = senh-'x, de modo que x = senh y 


e 5 piae 


Como e" é sempre positivo e x — vX? F T é sempre negativ c. ш 
solução tem que ser e" = x + yx? + Т. Tomando logaritmo 
ambos os lados destaúltima equação, obteremosy = In(x + và 
Logo teremos que senh^' x = In (x + vx? + D. 

(iii) Seja у = tanh^! x, de modo que - | <x < le 


ë= g (Ef —1 


ad (ori 


Portanto. x(e")? + x = (e”)?— |, oux + 1 = (1 — х)е?”. Logo. e? 


ELA 1+х = k. 1 
p ‚2у= =y=_1 
e isto é, 2y Ino e tanh ! x 2y sar- 
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EXEMPLOS — Determine o valor numérico aproximado da quantidade 222: 


1 senh™' 4 
SoLugAo 
senh^! 4 = In (4 + ,/4# +1) = 1n (4+ Ç 17) + 2.0947 
2 tanh^! (-4) 
SOLUÇÃO 


6.1 Diferenciação das funções hiperbólicas inversas 

As derivadas das seis funções hiperbólicas inversas não podem ser 
obtidas facilmente, nem utilizando o Teorema da Função Inversa nem 
usando o Teorema 1. Os resultados foram reunidos no seguinte teorema: 


TEOREMA 2 Derivadas das funções hiperbólicas inversas 
Se n é uma função diferenciável de x, então temos: 


G) Dsenh!u= | - Du 
Teu 

5 1 

(ii) D.cosh^'u- = D,u seu > 1. 
Ju == 

T 1 

(iii) D. tanh `! = —, Dyu se jul < 1. 

u? 


(iv) р. coth tu 


—— Dyuse |u| > 1. 
I= 


(V) D,sech u= — — Duse <и l 
ul — ué 
А " =Ë 
(vi) p.csch^' и = = D,useu #0. 
u| + ut 
PROVA 


Provaremos (i) e (iii) e deixaremos as partes restantes para confirmação por 
parte do leitor (exercícios 22, 23, 24 e 25). 


(i) Optamos por usar o teorema da função inversa e diferenciação 
implícita ao invés da fórmula senh 'x =In(x + ух = 1). Como D. 
senh x = cosh x > 0, pelo teorema da função inversa (Seção $ 1 

Сар. 2), osenh ' é uma função diferenciável. Logo. se y = senh « 

de modo que u = senh y, diferenciando ambos os lados desta 22 


tima equação em relação a x teremos, pela regra da cadeia. D a = 


соѕћур „у. Portanto, Dy = — Dias Agora. como cosh^ — 
coshy 


senh* y = I, teremos 


cosh у=. /1 + senh 
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Segue-se entào que 


D.y= Du ou „зеп !ш= 


Vitu 


(iii) Embora pudéssemos utilizar o teorema da função inversa.e a dife- 
renciação implícita como na parte (i). usaremos a fórmula tanh™' u 


аа ФАИ 
= 31а T do Teorema 1. Logo, 

1 breu 1 14 1+. l -uf 2D,u 

=5D, In ==: »| ) š [ —= 
2 * 1—u 21+4 "M—-u] 2 1+u = up 
ч кр D. = — D. 

= = u. 
(L-ut—u)* L= 

EXEMPLOS 1 Se y = tanh”' (sen 2x), determine dy/dx. 
SoLução 

dy 1 2 cos 2x 

DEA == sec 2x. 

dx l —sen22x 000^ T gos? 2x А 


ТЕОВЕМА 3 


5 


A Figura За mostra que o gráfico de y = cosh-! x está sempre abaixo da reta + 
= x para x > 1. Prove analiticamente este fato. 


SOLUÇÃO 


Teremos que provar que x — cosh”! x > 0 vale parax = 1. Comocosh '1 = 
a desigualdade desejada vale para x 1, logo precisaremos considerar 
somente o caso х > i. Definamos a função por. f(x) =x — cosh !x para x 


1 
l.Entàof'(x) = 1 ШЕ muaj (У2) = 0. Para | <x < VŽ teremos 0 < z° 
s = 
= | «I, de modoquef (x) = 1 — 


< 0. Analogamente parax > x 1 


teremos f (x) > 0, e segue-se que f(x) toma seu valor mínimo absoluto em x = 
МТ. Como este valor mínimo éf(/2) = у? — cosh V2=0.53 > 0. fp) > @ 
terá que valer para todos os valores de x = 1. Portanto.x — cosh 'х > 0 vale 
para todos os valores de x > 1. 


6.2 Integrais envolvendo funcóes hiperbólicas inversas 

As fórmulas de diferenciação obtidas no Teorema 2 nos permitem obter 
algumas fórmulas correspondentes para a integração, tais como as do se- 
guinte teorema: 


Integrais envolvendo funções hiperbólicas inversas 


-— 
=senh ! ^ + C para a > 0 
a 
siw s 
— = соз”! "n € para a > 0. 
с 


Й л a us 
-tanh — + С para |x| < a. 
а а 


1 


1 
coth >a>0 
a 


x 
+ C para 
a 
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1 Š 
= већа e рага 
а а 


1 =a |] 
Yu7-Q9d a FC paraa >0. x= 


PROVA 

Para verificar cada fórmula, simplesmente diferenciamos o lado direste uni 
zando o Teorema 2 e o fato de que D, |x| = |x| /x para x +0. A venficacio 
detalhada das fórmulas sào deixadas como exercício para o leitor (exercicio 
41). 


EXEMPLOS Calcule a integral dada 


P Ng 
"Ax 


SoLucáo 
Pela parte (i) do Teorema 3, 


x. 
senh“! = А 
P tC. 


SoLucáo 
Pela parte (iv) do Teorema 3, 


set [EL С рага 0 < hi <3. 


SoLucáo 
Pela parte (iii) do Teorema 3, 


ram c para |x| « 4. 


dx 4 
ч : htc |> 4 
4% 1 para |x ` 


Conjunto de Problemas 6 


1 Use o Teorema 1 para achar o valor numérico aproximado de 
(а)зепһ 7! 3, (b) tanh“! (—4), (c)coth-' 3. е (d)sech-! (8) 


2 Prove a parte (ii) do Teorema 1 
3 Prove a parte (iv) do Teorema 1 
4 Prove a parte (v) do Teorema 1 
$ Prove a parte (vi) do Teorema 1 
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6 Prove 
(a) senh ty 


= cosh“ ' xsex > 1. (b) cosh? x? + 1 =senhr! 


Nos exercícios de 7 a 20, diferencie cada função, 


7 f(x) езеп! x? 8 qv) = cosh! 3 9 G(t)= tanh“! st 

10 и) = coth ! u? 11 д) = сот! (Sr+2) 12 H(x)=sech х2 

13 f(x)- sech“ (senx) 14 Си) = rcosh tt- 14 15 h(u)= u tanh™' (Inu) 
coth ! x — 

16 F()e 2 ча. 17 g(x) = х cosh `! (e*) 18 G(x) = xcoth ! ух - t 
esch Lx 

(x) = = = —]- ttanh^! 
19 F(x) Fir 20 н) = In I—ttanh^! t 


22 Prove a parte (ii) do Teorema 2. 
23 Prove a parte (iv) do Teorema 2. 
24 Prove а Parte (v) do Teorema 2. 
25 Prove a parte (vi) do Teorema 2. 


26 Verifique que f Senh-'x ds = x senh-!x — V + x? + C diferenciando o lado 
direito. 


Nos exercícios de 27 a 40, calcule cada integral. 


37 | 


4 | 


41 Prove o Teorema 3. 

42 рше ца da regiào limitada pela curvay = 16/ VT6 T X7easrretasx =0,y = 
0ex=3 

43 Dado que y = senh ! xy, use diferenciação implícita para determinar dy/dx. 


7 Crescimento Exponencial 


Nas duas próximas seções consideraremos brevemente algumas дак 
muitas aplicações das funções exponenciais e logarítmicas. Freqüentemeraz 
essas aplicações envolvem equações diferenciais separáveis contendo i= 
mos da forma dy/y. Integrando, esses termos contribuem com termos de 
forma In |y! lução. 

A aplicação de logaritmos e exponenciais variam desde o cálculo ж 
idade de um osso fossilizado por métodos radioativos ao cálculo da probabi- 
dade de acidentes que ocorrem em uma grande indústria. Aqui começaremos 
com as aplicações em problemas envolvendo crescimento e decrescimento. 
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TEOREMA 1 


EXEMPLO 


TEOREMA 2 


7.1 A lei natural do crescimento 

Muitas grandezas naturais mudam com o tempo à uma 
dependente do valor da própria grandeza. Por exemplo. a 12) 
uma quantidade de substáncia radioativa decresce devido 
radioativa depende da quantidade de substâncias presente. Anai 
taxa com a qual uma quantidade de dinheiro em uma conta bene 
compostos cresce depende da quantidade de dinheiro na conta 

Em geral, se q representa a quantidade de alguma substár 
tempo г, então dg/dt representa a taxa instantánea de mudança deg. Como = 
mencionamos, frequentemente acontece que dg/dt depende de q de шта 
maneira definida; de fato, em muitos casos dg/dt é proporcional a q. de modo 
que dqldt = kq, onde k é a constante de proporcionalidade. Se А > 0. então 
dqldt > 0, de modo que q está crescendo com o passar do tempo. enquanto 
que sek < 0, então dg/dt < 0 eq decresce com o passar do tempo. A equação 
diferencial dg/dt = kq, aplicável a vários fenómenos naturais diferentes. e 
chamada normalmente de /е natural do crescimento.(Falando rigidamente 
quando k < 0 ela deveria ser chamada de lei natural de decrescimento). 

A equação diferencial dg/dt = kq é resolvida da seguinte maneira: 


Solução de dq/dt = kq 
A solução geral da equação diferencial dq/dt = kq, onde k é uma cons 
tante, é q = que”. onde qo é a constante igual ao valor de q quando г = Ü 


Prova 
A equação diferencial dq/dt = kq é separável; logo, pode ser reescrita como 
dt. Integrando ambos os lados desta última equação, obteremos In q 
=kt + C, onde C é a constante de integração. Exponenciando ambos os lados 
desta equação, teremos e!" = et + ^: isto é, | = e* e. Como | = = q. 
podemos escreverg = (+ e^) e*' e, comoC é uma constante, + e^ também o é. 
Seqaé o valor deg quando t = 0, então go = (+ е0) е0 = (+ e) e? = +e": 
logo, q = que". 

Na verdade, pode-se mostrar que q = qué"! é a solução completa da lei 
natural do crescimento dg/dt = kg: isto é, não há soluções singulares. Logo. 
toda solução (em um intervalo aberto) tem a forma q = qo e^ (exercício 8). 


A população q dos Estados Unidos em 1975 era aproximadamente 220 
milhões. Suponhamos que q cresça a uma taxa proporcional a si mesma. 
dqldt = kg, comk = 0,017 (isto é, 1,7 por cento por ano). Calcule o valor de q: 
(a) em 1990 e (b) em 2001. 


SOLUÇÃO 
Pelo Teorema 1,ф = 499? t, onde qo = 220 milhões. Em 1990, — 1990 — 
1975 = 15е 


q = 22019917015 a: 284 milhões. 
Em 2001, : — 2001 — 1975 = 26е 


q = 22020991709 x 342 milhões. 


Em vários problemas envolvendo a lei natural do crescimento. os dados 
que temos informam valores deq em certos tempos, mas nào temos o valor de 
k. Sob essas circunstâncias o teorema seguinte é bastante útil. 


Fórmulas da lei natural do crescimento 

Suponhamos que a grandeza q satisfaz a lei natural do crescimento 
modo que q = que", Consideremosq = q, quando! = 
to, onde t, + tp. Então: 


6) t= em. 


n 


(i) wat] (i) dom || se = 
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PROVA 
Temos que q, = qoe" e q; = que". Tomando o logaritmo natural de ambos 
os lados dessas duas equações. temos 

Ingi=Ingo+kt, e №9 = 1а д + К. 


Subtraindo a primeira equação da segunda, obteremos Ing; — Ing, = kt;— 
de modo que 

а) 

q 


Isto prova (i). Para provar (ii), resolvamos a equação q; = qæ*" para до. parè 
obtermosgs = q,e^*^, e então substituiremos o valor encontrado parak. Logo 


= (9) t 4). 
— |n =q, exp |- In 
h-t Wl." Bh Wh 


nita) 
(a) 2 “(@) я 
4 42 


pela definição 1 da Seção 4. Para provar (iii), resolveremos a equação em iti 
para q» da seguinte maneira: de (ii) obteremos 


ln (2) xt.) ou k= 
41 


titt) [M 
о (2) de modo que (a) =" 
92 q 42 


1 


a (s jm pre 1 
=q |2 =q [2 =q [2 
42 al q qo Чао 


tin 
в) 6)" 
do 41 qo 


A taxa de decrescimento do elemento rádio é proporcional à quantidade 
presente em um dado tempo. Se após 25 anos a quantidade de rádio decresce- 
para 4.948 gramas e se no fim de mais 25 anos decrescer para 4.896 gramas 
quantas gramas estiveram originariamente presentes? 


SOLUÇÃO 


No Teorema 2, faça q, = 4,948, 1, = 25,92 = 4,896 et, = 50. Pela parte (ii) os 
Teorema 2, 


fame "oM 25) 
ъ=) aos 
(4,948)? 
= = 5 gramas. 
4,896 


O crescimento de bactérias em uma cultura ci uma taxa proporcio- 
nal ao número de bactérias presentes. Se existirem inicialmente 2500 bacte- 
rias e o número de bactérias triplicar em 1/2 hora. quantas bactérias estarás 
presentes após t horas? Quantas estarão presentes após 2 horas? 


SoLução 
No Teorema 2 temos q, = 2500 e q, = 7500 quando г, = 1/2 hora. Pela parse 
(iii) do Teorema 2 com t; = t eg; = q, no fim det horas o número de bactérias 
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presentes é dado por 


x. 7 pus ses 
а= af) = 2500 2500] = 250013)": 


logo, q = 2500(9). Quando t = 2 horas, q = 2500(81) = 202.506 


No Exemplo 2, quanto tempo passará até que 1.000.000 bacterias eszexerr. 
presentes? 


SOLUÇÃO 
Faça q = 1.000.000 na fórmula q = 2500 (9 e resolva para г da seguinte 
maneira: 


1.000,000 = 2500(9), 9 = 400; 
daí, 
log;s 9' = logo 400, t logro 9 = log; 400, е 


, 10810 400 „ 26021 
Togo? 09542 


* 2,73 horas. 


Se uma substáncia está se decompondo de acordo com a lei natural do 
crescimento. então a quantidade q de substância em um tempo? será dada por 
q = qu €", ondek < 0. Neste caso, normalmente reescrever-se-á a equação na 
forma q = qo e" onde a = — k > 0. Aqui a constante a medirá quão 
rapidamente a substáncia estará decrescendo. Dentre essas medidas, talvez a 
de mais fácil compreensão seja a da meia-vida da substância, definida como ^ 
espaço de tempo T durante o qual exatamente metade da substância se 
decomporá. Logo, em um tempo T a quantidade restante da substância será 
1/2 q», então ago = que" ou e"? = 2. Tomando o logaritmo natural em ambos 
os lados desta última equação, obteremos aT = In 2, ou T = (In 2)/а. 


Ache a fórmula para a quantidade q de substância radioativa presente após г 
anos se a meia-vida da substância é T anos. 


SOLUÇÃO 
Aqui temos que q = que "', onde a = (In 2)/T. Logo, 


а= que EDR = g2", 


Se a meia-vida do polónio é 140 dias, quanto tempo levarão 2 gramas de 
polónio para se decompor até 0.1 grama? 


SoLUÇÃO 
Pelo exemplo anterior 


1 4 nã 
unm 4 gtm qu 8 
do do 


N t 
q= que = 512, 


De modo que 


T -1 
t=- La Т n (£) 713 ш 28, 
do n2 q 


No nosso caso, qu = 2 0,1, T = 140 dias. e entào 


Y 
h2 


1 


In 20 = 605 dias. 
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Conjunto de Problemas 7 


1 А taxa com a qual a população de uma certa cidade cresce é proporcional à 
população. Se havia 125.000 pessoas na cidade em 1960 e 140.000 em 1975, que 
população poderá ser prevista para о ano 2000? 

2 Dado que dy/dx = 2y e que y = 10 quando x = 0, determine o valor de y quando 
х= 1 

3 No processamento químico de um certo material, а taxa de mudança da quantidade 
de mineral restante é proporcional a essa quantidade. Se, após 8 horas, 100 quilo- 
gramas de mineral forem reduzidos a 70 quilogramas, qual а quantidade de mineral 
restante após 24 horas? 

4 A meia-vida do rádio é 1656 anos. Se uma amostra de rádio pesa agora 50 quilogra- 
mas, quantas gramas de rádio restarão na amostra daqui a 100 anos? 

5 O crescimento de bactérias em uma certa altura aumenta com uma taxa proporcio- 
nal ao número de bactérias presentes, se existirem 1000 bactérias inicialmente e se o 
número de bactérias dobrar em 15 minutos, quanto tempo passará antes de haver 
2.000.000 bactérias presentes? 

6 Verdadeiro ou falso: Uma substância radioativa tem meia-vida de 1800 anos, isto é, 
metade dela terá se decomposto após 1800 anos. Portanto. após 3600 anos, toda a 
substância terá sido decomposta. 

7 Emumcertoinstante, 100 gramas de uma substância radioativa está presente, Após 
4 anos, 20 gramas ainda restam. 

(a) Quanto desta substância restará após 8 anos? 
(b) Qual é a meia-vida desta substância? 

в Prove que a solução q = qo e^ da equação diferencial dg/dt = kq no Teorema I é 
realmente uma solução completa. Faça isto considerando que q = fit) é uma 
solução de dg/dt = kq e que qu = (0), calcule então D, [ftt) e *]. 

9 O número de bactérias em uma salada de galinha à temperatura ambiente triplica em 
6 horas. Em quanto tempo este número estará multiplicado por um fator de 50? 

10 Bactérias em uma cultura têm tendência natural a aumentar seu número em 25 por 
cento em | hora; entretanto, uma certa droga presente na cultura mata 20 porcento 
de bactérias por hora. Quanto tempo será necessário para que o número de bacté- 
rias dobre sob estas condições? 

11 Um trailer custa inicialmente CrS 180.000,00. Se ele se desvalorizar a uma taxa 
proporcional ao seu valor e tiver um valor de Cr$ 150.000,00 após 2 anos, qual será 
o seu valor após 10 anos? 

12 Um tanque cilíndrico de 2 metros de altura tem uma área transversal de 9 metros 
quadrados e está inicialmente cheio de benzeno. Entretanto, existe um vazamento 
no fundo do tanque, e o benzeno está escorrendo a uma taxa proporcional a sua 
profundidade. Ache o volume de benzeno no tanque após 2 dias, se o tanque está 
pela metade ao fim de 12 hora: 

13 No Teorema 2, determine uma fórmula expressando z; em termos de qo, 91, dz € f. 

14 Seja p uma função contínua de 1 c seja g uma antiderivada de p. Mostre que q 
Ce^"^ é uma solução da equação dgjdt + p(t)q = 0. Explique agora como este 
resultado generaliza o Teorema 1. 

15 A equação diferencial dg/dt = Kb'q, onde K e b são constantes positivas e b < 1 é 
por vezes utilizada para descrever o crescimento de uma grandeza q sob condições 
restritivas, como por exemplo o crescimento de uma população animal com um 
suprimento de alimentos restrito. Resolva esta equação diferencial separável parag 
Como uma função do tempo t. (A solução é chamada função de Gompertz). 

16 Sejam P e Q funções contínuas de x. A equação diferencial dy/dx + P(x) y = Q(x) é 
chamada de equação diferencial linear de primeira ordem. Se g é uma antideri- 
vada de P, mostra que uma solução desta equação diferencial é dada por y = 


етно | ооох) dx. 


17 Acorrente/ em um circuito elétrico consistindo em uma indutáncia constante de L 
henrys, uma resisténcia constante de R ohms e uma força eletromotriz de E(t) 
volts em um tempo £ satisfaz a equação diferencial lincar de primeira ordem 


dl R,. E) 
dL Ln' 


ta! Useoresultado do exercício 16 para resolver para / como uma função do tempo 


ib» Considerando E constante e 7 = 0 quando t = 0, determine lim /. 


fem 


FUNÇÕES LOGARÍTMICAS, EXPONENCIAIS E HIPERBÓLICAS 49 


8 


EXEMPLO 


Outras Aplicações dos 
Logaritmos e das 
Exponenciais 


Na Seção 7 consideramos aplicações a problemas de crescimento e 
decrescimento. Aqui consideraremos outras aplicações de logaritmos e ex- 
ponenciais; especificamente a problemas envolvendo mistura, resfriamento 
juros compostos contínuos e o processo de Poisson. 


8.1 Mistura e resfriamento 

Problemas envolvendo misturas uniformes de várias substâncias. assim 
como problemas sobre a taxa com a qual objetos perdem calor para o meio 
ambiente, frequentemente dão origem a equações diferenciais cuja solução 
envolve logaritmos ou exponenciais. 


Um tanque inicialmente contém 100 litros de água salgada a uma concentra- 
ção de 3/10 kg por litro de água. Água contendo 1/10 kg de sal por litro penetra 
no tanque à uma taxa de 2 litros/min, e a solução, mantida uniforme por 
agitação, sai do tanque com a mesma taxa. 


(a) Determine uma equação para o número de quilos de sal no tanque após! 
minutos e esboce o gráfico desta equação. 
(b) Ache a concentração de sal no tanque no fim de 25 minutos. 


SoLUÇÃO 

(a) A concentração de sal no tanque em um tempot éq/100 kg/l. No intervalo 
“infinitesimal” de tempo dt. 2 dt litros de água salgada carregando 1/10 
(2 dt) quilos de sal penetram no tanque, enquanto 2 dt litros de água 
carregando (g/100) (2 dt) quilos de sal escorrem para fora do tanque, logo. 
durante um intervalo de tempo dt, a quantidade de sal do tanque muda da 
quantidade infinitesimal 


dq = to(2 at) — (9/1002 at) kg. 
Portanto, q satisfaz a equaçào diferencial separável 


dq- == й 


com a condição inicial de que q = (3/10) (100) = 30 kg quando t = O 
Separando as variáveis e integrando, obteremos 


dg 


dt 1 É sim 
o gd == = = 
20—24 100 asta y 12024] 100 ^ 


ou 1 
In [24 -20| = – 5+ С, onde С = —2C,. 


Exponenciando ambos os lados desta última equação. obtemos 
[24 — 20| =e e", 


De modo que 
294—202 ee "50 
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Ou 
4= 10 + Ke “59, onde K = +ef/2. 


Como q = 30 quando г = 0, segue-se que 30 = 10 + Ке"; logo, K = 20. 
Então, no final de z minutos, haverá q kg de sal no tanque, onde q = 10 — 
20e". A Fig. | mostra o gráfico desta equação. Note que q se aproxima 
de 10 kg quando г se aproxima de + oc, 


q (kg) 


4=10+20e #50 


m n" æ 1 (min) 
ig. 


(b) Ao fim de 25 minutos, existem 10 + 20 e ??" = 10 + 20 e~"? kg de sal ne 
tanque. Logo, a concentracào do sal é dada por 


10+ 20e- 12 
— d 022 keh: 


A lei de Newton para o resfriamento estabelece que a taxa instantánez 
da mudanca de temperatura de um corpo que está se resfriando é proporcic- 
nalà diferença de temperatura entre o corpo e o meio ambiente. Logo, ser сь 
temperatura do corpo em um tempo f, então 


dx 
W^ k(x — a). 


onde & é a constante de proporcionalidade e a é a lemperatura do 
ambiente. Aqui consideraremos a constante. Note que А < 0. (Por quê” 

A equação diferencial dx/dt = k(x — a) é semelhante à lei natural ae 
crescimento dg/dt = kq. De fato, se fizermosq = x — a, então, consideranár 
a constante, dg/dt = dx/dt. Conseqüentemente, a lei de Newton рага z 
resfriamentodx/dr = (x — a) é equivalenteà lei natural do crescimento du «x 
= ką se fizermosg =x — a 

Portanto, os resultados obtidos na Seção 7.1 podem ser usados pam 
resolver problemas sobre a Lei de Newton para o resfriamento. Por exempša. 
pelo Teorema I na Seção 7.1.q = que; istoé.x — a qoe", oux =a que “n 
onde qo = xo — a e xo é o valor de x quando £ 


Um objeto é aquecido até 300°C e é então deixado resfriar-se em um local 
cuja tem eratura é 80°С. Se após 10 minutos a temperatura do objeto Зат 
25040, Qual será a temperatura após 20 minutos? 


SoLUÇÃO 

Sejax a temperatura em um tempos esejag =x —a, ondea =80°C. Logo ey 
= xo — a = 300º — 80º = 220%. No tempo г, = 10 minutos, teremos оташ 
temperaturax, = 250º e um valor correspondente q, =x, —a = 250º — к = 
170º. Pela parte (iii) do Teorema 2 na Seção 7.1., 


tan 
ъ= + |°) 
Чо 
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dá o valor de qem um tempo tz. Portanto, o valor de ёт 27 5277 7; sera 
dado por 


ist 
х =a+q =a+q 2) 
do 

Para resolver nosso problema, faremos t, = 20 minutos. ect 


UY El E 
= a = =) = 211.36° 
х= 80+ э) 80 + 220155 11.36°C 


8.2 Juros compostos contínuos 

Suponha que q. cruzeiros são depositados em uma conta bancaria a juros 
compostos de k por cento ao ano calculado n vezes por ano — isto e 
calculado a cada (1/n)-ésima parte do ano. Por exemplo, se n = 2. o juro è 
adicionado semestralmente; se п = 4, é calculado trimestralmente: se 
n = 52, semanalmente; e assim por diante. 

Ao final da primeira (1/n)-ésima parte do ano, um juro de (k/100)(1 214, 


а о йыны š k 
cruzeiros é adicionado ao capital e a conta passa a ter le + Imo do 
n 


cruzeiros. Ao fim da segunda (1/n)-ésima parte do ano, um juro de 
k M1 k \ А = А 
(500) (5) (ão + 100% а) cruzeiros 6 adicionado ao capital e a conta passa 


ater 
|: ax. | + 3E. je (1 K V andio 
do + 100n o 109; (^^ + 109; * =h ^ud idas 


Ao fim da terceira (1/n)-ésima parte do ano, a quantidade de dinheiro na 
conta será qa [1+ k/(100 n)? cruzeiros, e assim por diante. Logo, no final do 


ano haverá na conta do 1+ cruzeiros. 


k ү 
vl 


Se Cr$ 1.000,00 são investidos a uma taxa de juros compostos de 7% ao ano 
calculados diariamente, qual será o valor do investimento no final de 1 апо? 


SOLUÇÃO 
Utilizando a fórmula com k = 7 e n = 365, vemos que o valor do 
investimento ao final de um ano é 


365 
соо! $ | =Cr$1072,50. 


7 
(100)(365) 


Se. no exemplo acima, o juro estivesse calculado de hora em hora ac 
invés de diariamente, então a quantidade de dinheiro no final de um periodo 
de um ano seria 


ГА (265024) 
стві + | 


010036504) *=CrS1072.51. 


Como q,cruzeiros investidos a uma (аха dek por cento ao ano. 
cada (1/n)-ésima parte do ano, valem gol 1 + K/(100 n)]" cruzeiros n: 
ano, será ivel definir 


= lim |: 5 
а= ө do 1X 


472 


EXEMPLO 


EXEMPLOS 1 


CÁLCULO 


como sendo o valor do investimento no final do ano e os juros forem calcula- 
dos continuamente. Na fórmula anterior, faga a = k/100 e use o Teorema 8 na 
Secào 4.4 para obter 


" a)" є а\" 
lim «(t E = qo lim (1 +) = que. 


ac ache 


Portanto, q, cruzeiros investidos ak por cento de juros ao ano calculados 
continuamente valem q,e*º cruzeiros no final deum ano, no final дег anos. o 
capital valerá qo e!" cruzeiros. 


Se Cr$ 100.000,00 são investidos a uma taxa de 7% ao ano calculados cont- 
nuamente, quanto valerá o investimento após um ano? Quanto valerá após r 
anos? Em quantos anos o capital inicial dobrará? 


SoLução 

Após | ano. o investimento valerá CrS 100.000е71% = Cr$ 107.250,82. Apos 
t anos, о capital inicial passará a valer Cr$ 100.000 e7"1%, Logo, o invest- 
menta dobra quando e^"? = 2, isto é, quando 7/100 = In 2, ou t = 100/71n2 
= 9,9 anos. 


8.3 O processo de Poisson 
Muitos fenómenos podem ser vistos como uma quantidade de "'aconte- 
cimentos” separados e tintos ocorrendo em relação a um “espaço de 
acontecimentos” continuos. Por exemplo, se o “espaço de acontecimentos” 
fosse o tempo. os acontecimentos poderiam ser qualquer coisa. como дез 
tegracáo de átomos individuais de uránio e até suicídios na cidade de New 
York. Por outro lado, o “espaço” contínuo pode ser o volume do suprimeniz 
Че água do reservatório de uma cidade e os "acontecimentos" ou “eventos” 
podem ser a existência de bactérias coliformes dentro deste volume de água 
Um fenômeno como qualquer dos descritos acima é chamado um / 
cesso de Poisson (em homenagem ao matemático francés S. D. Poisson. 
desde que as seguintes condições sejam cumpridas: 
1 Se a variável 7 representa o espaço contínuo, então a probabilidade de 
um evento em um intervalo pequeno Ar de + é proporcional a Ar. 
2 A probabilidade de dois ou mais eventos em um mesmo intervalo pe- 
quenoA: der é desprezível. 
3 Se At, eAr, forem dois intervalos pequenos def nào-superpostos. entip 
a ocorrência ou a nào-ocorréncia de um evento em Af, nào exercerão 
influência sobre a ocorrência ou não-ocorrência de um evento em Ar. 


Sob as condições 1. 2 e 3 pode-se mostrar que a probabilidade ae 
ocorrerem eventos em? unidades do espaço contínuo é dada pela fórmula ae 
Poisson. 


a а 
n= es 


onde a constante c é a média contínua do número de acontecimentos per 
unidade do espaço. (Veja o exercício 54, no conjunto de problemas 4, сото a 
fórmula de Poisson está determinada). 


Sabe-se que existem bactérias coliformes no reservatório de suprimento de 
água de uma cidade a uma taxa média de c = 2 bactérias por centimezm 
cúbico de água. Considere que a presença da bactéria coliforme em uma 
amostra desta água é um processo de Poisson — isto é, um acontecimento ca 
ocorrência de uma única bactéria e o espaço contínuo é o volume de аршы 
envolvido. Se uma amostra de 9 centímetros cúbicos de água é retirada dm 
reservatório, qual é a probabilidade de a amostra conter exatamente 20 
bactérias coliformes? 


SoLução 
Aqui temos = 9 centímetros cúbicos, с = 2 bactérias por centímetro cubos | 
em média, e k = 20 bactérias. 
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Logo, pela fórmulade Poisson, 


(Rf ou, 1895 
"REA 20! 


Pr e 1* x 008 ou c 


Em um certo livro de cálculo existem 4000 exercicios 
todos esses exercícios estão no fim do livro: entretanto. 
dadas são incorretas. A aluna Dolores faz 10 exercícios e e 
respostas com aquelas no fim do livro. Qual a probabilidade de z-« 7 
10 respostas do fim do livro estejam certas? 


SOLUÇÃO 

Apesar do espaço (isto é, as respostas no fim do livro) nào ser г 

contínuo, existirão tantas respostas (4000 delas) que poderemos seguramezie 

desprezar esta descontinuidade e usar a fórmula de Poisson. Aqui. e агг 

um evento é uma resposta errada, como 1% das 4000 respostas estão erradas 

existem 40 respostas incorretas e c = 40/4000 = 0,01 erro por resposta. Pars 
= 10 respostas e К = 0 erros, a fórmula de Poisson dá 


NOD 
0! 


тете 


1 ж 0,9 ои cerca de 90” 


de probabilidade de nenhum erro de 10 respostas. 


Suponha que tenhamos um processo de Poisson cujo espaço seja o 
tempo. de modo que em qualquer intervalo curto de tempo At podemos ou 
não observar um acontecimento. Seja o número médio contínuo de aconte- 
cimentos por unidade de intervalo de tempo. Pela fórmula de Poisson. а 
probabilidade de ocorrerem k acontecimentos em um intervalo de tempo de 


(аў ja 
k! Š 

Comecemos a observar esse processo de Poisson e registrar o tempo 
passado T até o primeiro acontecimento. Denotemos por РАТ = а 
probabilidade de que o tempo de espera 7 até o primeiro acontecimento 
exceda. Então. por exemplo. se P ( T >2 } = 0,57, onde o tempo é medido 
em horas. em aproximadamente 57% dos casos, poderemos esperar pelo 
menos 2 horas antes que ocorra o primeiro evento. Analogamente, denota 
remos por P ( 7 = t fa probabilidade de que o tempo de espera T não exceda 
t. Note que se P (T > 2) = 0,57, entào P {Т = 2 ) = 0,43. (Por qué” 
GeneralizandoP (7 =í) = 1 - P (T >t ). 

Evidentemente. dizer que o tempo de espera T até que ocorra o primeiro 
acontecimento excede z é equivalente a dizer que existem exatamente zero 
acontecimentos no intervalo de tempo. Portanto, utilizando-se a fórmula de 


(аў a 


cumprimento г é dada por p, = 


Poisson p, = k! €^" comk = 0, temos 
o 
PT > go Ee 
E ! 


PT<t=1-e"*, 
onde e é o número médio de acontecimentos por unidade de tempo 


As falhas que ocorrem em um certo tipo de motor de jatos obedecem apre 
madamente a um processo de Poisson tendo em média uma falha a e 


horas de operação. Qual é a probabilidade de um desses motores func 
1500 horas sem uma falha? 


SOLUÇÃO 
Aqui temos с = 1/1900 falhas por hora: logo 


PUT S 1500! (1/1000)(1500 
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2 Sabe-se que erros de impressão ocorrem em um certo livro à taxa média de 
um por cada 100 páginas. Qual é a probabilidade de que o primeiro erro ocorra 


antes da página 76? 


SOLUÇÃO 


Neste caso c = 1/100 erros de impressão por página: logo 


Р{Т < 75} = 1 — e (0/9909 x 1 — 047 = 0,53 = 53%, 


Conjunto de Problemas 8 


1 Um tanque contém inicialmente 50 litros de água e nele 10 quilos de sal estão 
dissolvidos. A água pura penetra então no tanque a uma taxa de 3 l/min e é 
uniformemente misturada na solução. Enquanto isso, a mistura escoa para fora do 
tanque a uma taxa constante de 2 l/min, Após quanto tempo haverá apenas 2 quilos 
de sal dissolvidos no tanque? 

2 Resolva o exercício | se a água entrando no tanque não é pura. contém 1/30 quilos 
de sal por litro e penetra no tanque a uma laxa de 2 l/min. 

3 Oar de um laboratório químico contém 1% de sulfeto de hidrogênio. Um exaustor, 
que está ligado, remove o ar do laboratório a uma taxa de 500 m'/min. Enquanto 
isso, ar fresco penetra na sala, por fendas embaixo das portas, e assim por diante. Se 
o volume da sala é 10.000 metros cúbicos, qual é a concentração de sulfeto de 
hidrogênio após 5 minutos? 

4 Água contendo quilos de poluente por litro corre para um reservatório a uma taxa 
de R l/min. O reservatório inicialmente continha G litros de água contendo B quilos 
de poluente. А água poluída sai do reservatório com uma taxa der l/min. Estabeleça 
a equação diferencial para o número de quilos 4 de poluente no reservatório em f 
minutos. 

5 Batatas fritas a uma temperatura de 100°C são colocadas no prato de Lúcia. Ela não 
começa a comer as batatas até que 7 minutos tenham-se passado. Após 4 minutos, a 
temperatura das batatas caiu para 87°С. Qual a temperatura das batatas quando 
Lúcia começa a comé-las, se a temperatura do ar é 25°C? 

6 Um corpo, inicialmente a uma temperatura de 80°С, é deixado resfriar-se ao ar 
livre. O corpo resfria-se até 50°С após 50 minutos. Após 100 minutos o corpo 
resfriou-se a 409C. Qual é a temperatura do ar? 

7 Uma bola de ferro a uma temperatura de 190°C é colocada em um banho de água à 
temperatura de 359C. Após 10 minutos, a bola resfriou-se até a temperatura de 
75°С. Quantos minutos a mais serão necessários para que a temperatura da bola 
desça a 50°С? 

8 Se Cr$ 2.000,00 foram investidos a uma taxa de juros de 69 ao ano calculados 
continuamente, quanto valerá o investimento após 10 anos? 

9 Se Cr$ 5.000,00 são investidos a uma taxa de juros de 7% calculados continua- 
mente, quanto tempo será necessário para triplicar este valor? 

10 Um banco com Cr$ 28.000.000,00 em contas correntes está pagando juros compos- 
tos de 5,1/2% por ano calculados trimestralmente. O banco está analisando a 
possibilidade de oferecer a mesma taxa de juros. mas calculada continuamente ao 
invés de trimestralmente. Quanto a mais de juros o banco terá que pagar por ano, se 
o novo plano é adotado? 

11 Se Cr$ 1,00 investido a 6% ao ano calculado trimestralmente leva ao mesmo lucro, 
no final de um ano, que um investimento de Cr$ 1,00 a k% ao ano calculado 
continuamente, ache o valor de k. 

12 Suponha que o número de mortes por acidentes automobilísticos é cerca de 2 por 
dia em uma certa cidade. Qual é a probabilidade de ocorrerem 4 dessas mortes em 
um período de 2 dias? 

13 Uma máquina produz fios de cobre cobertos com uma camada de esmalte isolante. 
Em média, existem duas imperfeições no isolamento a cada 7000 metros de fio. 
Qual é a probabilidade de ocorrer uma imperfeição em 5000 metros de fio? 

14 Um vendedor de jornais em uma esquina vende uma média de 70 jornais por hora. 
Qual e a probabilidade de ele vender exatamente 70 jornais em uma determinada 
hora? (Use a aproximação log; (701) = 100,07841) 

15 Noexercicio 14. qual é a probabilidade de o vendedor de jornais vender (a) nenhum 
sonal, (P) exatamente um jornal, (c) exatamente dois jornais, durante um dado 
penado de um minuto? 

W No exercicio 14. qual é a probabilidade de que o vendedor de jornais venda mais de 
bos omas durante um dado intervalo de um тійшо? 


FUNÇÓES LOGARÍTMICAS, EXPONENCIAIS E HIPERBÓLICAS 


17 Qual é a probabilidade de o vendedor de jornais do exercício 14 ter acabado de 
chegar na esquina e ter que esperar mais de 5 minutos antes de vender seu primeiro 
jornal? 

18 Os controladores de tráfego aéreo de um aeroporto recebem uma média de sete 
pedidos de pouso a cada quarto de hora. Durante um dado quarto de hora, qual é a 
probabilidade de eles receberem: 

(a) Exatamente seis pedidos? 
(b) Exatamente sete pedidos? 
(c) Nenhum pedido? 

19 Philo Empiric, que é propenso a acidentes, machuca-se seriamente. em média, uma 
vez cada 7 meses. Qual é a probabilidade de que um ano se passe antes de Philo ter 
seu próximo acidente grave? 

20 No exercício 19, qual é a probabilidade de que o próximo acidente grave de Philo 
ocorra dentro de uma semana? 

21 No exercício 4, mostre que se R +r, então 


R-r 


— 
a=(8-40)(1+ ') cats MR ci 


é uma solução da equação diferencial satisfazendo a condição do valor inicial. Qual 

é a solução se R = r? 
22 Siga os seguintes passos para mostrar que a função f definida por fix) = (1 + alx)" é 

crescente se a é uma constante e x > 0. 

(a) Use o Teorema do valor médio para mostrar que existe um número £ tal que 


ПЕТЕ e аа й 
а а t a 


(b) Da parte (a), mostre que In (1 ~ alx) Zaa - 
(c) Use o item (b) para mostrar que D; (1 — a xi^ > 0 

23 Interprete o fato de que fix) = (1 — aix) é crescente texercicio 22) em termos de 
juros compostos. 


Conjunto de Problemas de Revisão 


Nos exercícios de 1 a 48, diferencie cada função. 


1 f(x)= In (x? +?) К 2 16 
4 біш) = In (u — 1} 5 6 
2 

7 p= 09 8 Gi S nx 9 

10 H(x)= In (x 4/5? +1) ll ах) 12 

13 F(x)-sen-! e^? 14 gu = е cote 15 

16 H(x)= In (e 5) 17 g(x) = cos 18 

19 f(x) = tane* 20 f(x)= 21 
gunt 

2 gu 23 f(x)= In 

25 F(x)=x* 26 (х) = x7 

28 g())- 3%+2 Dora. a0 


31 g(x) = 35.28 з эз 


= (nr 2) 


h(x) =sen (In x?) 


senx 
Ло) = т 
Н(х) = —-xe^* 
ё +7 
f= LP SE 


g(x) = € In (senx) 
/(х).= @ =p 


gb) e (eg 


log; t 
t 


9 = 
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" — 
M ои) = logs 5 35 g(x) = logis x 
37 g(x) = cosh e** 38 H(s)= senh(sen ! s) 


tanh (senx) 


40 F(x)- 41 f(x) = eese 


) 


44 (х) = апт! (senhx?) 
47 f(x)= tanh^! e 


43 g(t) = In (tanh t + sech t) 

46 (и) = coth ` ! es 

49 Se (In x)/x = (In 2)/2, isto significa necessariamente que x = 2? Justifique sua 
resposta, (Sugestão: Esboce o gráfico de y = (In x)/x). 


50 Se (In x)ix = (In 1/2)/1/2, isto significa necessariamente que x = 1/2? Justifique sua 
resposta. 


Nos exercícios de 51 a 60 use diferenciação logarítmica para determinar dy/dx. 
51 у= (xY 52 y-«* 


54 у = (cosh x)™ 55 у 


58 у 


C(x + 5) ѕеп2х _ хсоїх 


эсс Эх @ у= TG зң ктр 


61 Seja auma constante positiva e definamos a funçãof por f(x) =a”. Use o fato de que 


deml 
F'O) = а" In a para provar que lim yo In a. 
коо 


62 Seja 0 < а < b, onde а e b são constantes, e definamos a função p por pft) = 
» » 
] x!d, observando-se que 1 é mantido fixo quando calculamos | x’ dx. A função 
p é contínua no ponto —1? (Sugestão: Use o resultado do exercício 61.) 


Nos exercícios 63 a 66, use diferenciação implícita para achar dy/dx. 
63 xe” + x cos y 2 64 y xe23 


65 cosh (x — y) +ѕел (x + у) = 1 66 logio (x + y) + logio (x — y) = 


Nosexercícios 67268, utilize oteorema fundamental do cálculoearegra da cadeia 
para calcular D, y. 
cia dt poha qu 
67 y Teg EET 
fy SFT q 3+t 
Nos exercícios 69 a 88, calcule cada integral. 
t dx ¿sen(In x 
e | yy Pula. 
8+3x A x 
72 net dx B [es 


e dx 


cos? е? 


$$ ! 3: ens 3S de 


З ox vcoth x dx 


36 у(х) оры LE 
ar 

39 g(t) = csch (e `) 

42 g(u)=senhw? tanh Зи 


45 g(x) -senh7! (3x + 1) 
48 Р(х) = coth-! e 


53 у = (senx)" 
56 yen 
pin x 

a | ах 


80 | ess senhsx dx 
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dx 
J16 х? 
г а 
ү. 288 [QE _. 
ху/16 — 4х2 "x16 + 4х2 


39 Usando a definição de logaritmo natural, prove que 1 > In z vale para todos os 
valores positivos de £. 

% Utilizando o resultado do exercício 89, mostre que e' >z, e daí quee" > r^ vale para 
todos os inteiros positivos n, set > 0. Conclua que efx" > (1/n)" vale para todos os 
inteiros positivos л, se x > 0. (Sugestão: Faça t = xin). 

91 Usando o resultado do exercício 90, prove: 


(a) Sex > 0, então e*/x > x/4. (b) lim ех = +00. 
itte 
(c) Sex > 0, entàoe*/x* > x/27. — (d) lim e*/x2 = +00. 


32 Prove que, sen é um inteiro positivo, então (a) lime"/x" = + = e portnto que (b) 
lime" = 0. 
scie. 


93 Aplique o teorema do valor médio à expressão In (1 +x) — In 1 e então conclua que 


x 
— < In (1 + x) < x vale para x > 0. 
1+8 ( ) ni 


"m 
*4 Mostre que lim 
х-о 
Mos exercícios 95 a 98, esboce o gráfico da função dada indicando todos os 
aspectos significativos tais como pontos extremos, pontos de inflexão e assíntotas. 


(Sugestão: Use o resultado do exercício 61). 


95 f(x) = xe 96 g(x) — cosh^' x 
[sent 25. 

97 h(x) = xhe7* 98 Fx)e4 x 8% 
| 1 sex=0 


39 Determine o volume do sólido gerado pela rotação da região limitada pelas curvas 
xy! = 1,7 = 0, x = I e x = e°, em torno do eixo x. 
100 Determine a área sob o gráfico de y = 4/ Ax? + 9 entre x = 0 e x = 2 VE. 
101 Uma substância radioativa tem meia-vida de 2 horas. Quanto tempo ela leva para 
decair a 1/10 de sua massa original? 
102 Às 14:00 h uma cultura de bactérias que foi deixada em uma sala aquecida contém 
150.000 bactérias de um certo tipo. Às 16:00 h existem 900.000 dessas bactérias 
presentes. Quantas estavam presentes às 15:00 h? 


K 


M3 Sejama, b e K constantes coma +b. Verifique que y = Ce + ee é 


-а 
uma solução da equação diferencial dy/dx + by = Ke “7, onde C é uma constante 
arbitrária. 

194 Uma substância radioativa A com meia-vida (In 2)/a decompõe-se па substância 
radioativa B com meia-vida (In 2)/b, onde a + b; isto é, quando um átomo da 
substância A se decompõe, ele é transmutado em ui ото da substância B. Se o 
número de átomos da substância À e tempo 1 é dado porq = qoe", e se y 
denota o número de átomos da substância B neste mesmo instante, mostre que y 
satisfaz a equação diferencial dy/dt + by = aqe e E. 

165 Em paleontologia, dados radicatiyos são por vezes utilizados para determinar а 
idade de fósseis animais e vegetais. A idade t é calculada em termos da razão y/q da 
substância radioativa “filha” B, para a substância radioativa “mãe” A, no fóssil. 
No exercício 104, considere que y = O quando: = 0. 


(a) Use o exercício 103 para obter a equação y 


nümero de átomos da substáncia B em um tempo t. 


1 


(b) Mostre que t = In (1 Pim 
b a 


a 


dx 


Wr 
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106 Quando um capacitor, de capacitáncia C parado, se descarrega através de um 
resistor com resistência R ohms, a corrente / em amperes passando através do 
resistor em um tempo t satisfaz a equação diferencial dl dr + IRC = 0. 

(a) Se 7 = I, quando t = 0, ache a fórmula dando / em função de г. 
(b) Se RC = 1/200e sel, = 40 miliampêres. esboce o gráfico de! como função der. 

107 Um complexo industrial despeja 10 quilos de poluente dentro de um lago. por 
minuto. А água fresca dos rios desemboca no lago a uma taxa de 100 m*/min 
misturando-se uniformemente com a água poluída, e enquanto їззо a água poluída 
sai do lago para um rio com a mesma taxa. O complexo começou suas operações a 
10 anos atrás, quando o lago ainda não estava poluído. O lago agora prova ter 1/20 
quilos de poluente por metro cúbico. Quantos metros cübicos de água existem no 
lago? (Tome 10 anos como sendo 5.2596 x 10* minutos.) 

108 Uma quantia de qo cruzeiros é investida ak por cento ao ano, calculado n vezes ao 
апо, 

(a) Escreva a fórmula do valor q do investimento após г anos. 
(b) Fazendo qo, t e k constantes, calcule lim q. 

109 Café é colocado em uma xícara a uma temperatura inicial de 50°C, Um minuto 
depois, o café resfriou-se até 40°С. Se a temperatura do ambiente for 20°С, 
quantos minutos a mais serão necessários para que o café resfrie-se até 27°С? 

110 Um certo banco paga 5 1/2% de juros ao ano em suas contas normais, calculadas 
diariamente. Ache aproximadamente a taxa de juros equivalentes se 0 banco 
calculasse os juros anualmente 

111 Vocêacabou de ganhar o primeiro prêmio da Loteria Federal e você pode escolher 
uma das seguintes opções: 

(a) Cr$ 30.000,00 serão colocados em contas bancárias em seu nome, calculados 
continuamente a uma taxa de 10% ao ano. 

(b) Cr$ 0,01 será colocado em um fundo em seu nome e o capital será dobrado 
cada 6 meses nos próximos 12 anos. Que plano você deveria escolher? 

112 Joãozinho, que está aprendendo a andar de bicicleta, cai, em média, uma vez em 
cada 1/4 de quilômetro, Qual é a probabilidade de que Joãozinho caia exatamente 
duas vezes em uma viagem de | quilômetro em sua bicicleta? 

113 Qualé a probabilidade de que Joãozinho, no exercício | 12, dirija sua bicicleta mais 
de 1/2 quilômetro antes de cair? 

114 Uma máquina produz linha de pesca sintética em um fio contínuo que é enrolado 
em um grande carretel para ser cortado posteriormente com comprimentos apro- 
priados. Em média, existem três pontos fracos em cada 1200 metros. Um pescador 
compra 100 metros desta linha. Qual é a probabilidade de não haver pontos fracos 
nessa linha? 

logos ás vezes usam o seguinte modelo simplificado para a propagação de 

um boato em uma população: A taxa em que o boato se propaga é proporcional ao 

número de contatos entre aqueles que o ouviram e aqueles que nào o ouviram. 

Então, sep denotar a proporção da população da que ouviu o boato em um tempo 

1, de modo que 1 — pé a proporção que não o ouviu, então dp/dt = Kp (1 — p), onde 

K é a constante de proporcionalidade. Resolva esta equação diferencial para p 

como uma função de 1. 
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Sugestão: — a = 
pU- p) 


EXEMPLOS 


TÉCNICAS DE INTEGRAÇÃO 


Nosso propósito neste capítulo é consolidar os métodos de integração 
apresentados anteriormente, introduzir alguns novos métodos e dar um de- 
senvolvimento único para as mais importantes técnicas básicas de integra- 
ção. Há na realidade somente três procedimentos gerais para calcular inte- 
grais: 

1 Substituição ou troca de variáveis. 

2 Manipulação do integrando usando tanto identidades algébricas 

quanto outras a fim de transformá-lo em algo de mais fácil tratamento. 

3 Integração por partes. 

Apesar do grande uso dos dois primeiros métodos nos cinco capítulos 
precedentes, temos ainda que introduzir alguns “truques” especiais tais 
como substituição trigonométrica e frações parciais. O terceiro método, 
integração por partes, é também introduzido neste capítulo. 

Os três procedimentos são freqüentemente utilizados em conjunto: en- 
tretanto. nenhum destes procedimentos — só ou em conjunto — serão úteis 
em todas as circunstâncias. Frequentemente. a escolha da técnica apropriada 
é um problema de tentativa e erro guiados pela experiência. 


Integrais que Envolvem 
Produtos de Potências de 
Senos e Co-senos 


Nesta seção usamos as fórmulas desenvolvidas na Seção 4 do Cap. 8, em 
conjunto com identidades trigonométricas e trocas de variável apropriadas, 


para a resolução de integrais envolvendo produtos de potências de senos e 
co-senos. 


1.1 Integrais da forma | sen" x cos" x dx 
A fim de calcularmos Í sen" x cos" x dx, onde m e n são expoentes 


constantes, consideramos separadamente o caso em que no mínimo um dos 
expoentes é um inteiro impar positivo e o caso no qual ambos os expoentes 
são inteiros pares não-negativos. 
Caso 1: No mínimo um dos expoentes m, n é um inteiro impar positivo. 
Neste caso usamos a identidade sen? x + cos? x = 1 para reescrever o 
integrando sob a forma F(cos x) sen x ou sob a forma F(sen x) cos x. No 


primeiro caso a substituição и = cos x é utilizada, enquanto que no último 
caso a substituição м = sen x é feita. 


Calcule as integrais dadas: 


1 [sen? xdx 


CÁLCULO 


SOLUÇÃO " 
sen? xd |sen? xsen x dx = | (1 — cos? x) senx dx. 
Fazendo a substituição 4 = cos x, com du = — sen x dx, temos: 


ja — cos? x)senx dx — | (1 — u?)(— du) = -Í (1 — u?) du 


3 
= -(u-5)+c- —cosx+ $ cos? x = C. 


2 (sen? x cos? x dx 


SOLUÇÃO 


[sen? x cos? x dx = [sen? x cos“ x cos x dx = (sen? x(cos? x)? cos x dx 


[sen? x(1 — зеп? x)? cos x dx. 


Fazendo a substituição u = sen x, com du = cos x dx, temos: 
[sen x(1 —sen? x)? cos x dx = Í (1 —u?) du = | 12(1 — 2u? + u*) du 
1 2 ‚Ж, 
= 2 _ 4 6 se _ us + 
= [и 2и +8) du = зи z" +34 c 
1 3 2 5 1 7 
= „ѕеп? x — ¿sen? х + zsen' x + C. 
pou Se, 
3 | sen? kx cos? kx dx, k é uma constante, k # 0. 
SoLução 
Aqui, ambos os expoentes são inteiros ímpares positivos. Naturalmeraz., 


reescrevemos o fator cos? Ах com expoente menor assim: cos? Ах cos ёх 
Logo. 


[sen kx cos? kx dx = (еп? kx cos? kx cos kx dx 


= [sen* kx(1 —sen? kx) cos kx dx. 
Pondo и = sen Kx, temos du = k cos kx dx e cos kx dx = 1/k du. Logo 
NL kx(1 —sen? kx) cos kx dx = | (1 — и т 1 = | A (ué — w^) du 
1 u 8 
EU а +C= s (h — 3°) - С 


== (4sen? kx — 3sen? kx) + C. 


АЖЕСИ: РЕ BEN E ЖУЛЫН гач ете 


SOLUÇÃO 
Í sen? х je 
"(cos x 
Fazendo и = cos x, temos du = —senx dx e 
PI x dis = E du = | (W? — u 1 2) du 


= 5, соўх- C 
3м co с 


Neste último exemplo, note que a técnica é útil mesmo quando u 
potências de seno ou co-seno não é inteira — basta que a outra potència 
um inteiro ímpar positivo 

Caso 2: Ambos os expoentes m, n são inteiros pares não-nega: 


Neste caso a integral Í sen" x cos" x dx pode ser calculada usando as 


identidades trigonométricas 


(1 + cos 2x). 


Nim 


sen? x= A (1—cos2x) € cos х= 
que sáo conseqüéncias diretas da fórmula do arco 
cos 2x = 1 — 2sen? x = 2 cos? x — 1. 
EXEMPLOS Nos exemplos Та 3, calcule a integral dada. 


1 | cos? kx dx, onde k é uma constante, k + 0. 


SOLUÇÃO 


(1 + cos 2kx) dx = 5 | dx € { cos 2kx dx 


MIC 


Í cos? kx dx = | 


= m Í cos 2kx dx. 


^ Fazendo u = 2kx, a du = 2k dx e dx = 1/2k du. Logo, 
i cos 2kx dx = | cos da) == “e с uL ET. 
Assim, E 
| qui ей = z E) "m š ш 3 
2 [sent x dx 
SoLucAo 


[sent х dx = [ (ser? xj du | in — cos 2x) 


CÁLCULO 


[а — 2 cos 2x + cos? 2x) dx 
dE. À Dis 
2) dx — 5 [cos 2x dx + 7 | cos 2x dx 


x 1jsen2x l(x ,sen4x 
ZEE e 


onde usamos a substituição u = 2x para calcularmos a integral do meio e & | 
resultado do Exemplo 1 com ќ = 2 para calcularmos Í cos? 2x dx. Combinas- | 
do os termos e simplificando, temos: 


Зх sen2x ѕеп 4х 
[sen SGAE жый мш 


3 [sent 2x cos? 2x dx 
SoLução 


ë ¿Ti 
[sen* 2x cos? 2x dx = | Ë (1 — cos 4x) 


al 
5 (1 + cos ^) dx 


1 
x I (1 — 2 cos 4x + cos? 4x)(1 + cos 4x) dx 


is 
"xl (1 — cos 4x — cos? 4x + cos? 4x) dx 

=l fax cos 4x dx - [eran | cos? sx в 
84 8. gl “Маш 


E OE REC 


x sendx 1/x us 
ge + 


Ji cos? 4x cos 4x dx 


_ x sendx sen8x lý 2 L 
SC NE E +) (1 —sen? 4x) cos 4x dx 


Para calcularmos a integral restante, façamos u = sen 4x, tal que du = 4cos4g 
dx e: 


E 3 AF to bu) 
g (sen 4x) cos dx de= q | (1 e) з\ч 3 +C 


_зеп4х sen? 4х "m 
= BE 96 4 
Portanto, 


4x sen8x senáx sen? 4x 
а 2x cos? 2x dx = E SER dx — sem 4x _ 
[sen x cos" 2x dx 16 3 128 + 3 96 [4 


_ X, sen8x sen 4х o 
5 TA 96 ш 


a massa PE ME ы Ашы аа basal — 


- 4 Calcule o volume do sólido gerado se a região sob um arco 
é girada em torno da reta y = —2. 


SoLucáo 
Pelo método dos anéis circulares, o volume desejado V e dado гос 


E „л 
V=a Í [0 +sen x} — 22] dx = x | (4sen x +sen2 x) dx 
0 M 


Im — cos 2х) 41 


—4n [sen x dx + л | зеп? x dx = 4д(—созх)| +т| 5 
D "o lo kai 
SCAN ж-$[ соз 2x dx 
п [sen2. E d 
= 8л +5 ES 211 = = + unidades cúbicas: 


1.2 Integrais envolvendo os produtos 

sen mx cos nx, sen mx sen nx, ou cos mx cos nx 

Integrais envolvendo os produtos mencionados no título acima possuem 
um papel importante na análise matemática de fenómenos periódicos que vào 
desde ondas do mar até “ondas cerebrais”. Tais integrais são facilmente 
manipuladas usando-se as seguintes identidades trigonométricas. 


1 Ë 

1 sen s cos t = sen (s + 1) + ¿sen (s — t). 
1 1 

2 sen ssent = ¿cos (—t)— 5 Cos (s + t). 
1 1 

3 cos s cos t =. cos (5—6) 2995 (s + t). 


Estas identidades sáo facilmente verificadas usando as fórmulas de 
adicào (Problema 33). Seu uso no cálculo de integrais do tipo em considera- 
ção é ilustrado como se segue: 


EXEMPLO Calcule [ sen 3x cos 4x dx. 


SOLUÇÃO 
Pela identidade 1, 


= i Í (sen7x —sen x) dx 


[sen 3x cos 4x dx = Í [sen 7x дзеп(—х) 


cos 7х | cos x 


14 z 


Conjunto de Problemas 1 


Nos problemas 1 a 16, use a identidade cos? x + sen? x = 1 e substituições 
apropriadas para calcular cada integral. 


Td ЛК é ds - 


< CÁLCULO 


4 cost 3c dr 5 |ѕеп? 2x cos? 2x dx 6 | cos? x sen? x dx 
7 isen? x cos? x dx 8 |sen? 4x cos? 4x dx 9 Jsen* x cos? x dx 
9 зеп? x ЛЕ, 
10 [sen* 2x cos? 2x dx "U dx 12 [ беп? 3x cos? 3x dx 
! cost x ! 
77Р. E 
;*? cos! x f 
13 ; dx; 14 sen? 3x cos* 3x dx 
`w уѕепх "o 
12 1/2 cos 
= соѕ ли 
15 sen nt cos? nt dt 16 
to va Sen? ли 


Nos problemas 17 a 24, use a identidade cos? x 
cos 2x) e substituicóes apropriadas para 


ija (1— cos 2x) езеп х = t/a (1 — 
lcular cada integral. 


" Aie ue 
17 [sen? 3x dx 18 [ cos? 54 19 [sen 5 de 
20 | cost 2x dx 21 [sen*u du 22 [sen? nt cos? mt dt 
E " 
23 | sen*2x cos? 2x dx 24 [sent x dx 
to do 


Nos problemas 25 a 32, use as identidades 1, 2 e 3 da Seção 1.2 e substituições 
apropriadas para calcular cada integral. 


25 [sen 5x cos 2x dx 26 [sen 4x cos 2x dx 27 (cos 4x cos 3x dx 
28 [sen 3t cos 5t dt 29 | sen 7u sen 3u du 30 [ cos 8v cos 4v de 
pt Aa Tm 
31 | sen 2лх cos nx dx 32 | cos cos E dx 
de МЕ 5 


33 Verifique as identidades 1, 2 e 3 da Seção 1.2. 
Nos problemas 34 a 36, m e n são inteiros positivos. Verifique cada fórmula. 


ш 0 зет#п de 
las] 35 | senmxsennx da 
- \л sem=n Js \л sem=n 


36 | cosmxsen nx dx = 0 


37 Calcule o volume do sólido gerado pela rotação de um arco de uma senóide em 
torno do eixo x. 


38 Calcule a área sob a curva y = cost x entre x = Oe z = 2 z. 


39 Se n é um inteiro ímpar positivo mostre que li coa: dx = 0. (Sugestão: Faga y = 
x — m2.) 


40 Mostre que o volume do sólido gerado pela revolução da região sob a curva y = sen 
x entre x = бе x = m em torno do eixo y é quatro vezes o volume do sólido gerado 
quando a mesma região gira em torno do eixo x. (Sugestão: quando girando em 
torno do eixo y, use conchas cilíndricas e a fórmula de integração 


xsenx dx —senx — x cos x + C.) 


41 Uma particula está se movendo no eixos sob a lei s =ftt), onde v = ds/dt = sen? mt. 
Se s = Oquando t = 0, ache uma fórmula para/(1) e localize a partícula quando t = 8 
segundos s 

42 Sonha que fix) = Ха, sen nx, onde N é um inteiro positivo € а, Gs .... ах 


são 


onstantes Mostre queas, = l/m É: f(x) senmx dx é válida para m = 1,2, 


` Sa: 


Use problema 35.) 
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43 Sen = 2 са é uma constante diferente de zero, verifique a fórmula de redução 


sen" 'axcosax n—1; 


sen" ax dx = — sen"? ax dx. 


ап п 


(Sugestão: diferencie o lado direito da equação.) 
44 Use a fórmula de redução do problema 43 para calcular 


(a) [sen? ax dx (b) [sen? ax dx (с) [sent ax dx 
жүр 
Nos problemas 452 50, suponha que, = Í sentx dx para k = 1,2,3,4, ...e que 
3 
n é um inteiro positivo. 
45 (a) Mostre que 1, = 115 = 7/4 ly & e I, 37/16, 
e] 
(b) Use o problema 43 para mostrar que se n > 2, então 1, = 1, y. 
n 
46 Se k > 1, mostre que: 
35:7 
2:4:6-8 


Qk—1) я 12% 
Quy at mean ui 


47 Use o problema 46 para mostrar que 1/2 = (2 + lai ly 


(а), = 


48 Use o problema 46 para mostrar que л/2 = 2kl 1º ly 


49 Mostre que se 1 = k < n, entào /„ = Ix. (Sugestão: para0 = x = п/2,0 = sen x= 1, 
tal que (sen х)" = (senx)*.) 
50 Use os problemas 47, 48 е 49 para mosttar que 


1 x л 


1 
3 luto 
MEL Es FODA 3h. 
51 Usando o problema 50 e parte (a) do problema 46. mostre que 
2 1:357 Qk- n] 1 
< 


TES s= Sa se ERA 
л(К+1) | 2:4:6:8- (2k) | “лк 
52 Use o problema 51 para provar a fórmula de Wallis 


B. us 2:4:4:6:6: 8:8 QI) (2%) 
47,20,3:3-5- 5-7 1-9 Qk 106+ 1] 


2 Integrais que Envolvem 
Produtos de Poténcias de 
Funções Trigonométricas 
Diferentes de Seno e Co-seno 


Nesta seção apresentamos algumas técnicas para lidar com integras g- 
envolvem as funções tangente, co-tangente, secante e co-secante E 
técnicas requerem o uso de identidades trigonométricas e troca de vanasse + 
tanto separadamente quanto em conjunto. 


A Por exemplo, para calcular [ tanu du, escrevemos tg u сото ser a cow 


и efazemos a troca de variável y = cosu. Logo, comodr = —sena da. emos 


TEOREMA 1 


TEOREMA 2 


EXEMPLOS 


CÁLCULO 


[sen u 
Y cosu 


v 


od 
tan u du du | y == In [a + 6 


— in |cos u| + C = In |[cosu[! + C 
In [sec u| + C. 


Um tratamento semelhante nos leva à integral da co-tangente (problema 
42), e temos o seguinte: 


Integral da tangente e co-tangente 


(i) | tan udu = — In |cosu| +C = In |sec u| + C. 


(ü) | cotu du = In [senu| + C. 
A integração das funções secante e co-secante necessitam de um manejo 


especial. Para calcularmos | sec н du, escrevemos: 


‚ sec u(sec u + tan u) Í sec? н + sec u tan u 


sec u du VERE 
E secu + tan u secu + tan u 


e notemos que o numerador do integrando é a derivada do denominador. 
Então, fazendo-se v = sec u + tg u, temos: 


dv = (sec u tan u + sec? u) du, 
e então: 


dv 


[sec u du = = n [v| + C = In [secu + tan u| + C. 


esc y (esc u — cot u) 


Um manejo semelhante — escrever cscu como cscu— 


— traz a integral da co-secante (problema 43). Assim temos o seguinte 
teorema: 


Integral da secante e co-secante 
(i) | sec u du = In [secu + tan u| + C. 


(ii) [scu du = In [ese и — cot u| + C. 


Calcule as integrais dadas. 


| tan 4x dx 


SoLUÇÃO 
Fazendo u = 4x, temos du = 4 dx. Usando o Teorema 1, vem: 


i tan 4x dx = Í tan (4) = à Í tan u du 


1 1 
= hn [secu] + € = In [sec 4x | + C. 
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SOLUÇÃO 

Fazendo u = 5 x, temos du = 5 dx. Usando o Teorema 2, vem 
(o 
| x = | sec Sx dx = [зеси © 
+ соз 5х · J 5 


1 
= hn [secu + tan u| + C 


1 
=s! [sec 5х + tan 5x| + C. 


2.1 Poténcias da tangente, co-tangente, secante e co-secante 
Na integração de potências ou produtos de potências de tg. cotg. sec e 
esc, as identidades: 


1+tan?u=sectu e 1 +со и = сѕс? н 


podem ser freqüentemente usadas para facilitar. Os exemplos seguintes 
ilustram a técnica a ser usada. 


EXEMPLOS Nos exemplos | a 4, calcule a integral dada. 
1 | cot? x dx 


SOLUCAO 


| cot? x dx = | (esc? x — 1) dx = | зс? x dx — [de= —cot x - x — € 


2 | tan? 2x dx 


SoLução 
Escrevemos tg? 2x na forma tg 2x tg? 2x e usamos então a identidade 1р? 2x = 
sec? 2x — 1 para obter: 


| tan? 2x dx = IES 2x tan? 2x dx — Í tan 2x(sec? 2x — 1) dx 
= Í (tan 2x sec? 2x — tan 2x) dx 


= | tan 2x sec? 2x dx — Í tan 2x dx. 


Para calcularmos a integral Í tg 2x sec? 2x dx, fazemos a substituição 
u=tg2x, tal que du = 2 sec? 2x dx e: 


г du 1 и? tan? 2x 
a 2 = — = = = - 
| tan 2x sec 2x dx [75 AEL 4*€ à С 


А integral Í tg 2x dx é facilmente calculada pelo método já ilustrado 


no Exemplo |, Seção 2 deste capítulo. Portanto, 


tan?2x 1 


| tan? 2x dx = 7 — In. sec2x| + С. 


4 Lusso de 


CÁLCULO 


SoLUÇÃO 
| sect 3x dx = | sec? 3x sec? 3x dx = | (1 + tan? 3x) sec? 3x dx. 
Fazendo u = tg 3x, temos du = 3 sec? 3x dx e 


1 
3 
g" ап Зх (ап? 3x 


и 
sd DE RE 


[+ tan? зх) see? 3x de= | (1400) = Га караа 


+C. 


4 ( tan? x sec* x dx 


SOLUÇÃO 


| tan? x sect x dx = | tan? x sec? x sec? x dx 
= | tan? x(1 + tan? x) sec? x dx 


= Í (tan? x + tanŠ x) sec? x dx. 
Fazendo u = tg x, temos du = sec? x dx e 
e 
4 


| tan? x sect x dx = | (uè + ut) du = + +€ 


1 1 
= tant х + ç tan x + С. 


5 CalculeaáreaA sob o gráfico deffx) = V/cscx cot?x entre x = пі4ех = 1/2. 


$ошсАО 
s N ET 
А= Í ese x со x dx = | ese x (esc? x — 1) cot x dx 
“a nj 
xi2 esc 
=[ ys * (cs c? x — 1) esc x cot x dx 
Ja бсх 


(csc? x — 1) cse x cot x dx. 


E E esc x 


Façamos и = csc x, tal que du = —cscx cotg x dx. Temos então que и = x 7 
quando x = 7/4 е u = 1 quando x = 7/2. Logo, 


—du)= ит 12 — цу?) im 


1 1 m 
dnt A = 


2 
= (> — 4) 
5 


No cálculo de integrais dos tipos acima, as seguintes sugestões serão 
úteis: 
1 Seo integrando é uma potência par de sec x(respectivamente, de cse! 
x), fator sec? x(respectivamente, сѕс? x). tente escrever o restante em 
termos de tg «(respectivamente de cotg х). Faça então a substituição ш 
= tg x (respectivamente, y = сох). 


| г | а=] 


= -i == Sfax 0,173 unidades quadradas 
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2 Seointegrando é uma poténcia impar de tg x (respe 
x), tente fatorar sec x tg x (respectivamente. . 
restante em termos de sec x (respectivamente. = 


EXEMPLOS | Calcule [сов x esc? x dx. 


SOLUÇÃO 
Como o integrando possui uma potência ímpar de cotgx. tentemos з soperas 
2. Então: 


[соз x csc? x dx = [о x csc? x(csc х cot x) dx 


= | (cot? x)? csc? x(csc x cot x) dx 
=f (csc? x — 1)? csc? x(csc x cot x) dx. 


Fazendo x = csc x, com du = —csc x cotg x dx, temos: 


[eot x osc? x ax = | (u? == du) = — | (ut — 2u? + 1)u? du 


- [ (u8 — 2u* + u?) du 


e rs Lá 
= q EG O 


NIS Z us Ls 
79 x + š sc x= 300 x + С. 


2 Calcule o volume do sólido gerado se a região sob a curva y = cotg 2x esc: 2« 
entre x = z/6 e x = 7/3 é girada em torno do eixo x. 


SoLucáo 
Pelo método dos discos circulares, o volume V é dado por 


ni3 
-aj E 2x csc? 2х)? dx = п | Cot? 2x csc* 2x dx. 


a6 
Usando a sugestão 1. temos: 
n 
V=n| cot? 2xcsc? 2x esc? 2x dx 
“Unió 
m3 


=| eot? 2x (1 + cot? 2x) esc? 2x dx. 
*xi6 


Então, fazendo и = cotg 2x, com du = —2 csc? 2x dx, u = 1/N/3 quando 
x-mlóeu- —1/МЗ quando x = T3, temos; 


„153 du ü 
Yen] a ea eve „| 


NÉS 
Ba tu 


Infelizmente, as sugestões dadas não são de grande valia no calevio 3e 


1143 


2 + t) du 


BS 2n 


-um 15.3 


ж 0.242 unidades cübicas. 


integrais de potências impares de sec x e csc x tais como Í ѕесїх хош сы? 


х dx. Estas duas ültimas integrais podem ser obtidas pelo metodo а = 


introduzido na Seção 4 — integração por partes. Potências pares de tangente 
e co-tangente podem ser integradas com o uso das fórmulas de redução dadas 
nos problemas 38 a 48. 


Conjunto de Problemas 2 '° 1 


Nos problemas 1 a 4, calcule cada integral. 


1 J cot 4x dx 2 [ran zas 
dx East 
Í Lev 4 | ees dx 


Nos problemas 5 a 30, calcule as integrais dadas com o uso das identidades 1 + tg? 
x = sec” x e 1 + cotg? x = csc? x e substituições apropriadas. 


2 ' 
s [ tan? з dx 6 [co 5xdx 7 [cott 4x dx 
t 
в [tan Za 9 [осе 3t dt 10 [sec 2x dx 
11 [ tan 2t sec? 2t de 12 | cot* 3x esc* 3x dx 13 [ tan? 5x sec? 5x dx 


y nx 


14 [cot a ce T dx 15 | (tan 2x + cot 2x)? dx 16 | (sec 3x + tan 3x? dx 
= — 

j [ER e 19 Í tan? 7x sect 7x dx 
* tant *owfsec 3x и 
"— ү 

2 (E ») dx 21 | cot 3x esc? 3x dx 22 | cot"? 2x свс* 2x dx 
1 ех ] 

23 | tan? 5x sec 5x dx 24 [eot Zoso? od 25 | tan? 2х,/зес 2x dx 
е a *2 

26 | tan 7x sect 7x dx 27 |tan? x sec? x dx 28 Rui. 
! | 1 cot mx 
„а à 

39 ¡Ea 30 | sec? 2x tan? 2x dx 
1 cot* 8x ] 


Nos problemas 31 a 34, calcule cada integral definida. 


зө E 
31 cot 3x dx 32 5 sec 2x dx 
z6 "ав 
E 
3 | cot*xcsc* x dx 34 tan” x dx 
EON de 


35 Calcule o volume do sólido gerado quando а região sob a curva y = sec? x, entre 
x = 0 e x = z|3. é girada em torno do eixo x. 

36 Ache a área sob a curva y = sec x entre x = —л/3 e x = 7/3. 

37 Ache a área sob a curva у = 5 tg? x entre x = —m/4 e x = m/4. 

38 Se n = 2 e a é uma constante diferente de zero, verifique a fórmula de redução 


1 " 
| tan" ax dx = — tan"! ax — | tan^7? ax dx. 


a(n — 1) 


Esasi: ditersecia d fax sd 
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39 Mostre que | esc u du = In [tgu/2)] + C e compare com a parte (ii) do Teorema 2. 


48 Use a fórmula do problema 38 duas vezes para achar | tan*x dx. 


< Prove parte (ii) do Teorema 1. 
48 Prove parte (ii) do Teorema 2. 


Ache o comprimento do arco da curva y = In (sen x) de x = 7/4 a x = m/2. 


Nos problemas 44 a 47, calcule cada integral. 


a 
esc? 8x 
м (rg. dx (Sugestão: reescreva o integrando em termos de seno e co-seno.) 
- co 8x 
dx f l x т тап? 0 
в |—————dÀ-l«x«l 47 de 
` sec 3x "rase x 2 2 | c 


4B Se n > 2 са é uma constante diferente de zero, verifique a fórmula de redução. 


| cot" ax dx = — 


3 


соі" 
a(n — 1) 


MER P ua 
- — | cot"? ax dx. 


Integração por Substituição 
Trigonométrica 


Até agora resolvemos integrais de funções envolvendo potências e pro- 
dutos de funções trigonométricas. Nesta seção, usamos substituição tri- 
gonométrica a lidar com integrais envolvendo expressões tais como 

а-и VE + u*, e Vu? — a”, onde a é uma constante positiva. Também 
mostramos como manejar expressões da forma Va + bu + cut ea + bu + си?. 
onde a, b ec são constantes. 

As substituições apropriadas quando o integrando envolve Va? — u`. 
ма + и, ou V — a” são sugeridas pelos triângulos retângulos na Fig. |, Na 
Fig. la, 


u=asenl е a cos 0; 
na Fig. 1b, 

u=atand е ya +u = аѕес0; 
ena Fig. lc, 

u=asteo е qu = atan Ө. 


@) (b) (e) 


As substituições sugeridas geometricamente па Fig. 1 podem ser deso 
bertas analiticamente, sabendo-se que a é uma constante positiva e que « = 
positivo. Na realidade, temos o seguinte 


1 Se о integrando envolve V/a? — i£, onde 0 < u < а, faça u = ¿< + 
com 0 < 8 < 7/2, com du = a cos 6 de e 


КИ >. а тус > 2 POST SSS. гт». з 
= (Га? — asen 0 = (1 sen? 8) =, w cos 26 
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2 Seointegrando envolve ү/а? + i£, onde u > бе a > 0, faça u = a tg 
com 0 < 8 < 1/2, com du = a sec? 0 d0 e 


r y 5 Е š 
маъа? = la? + a? tan? 0 = /a(1 + tan? 0) = Ja? sec? 8 = a sec & 


3 Seointegrando envolve V — a, onde u > а > 0, faça u = a sec Bco 
0 < 0 < п/2, com du = a sec 0 ig 0 dóe 


hja 
fu” — q 


yu? sec? 0 — а? = Ja sect Ө — 1) = „Га? tan? 0 = a tan & 


Depois de a integral ser resolvida com relação à variável 8, a res 
pode ser escrita em termos da variável original referindo-se ao triâi 
retângulo apropriado. 

Este método se chama subsiituição trigonométrica. 


2 
EXEMPLOS 1 саке | у. 


SOLUÇÃO 
Faça a substituição x = 2 sen 9(Fig. 2). com dx = 2 cos 9 dg e (4 — °) = 4 — 
2 sen? 0 = 4 cos” Ө. Assim, 
x 
б ў охх г (2sen 0)2(2 cos 0 40) _ [ja 
Fig. 2 va ¿(4-33 J (4 cos? Ө)? + cos? 8 


= [ tan? 0 do = | (scc? 0 — 1) 40 = tan 0 — 8 + 


x 
— € 0 =sen™ 5; portanto, 


sen- 1 X 
—— sen 3+ [od 


2 Calcule | 


SOLUÇÃO 
Faça a substituição x = 3tg 0 (Fig. 3), com dx = 3 sec” doe x? +9= 91676: 
9 = 9 sec? 0. Assim, 


e x e 3 sec? 040 =1 [ sec O do 
ço ri "(9tan?0)/9sec! 0. 9^ tanto 
3 
DES _ 1: __l/cos 0 do = 1 Í cos 0 do 
Ы 5 | sin? 8/cos*U 79: sento 


Para calcular a última integral, fazemos = sen Ө, de modo qued? = cos. 


Ipcos0do 1а l 1 
: ES хс Gu = € 
9 | sen?) — 9. г? % T 9sen0 * ë ый 
/x*-9 
Da Fig. 3, csc 0 = XY portanto, 
Í dx NE +9 c 
x +9 й 9х | 


3 Calcule 
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SOLUÇÃO 
Faça a substituição z = 5 sec 0 (Fig. 4), com dt = 5 sec ĝtg a dee: — 
sec? 0 — 25 = 25 tg? 0. Assim, 


x 


| 5 sec 0 tan 0 40 


га 
| O —235 (125 sec? 0), /25 tan? 0 


1148 1, 
= sls a= s | cos 0.40 
Lr 1 sen28 
= | 10+ 008 20) а= „(ө kG 
1 2sen 0 cos 0 1 А 
= a | "чн J cos 0) — 
5069 3 |+е 750 (0 +sen 0 cos é) Ë 
12 — 25 
Pela Fig. 4, 9 = seo! Sen gc VT. E e cos 0 — 7; portante. 
dt ES! zat [t -25 
| n = gas st og )*6 
AG 
4Cwie| | — 
"23 uu + 4 
SoLução 


Faça a substituição Зи = 2 tg Ө ou u = ?/з tg 0, com du = ?ls sec? 0 de e 
Мн + 4 = МЗ t° Ө + 4 = 2 sec Ө. Aqui, 0 = tg ^ Qu[2), tal que 0 = = 
quando x = fa, e 9 = 1/3 quando и = 2\/3/3. Portanto, 


pm O 

“23 иди? +4 daa $tan0:2secÓ 2! maf 
l;"* l/cosQ 1р3 1 " 
= E dis A йы 3 
= Y. 8 HN TI 51,904 
1 nia 
= 5 In [ese 0 — cot 0| 
y na 


2 1 

h |= a) 2-1) 
ala A n (y ) 
1 


1 
= m (x ) = 0,166. 
2 W6- V 


3.1 Integrais envolvendo ax? + bx + c 


Completando os quadrados, a expressáo ax? + bx + с. onde a = 0. pode 
2 2 

4ac — b Э 

ser reescrita como a(x + >) + ( — E .Logo, se a expressão az* 
2a 4a j 


+ bs + c aparecer em um integrante, é em geral útil completar os quadr cs = 


" ar b ý 
então fazer a substituição u = ,/ |a| (x + z) . Este procedi 
a 


ilustrado pelos exemplos seguintes. 
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EXEMPLOS Calcule as integrais dadas. 


dx 
a == 


apa 
SoLUÇÃO 
Completando os quadrados, temos 
$—4x—x* 25— (x + 4х) =S+4- (X? + 4x +4)=9 — (x+ 2 =9— i. 


onde fizemos и = x + 2. Logo, 


í dx Í du _ 
“(5 —4x— 22 ¿ (9—u pe 


Agora, fazendo a substituição trigonométrica и = 3 sen 0,com du = 3cos 
0d0e 9 — u° = 9 — 9 sen Ө — 9 cos! 0. temos 


p NE 73005040 1 
1 (9 — 2 (9 cos? gy? 


„Iy 8 
270059 — 9) cos? 0 


= 0 | se 040 = tan 0+ C. 


Figure 5 р; 
Referindo-se à Fig. 5, temos que tan 0 = ~ 45 Portanto, 
u spi 
stan + C= dpi pes +C 
9/9 —u? 9,/5— 4x— x 


Fig. 5 


40 +8х+ 5 


SoLUÇÃO 
Completando os quadrados, temos 
4x2 + 8x + S= 4(х2 +2x)+5=4(x2+2x+ l) + 5— 4 
= х + 1) + 1= 4 + 1, 
onde fizemos u = x + 1. Assim, x = и — 1 е dx = du, tal que 
| хах (и — 1) du 
Juin lw 


Agora façamos a substituição trigonométrica 2и = tg 0, tal que u = t 
tan 8, du = Ho sec? Ө d0, e 4u? + 1 = tg* 0 + 1 = sec? 0. Logo, 


15 | 
=4, (tan  — 2) sec 0 de 


1 
-ise8- in [sec 0 + tan 0| + C. 


Aqui temos que вес 0 = V tg? 9+1= V4 + 1 = 42 + Sx 5e 
0 = 2и = 2(х + 1) =2x + 2; portanto, 


Í x dx 


=== = E UNES 1 /4х? + UB. | 
SEE Cav 8+5 h] / A ERES +2ж+2 +C 
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Nos exemplos acima, nào tomamos o cuidado de impor condições + 
respeito do sinal da variável em que usamos a substituição trigonometnes 
Por exemplo. no Exemplo 2, deveriamos ter insistido que u > Q (isto e. x — 1 
>0oux> —1) antes de fazermos a substituição 2u 
nos damos ao luxo desta falta de cuidado, e noss: 
sempre corretas (veja problemas 44 a 46). Felizmente, a resposta — uma vez 
obtida por qualquer método, não importando sua efetividade — pode e deve 


1g Ө. Frequentemente 
s respostas estão quase 


ser verificada por diferenciação (veja problema 23). 


Conjunto de Problemas З ^% >= 


Nos problemas 1 a 22, use uma substituição trigonométrica apropriada e calcule 
_ cada integral. 


BÍ 


aj ma - 2 |у Тах 


23 Verifique suas respostas dos problemas 1, 13 e 19 por diferenciação. tomando 
cuidado com as restrições utilizadas nos valores das variáveis envolvidas. 

24 Para cada uma das integrais dadas, faça uma troca de variável adequada a fim de 
que uma substituição trigonométrica possa ser realizada a seguir. 


sec? dt sen v dv 

(0) лиш Olaya 
e" dx Г dt 

" VAY SUR ud 1[(ln 1)? — 4]? 


Nos problemas 25 a 32, complete os quadrados em cada expressão e então use uma 
substituição trigonométrica para calcular as integrais. 


dt í 
= 26 
ЗМ та ! 


а 
18 | ————— 
і E -6+5 
2t 3 
(2+ 3+ 42 dd S: | (02+ 6x +1)? d 


a Í 


í 7 dx 
[rm 
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Nos problemas 33 a 38, calcule cada integral definida. 


23 JA =— 
de за | /25— dt 
h 


ў 
b: 
41 Ache o volume do sólido gerado quando a região sob a curva y = 


40 Ache a área da elipse 


entre 
+4 


x = бех = 3 é girada em torno do eixo x. 
42 Ache a área da região limitada pela hipérbole х? — у? = 9 e pela reta y = 2x — 6. 
43 Ache o volume do sólido gerado quando a região limitada pelas curvas 
x 


44 Seja а > бе suponha que se deseja integrar uma expressão envolvendo s/a? — ul, 
onde |u| < a. Como |u/a| < 1, podemos fazer a substituição 0 = sen”! (u/a), onde 
—т/2 < 0 < a2. Mostre que = a sen 0 e que 


0, e x=4 é girada em torno do eixo x. 


y 


(8) yP- = acos 0 (b) du = a cos 0 dà (9 ec0= Seu #0 
a 
(d) secó (e) tan 0 = —Z (t) coto= VE CÊ seu 0 


V 


45 Usando os resultados do problema 44, explique por que nào é necessário supor que 
u é positivo ao usarmos a substituição trigonométrica и = a sen 6. 

46 Discuta a substituição trigonométrica u = a tg 0 para o caso em que u não é 
necessariamente positivo. 


x dx 
Num 


(a) Por substituição trigonométrica. 
(b) Usando a substituição u = x* — 1. 

48 Um arame vertical de densidade uniforme com massa total M e comprimento / se 
apóia com sua parte inferior no eixo x, sobre o ponto (a,0). Se y denota a constante 
de gravitação, calcule a componente horizontal da força de gravidade exercida pelo 
arame sobre uma partícula de massa m situada na origem. 


47 Calcule 


de duas maneiras: 


49 Resolva a equação diferencial x? dy — x? — 9 dx = 0. 

50 Achea área gerada pela rotação do arco da curva x = e“ entre (1,0) e (e?,2) em torno 
do eixo y. 

51 Ache o comprimento de arco da curva y = sen”! e? desde x = In Ya a x = In Ys. 


4 Integração por Partes 


Na realidade toda regra ou técnica de diferenciação pode ser invertida. 
dando origem a uma regra ou técnica de integração correspondente. Por 
exemplo, a técnica de integração pela troca de variáveis é essencialmente a 
inversão da regra da cadeia para diferenciação. Nesta seção estudamos uma 
técnica de integração chamada integração por partes, que resulta da inversão 
da regra do produto para a diferenciação. 


4.1 Fórmula e procedimento para integração por partes 
De acordo com a regra do produto, (f.g)' =f-g +f-g' afunçãof-g é uma 


а А жиылыс pm ro, ved 


EXEMPLO 


xsenx dx = | u dv = uv — 


u 
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оиб) + ди (0) dx = Fea = C 
ou 
Í f'(x)g(x) dx + | (х) (х) dx = f(x)a(x) — С 
A última equação pode ser reescrita como 
Гои бо de= float) — | atf) dx. 
sabendo-se que a constante C é incluída na constante de integração corres- 
pondente a f g(x)f '(x)dx. 
A fórmula | Д\х)в '(x)dx = fix)g(x) — Í g(x)f (x)dx que acabamos de 


Ober é fácil de ser lembrada e usada se escrita em termos de variáveis u e r 
definidas por 


u 


g(x) 


Assim, du = f'(x)dx, dv = g'(x)dx, e após substituir na fórmula temos. 


| u dv = uv — Í u du. 


Esta última é chamada fórmula para integracáo por partes, Seu uso € 
ilustrado no exemplo seguinte. 


Calcule | xsenx dx. 


SoLUÇÃO 
Para usarmos integração por partes, façamos и = x e dv = senx dx, tal que du 
=dxev= | sen x dx = —cos x + Cy. Portanto, 


v du = x(—cos x + Co) — | (— соз x + Co) dx 
dv 
= —x cos x + xCo + | cos x dx — | Co dx 
= —X cos x + xCo +senx + C — Cox 
= —x cos x +sen x + C. 
No exemplo acima, a constante de integração C, vinda da integração 
preliminar de v = Í зеп x dx é cancelada. Isto sempre acontecera no calculo 


de integrais por partes (problema 42); assim, a constante da integral r = | dt 
nào necessita ser escrita. Logo, poderíamos escrever i 


[ xsenx dx= Í udo=uv— [ v du = x(—cos x) — [ecos x) dx 
= —x соз x +senx + C. 
Mais genericamente, temos o seguinte procedimento. 
Procedimento para integração por partes 


Para calcular | F(x) dx, siga as etapas seguintes: 


Etapa | Fatorintegrando em duas partes de uma forma apr 
Fx) = F (xF 4x). p —————————— С 


EXEMPLOS 


= 
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Etapa 2 Escolha um dos dois fatores e chame-o de u. Faça então dv igual 
fator restante vezes dx. Para definição, suponha que tenha 
escolhido и = F (x), e dv = F4x) dx. 

Etapa 3 Calcule du = F,'(x) dx e calcule v = [rw dx. Não se imp 


em escrever uma constante de integração para a última inte; 
Agora temos, 


u=F,(x) de = F,(x) dx 
du-Fy(x)de e= F) ax. 


Etapa 4 Calcule | v du. Novamente, não se importe em escrever uma coi 


tante de integração. 
Etapa 5 Escreva a solução 


Í F(x)dx = Í F,(x)F;(x) dx = I u de = uv — Í v du + C. | 


и de 


Note que a constante de integração C é finalmente colocada na última 
etapa. 
Na Etapa 2. tente selecionar u e dv tal que o produto de du por t— o qual 
deve ser integrado na Etapa 4 — seja o mais simples possivel.A fatoração na 
Etapa | e a escolha de z e dv na Etapa 2 são freqüentemente problemas de 
tentativa e erro. 


Calcule integrais dados usando integracào por partes. 


[x sec? x dx 


SOLUÇÃO 
O integrando já está fatorado, então passamos direto para a segunda etapa. 
Parece haver duas escolhas possíveis: 
Escolha 1: u=x,de=sectxda, istoé du = ds, o Í sec*xdx = tanx. 
Escolha 2: и = sec? x, dv = x dx, isto é du = 2 sec? x tan x, v = f: 


dx = хЧ2. 
Evidentemente, v du é “mais simples” se usarmos a Escolha 1. Logo. па 
Etapa 3 temos 


и=х dv = sec? x dx 
du — dx v= tan x. 


Continuando com a Etapa 4, temos: 


n [tan x dx = —ln [cos x|. 
Portanto, pela Etapa 5, 


| x sec? x dx = w — | v du = x tan x + n [cos x| + C. 


[ахах 


SoLução TT 
Aqui é clara a fatoração de In x; entretanto, tentemos fatoração trivial In x = 
(In x)(1). Logo, fazendo и = In x e de = 1 dx = dx, temos que 


EXEMPLO 
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u=lnx dv=dx 


"I 
к 


du = d dx А 
х 


Desde que | udu= Í dt a) = j dx = x. temos: 


[m x dx =u [ъв xinx- x= C 
3 | <° cos x? dx 
SoLucAo 


Como cos x? nào pode ser integrado em termos de funções elementares 
usamos uma substituicào preliminar t = x*, com dt = 2x dx. Logo. 


[xº cos x? dx=5 | x? cos x2(2x dx) = = | t cos t dt. 


Agora podemos fazer: 


u=t e dt= cost dt, 
tal que 


du=dt e 


sent. 
Portanto, 


я Р js 1 ñ 
|= cos x? dx =5 | гота =5 uo - | vdu) 
1 y 1 
= tsent — [sent dt =5 tsent + соз] + C 


"G senx? + cos x?) + C. 
(digamos) da variável x. Então uv, assim como as integrais indefinidas Í ud 


- 

e IE du, dependem de x. Considere a integral definida | и dt. onde es- 
ren 

crevemos os limites de integração de x = a até x = b para enfatizar que x 

(tanto para и como para v) é a variável em questão. Temos 


„х= 


| u dv = (uo - Í v du) 


ix=b x-h „х= 
= (ur) | v du. 


х=а x=a ^ "x-a 


a ines de integracáo por partes para integrais definidas. 


е 
Use integração por partes para calcular Í x? In x dx. 


SOLUÇÃO 
Faça u = In x e dv = x° dx. Então du = х/х, v = xº/3. e 
" х=е kze „х=её 
| ë nx de= | u do = (uv) =| vda 
х9 х= "gel 
set A dx xiaj“ < 
= (In x ( ——=|— ed 
(In x) ns Tx 3 | кы 
е 268 +1 


EXEMPLO 
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4.2 Integracóes sucessivas por partes 

A fórmula / udo = uv — Í d du para integração por partes MC 
9 problema do cálculo de f и dv no cálculo de [ v du. Com uma escolha. 
conveniente de 4 e dv, podemos frequentemente conseguir que ] v du ѕеја 
mais simples que | и dv; entretanto, podemos nào conseguir calcular $ r 
du diretamente. Uma segunda integração por partes pode ser necessária 
para calcularmos ji v du. Defato, várias integrações por partes podem ser ne- 
cessárias. 


Calcule i x2e2* dx. 


SOLUÇÃO 
Fazendou = x e dv 


€" dx, temos du = 2x dxe v = je  Mae*7, Logo, 
Í xe dx = uv — | vdu = }х?е?^ — | xe2* dx. 


Embora Í xe** dx seja mais simples que Í xU ais iaa aegri af 
gração por partes é necessária. Portanto, fazendou, = xe dv, = e?" dx, temos 


du, = dx e v, = Је dx = Узе", Agora, 


| xe?! dx = uy; — | v, du, = 3xe2* — | de? dx = xe” — 3e + С, 


Assim, 
| x2e2x dx = }х?е?* — | хе?^ dx 
= 152025 — (fxe? — 4e?* + Су) 
= dde? — је? + de + C, 
onde C = — 


Os cálculos do exemplo acima são descritos esquematicamente no qua- 
dro abaixo: 
u e 


2х de UL. (e?) 


= 0 
2 j ©) 


— = Dx) 


mn 
0 je: E) 


21. + yeh) 
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Geralmente, sucessivas integrações por partes de um 
forma uv”, onde и é um polinômio, podem ser resolvidas pelo 
tabela, assi 
Etapa 1 Escreva o integrando na forma gt”, onde н е f 
Etapa 2 Faça duas colunas paralelas. nomeando-as de “cul ico Do 2 

“coluna dos v'"". Na “coluna dos u” listamos os posses su = = 
“coluna dos 07° listamos os v’. 
Etapa 3 Sucessivas entradas па coluna dos w são obtidas 
diferenciações até 0. Entradas sucessivas correspond 
luna dos 2''° são obtidas por repetidas integrações 
omitindo-se as constantes ст cada estágio, até que a co 
seja tão longa quanto a dos и. 
Multiplique cada elemento da “coluna dosu” pela entrada 


Etapa 4 


dos v’, troque o sinal de todos os outros produtos assim obtices = 
some os resultados obtidos. A integral desejada é esta soma mas 


uma constante arbitrária de integração. 


EXEMPLO Use o método da tabela para calcular por sucessivas integrais por partes 
| Qx* — 8x3ye7?* dx. 
SOLUÇÃO 
u v 
2x* — 8x? e 
lr 
$ $ codo (+) DUNS gela 
8x? — 24x. de 3e -Qx Sx'(—3àe Y) 
à Lo- 3% { e EN 
24x? — 48x еа $e (8x 245 ) 
y ЕЕЕ = ds Дыт 
48x — 48 X 2e +(24x 48x)(— 
48 — (48x — 48) (ge) 
0 +48(— ie 7") 
Somando os termos da coluna da direita e simplificando, temos: 
Í (2x* — 8x3)e7?* dx = (—4x* + Me? + х2 + х + е^ С 
Sucessivas integrações por partes de integrandos da forma e^ cos x. sec 
X, csc° x etc. retornam para integrandos semelhantes aos originais. Quando 
isto acontece, a equação resultante pode frequentemente ser resolvida 
usando como incógnita a integral desconhecida. Isto é ilustrado nos exec- 
plos seguintes. 
EXEMPLOS 1 Calcule | ех cos x dx. 


SoLução 
Uma primeira integração por parte comu = e", dv = cos x dx, du = Cure: = 
sen x, nos dá. 

(i) | ех cos x dx = е senx — Í e*senx dx + С,. 

Uma segunda integração por partes comu; = e^, dr, = sen d. =e 


dx, e v, = cos x, aplicada a Je sen x dx nos dá 


(ii) | ехѕепх dx = —e* cos x + | ecos x dx — 
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Substituindo (ii) em (i) temos 
(iii) [e cos x dx = е^зепх — (= cos x + f e cos x dx С ) + C, ou 


(iv) | e cos x dx = е*зепх +e cosx- | ех cos x dx + Cy, 
onde fizemos C; = —C, + C,. Resolvendo equaçào (iv) f e” cos x dr. 
obtemos 2 fe cos x dx = ет sen x + e” cos x + Cs, logo, 


žsen x + e* cos à 
(o) [есас – G | q, 


onde C = C2. 
2 Calcule j sec? x dx. 


SoLucáo 

Já havíamos notado que os métodos usados ría Seção 2 não eram úteis para & 
cálculo da integral de sec? x; entretanto, usaremos agora integração par 
partes para obtermos tal integral, fatorando sec? x em sec x sec? x е fazendo ж 
Sec x e dv = sec? x dx. Então du = sec x tg x dx e v = tg x; assim, 


| sec? x dx = | sec x sec? x dx = sec x tan x — | sec x tan? x dx + Су 
Uma vez que 
| sec x tan? x dx | sec x(sec? x — 1) dx - | sec? x dx — | sec x dx. 


segue que 


| sect хах = sec x tan x — | sec? x dx 


2 


| sec x =) + Co 


sec x tan x — | sec? x dx + | sec x dx + Co 


= sec x tan x — | sec? x dx + In [sec x + tan x| + Co 


Da última equação, 


| 
3 * 
2 | sec x dx = sec x tan x + In [sec x + tan x| + Co | 
ou | 
| sec? x dx = 3 sec'x tan x + $} In [sec x + tan x| + C. 
onde C = 2 Co. 


Sucessivas integrações por partes que retornam ao integrando ori; 
podem ser obtidas pelo método da tabela. Veja problema 48 para 
Indicação de como isto é feito. 


Conjunto de Problemas 4 ;. , 


Nos problemas 1 a 14, use integração por partes para calcular cada integral. 


€^ T stis du "E E E A "em m 
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а [xe * dx 5 [m sx dx 


W беп! Зх айх M |тзестїапгй 


B | cos"! x dx 14 | cosh ! хах 


Nos problemas 15 a 22, use o método da tabela de sucessivas integraçóes por 


partes para calcular cada integral. 


8S | x2sen3x dx 16 | x°sen 5x dx 
її | x sen? x dx 19 |e de 
| m Гох xen dx 22 | х2 sec? x tan x dx 
Nos problemas 23 a 28, use uma substituição apropriada para expressar a integral 


ma forma em que a integração por partes seja aplicável, e então calcule a integral. 


"Ет alguns casos uma substituição conveniente é sugerida). 


2 |e dx = t 24 | x°sen 2x? dx 


27 |a oerdei er 


megral, 
29 [e *cos2xdx 30 | e?*sen x dx 
32 | secs x dx 33 [sen xsen 2x dx 


Nos problemas 35 a 40, calcule cada integral definida. 


EI а А. w 

35 | 4x sen 3x dx 36 | ade 
E “o (l+ x) 
4 E 

3 cos! x dx 39 Í (5x? — 3x + 1)ѕепх dx 
E о 


41 Use integração por partes para mostrar que 


ef" (x) dx = af "(a) — 2af (a) + 2f (a) — 2f (0). 
EJ 


42 Deseja-se calcular f О dx por partes. Para isto, fazemos и = Fix) e 


du = F4x) dx. Então, du = Fi (x) dx e v = Сх) + Ca, onde G é uma antiderivada de 
F, e Co é uma constante de integração. Mostre que C, é sempre cancelada no cál- 


culo de ID dx por partes. 


43 Usando integração por partes mostre que 


j f(x) dx = xf(x) — | у(х} dx. 


ен s ac т ү түт 


Nos problemas 29 a 34, use sucessivas integrações por partes para calcular cada 


25 


31 


37 


| х* cos 2x dx 


| (3x2 — 2x = 1) cos 


| JTF x? dx; x = tane 


x*?* cos x dx 


сѕс x dx 


| sen bx dx 


[sen (In x) dx 
1 
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45 Sejafix) = xe^ para x = 0. Suponha que fx) seja máxima para x = a. Calcule a área 
sob o gráfico da f entre x = 0e x = a. 

46 Calcule o volume do sólido gerado se a região descrita no problema 45 é girada em 
torno do eixo x. 

Use integração por partes para estabelecer uma fórmula de redução para o pro- 

blema 43 da primeira seção de problemas. Faça и = sen!" ax e de = sen ax dx. 

48 Nas duas colunas seguintes, 


+ 


s 


u v 
и, b 
u vy 
LE 
Um 


assuma que a derivada de cada termo da primeira coluna seja o termo abaixo e que 
(a menos de uma constante de integração) à integral indefinida de cada termo da 
segunda coluna seja o termo abaixo. Prove que 


[ide 


onde o sinal mais ou menos é usado no último termo (envolvendo a integral) зел é 
par ou impar, respectivamente. 

49 Use o resultado do problema 48 para justificar o método da tabela para sucessivas 
integrais por partes. 

50 Use integral por partes para estabelecer a fórmula de redução 


ий — щй + ий, — Шуру t Ы, р s| Un dis. 


1 sen kx т= 23р 


ec" 2 kx dx, 


k(n—1) cor"! kx n- 


[ see" kx d = 


onde n = 2е к + 0. 


5 Integração de Funções 
Racionais por Frações 
Parciais — Caso Linear 


Na Seção 6.3 do Cap. 0 definimos uma função racional como sendo uma 
função h dada por A(x) = P(x)/Q(x), onde Р(х) e Q(x) são polinômios e Qix; 
não é o polinômio identicamente nulo. Como veremos nesta seção e na 
seguinte, é possível achar a integral de uma função racional expandindo-a 
numa soma de funções racionais simples chamadas frações parciais e então 
achando as integrais destas frações parciais. 

Antes de discutirmos os vários casos possíveis observemos que se o grau 


do numerador Р(х) da fração P(x)/Q(. 


não é menor do que o grau do 


denominador Q(x), podemos sempre dividir Р(х) por Q(x) e obter um quo- 


ciente f(x) e um resto R(x). Logo, 
f(x) 


Q(x|P(x) com resto R(x), 


onde f(x) é um polinómio e R(x) é o polinómio identicamente nulo ou um 
polinômio de grau inferior ao grau de Q(x). Então temos: 


Рх) _ 
Qi). 


h(x) = 


e, portanto, 


Í may a sl 
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Uma vez que f(x) é um polinômio, não há dificuldade em calcularmos 
RG) dx. 
Q(x) 
R(x)IQ(x) é própria no sentido de que o grau do denominador Q/x) é maior do 
que o grau do numerador R(x). 

Pelo procedimento explicado acima, nos concentraremos no problema 


da integração de funções racionais próprias. É também óbvio que todos os 
fatores comuns do numerador e denominador foram cancelados. 


| Ax) dx. Portanto, o problema do cálculo de | ‚ onde a fração 


5.1 Caso em que o denominador é fatorável em fatores lineares 
distintos 


Observe que as duas frações podem ser somadas 


obtendo-se 
2 М 3 _2(х+1!)+3(х-2)___5х-4 
-2 x+1 (х—2(х+1) —(x-2 x41) 
Segue que 
| (5х — 4) dx 2 dx 3dx _, 
UA =2 In |x— 
l&-364 ) [zc Ë. n x -2| +3 № |x - 1| 4 C. 
É, portanto, um problema fácil o de integrar E Бйз gd que 
(x — 2)x + 1) 
reconheçamos que esta expressão pode ser decomposta na soma de 3 
3 x= 


q 
x1 
O método de frações parciais é simplesmente um procedimento sistem 
tico para decompor frações racionais próprias P(x)/Q(x) na soma de funções 
racionais simples. cada qual podendo ser integrada pelos métodos padrões. 
As funções racionais simples cuja soma é P(x)/Q(x) são chamadas fra- 
ções parciais de P(x)/Q(x). Por exemplo, a equação 


Ha _ 2 n 3 
(x-2)(x-1) x-2 x+! 


mostra à decomposição da fração racional da esquerda nas duas frações 
parciais da direita. 

A decomposição de uma fração racional em frações parciais é mais fácil 
de ser avaliada quando o denominador é fatorável em diferentes fatores linea 
res. Neste caso, só é necessário arranjar-se uma fração parcial da forma 

constante 


ax +b 
radores das frações parciais, constantes. podem ser denotados por A, B. C e 
assim por diante. 


para cada um dos fatores lineares do denominador. Os nume- 


Por exemplo, a tação é decomposta da seguinte forma 
(x — 2)x + 1) 
5x-4 
E= eT) 
Um outro exemplo é 
27x? — Ax + 13 EE É 4 D E E 
Tax x42 " 


(3x — к + EE = ШЕ 


EXEMPLO 
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Aqui, logicamente, o problema se transforma em encontrar os valores 
para as constantes que aparecem nas frações parciais, 

Para o caso acima temos dois métodos gerais para o cálculo das constan- 
tes das frações parciais dadas. 


1 Igualando os coeficientes 
Temos 


P( 


(soma de fracóes parciais), 


Qix) 


onde os numeradores das frações parciais são denominados porA,B,Ce 
assim por diante. 

Multiplicam-se ambos os termos desta equação pelo denominador Qix 
obtendo-se 


Р(х) = Qíx) (soma de frações parciais), 


е agrupa-se os coeficientes dos termos de mesma poténcia. A seguir igua- 
lam-se os coeficientes das potências de x do ládo direito aos coeficientes das 
poténcias correspondentes de x do lado esquerdo, obtendo-se um sistema 
envolvendo as incógnitas A. B, C etc. Resolve-se entáo o sistema para estas 
incógnitas. 


Encontre a decomposição em frações parciais de Se P pelo mé- 
= 2)(х+ 1) 

todo da igualdade de coeficientes. 

SOLUÇÃO 

Temos 


dE T 
ЖР 


onde as constantes A e B devem ser determinadas. Multiplicando-se ambos 
os lados da equação acima pelo denominador (x — 2)x + 1) chega-se a 


5х-4= A(x + 1)+ В(х—2) ou Sx—4=(4+B)x + (4—2B1 


Igualando os coeficientes de mesma potência de x em ambos os termos 
da última equação, chega-se а 


| 5=4+B 
1-4=4—2B. 


Resolvendo (por exemplo, por eliminação) o sistema linear de equações 
acima, encontramos que A = 2c B = 3, Conseqüentemente, 


E 0 od 
(2+1) x-2 xti 


2 Substituição 


Suponha que үл seja qualquer uma das frações parciais na decom- 


ах + 
posição de P(x)/Q(x). Então ax + b é um dos fatores de Q(x), e podemos 


escrever que Q(x) = (ax + b): Q (x) onde Q (x) é parte restante do denomina- 
dor. Portanto, 


Р(х) 


А a id 
Tac MOS) жге + (outras frações parciais). 


Multiplicando ambos os lados da equação por (ax + b), obtemos 
Р(х) 
Qu(x) 


= A + (ax + b) (outras frações parciais). 
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Se fizermos x = —b/a, ax + b = бе a equação passa а se 
P(-bj) _ д 
Q ba) ^ 


Assim, determinamos o valor de A. Repete-se este processo таге. 
uma das frações parciais 


Encontre a decomposição em frações parciais de 


tituição. 
SOLUÇÃO 

5x —4 » 3 
(x«—2) x41) x—2 x41' 


e B devem ser determinadas. Multiplicando ambos os lados desta equação 
por x — 2 e fazendo x — 2, obtemos 


onde as constantes 4 


Novamente,; 


5x-4 B 
=A+(x—2 
х+ 1 +6 „җы 
10—4 B 6 
„ын E. =й, de 
gri 85m e a5 


Da mesma forma, para acharmos B multiplicamos ambos os lados da 
equação primitiva 


йз... 
GREDOS 


-5-4 
por x + 1 e fazemos x = —1, obtendo 


5x—4 
fee 1) x 


O método de substituição pode ser facilitado se ""cobrirmos" ou “nos 
descartarmos” de partes da equação c então fizermos as substituições. Por 
exemplo, para achar a constante A em 


5x—4 


(x-23 1) 5 


A "s B 
-2 x+! 


“cobrimos” ou ““descartamos”” de todo o lado direito da equação exceto 4 = 
ofator no denominador do lado esquerdo correspondente a A, Assim temos 


Ec d HB 
а) ЖУЛТ УЯЛ 


10 — 
2+1 


que para х = 2 obtemos A  ouA = 2. Da mesma forma p. 


fazendo x = —1, em 


$x-4  _//A// B 
CINTA *»£7 ara 


temos 


=B ou = 
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Este é o chamado método rápido de substituição. 
EXEMPLOS Calcule a integral dada. 


r 3x3 


SOLUÇÃO 
х®—х—2 = (х — 2)(x + 1); logo, 
wa cid A 
x'-x-2 (x-2x+1) x-2 x«l 
" T — 6-5 1 -3-5] 
Pel todo rápido de substituigàoA = A=—eBp= — — 
'elo método rápido de substituiçào. рой a zc 
ouB= + Portanto. 
i 
1 
TR jf Té 


= Y ln sae =. lx+ 1| +C 
- In [|x — 2/2 e + 10] + C. 


SOLUÇÃO 


O integrando é uma fração imprópria. Pela divisão 


$ 
x — 2x? — 8x! 5x — 6x? — 68x — 16 
$e — 102 — 40x 
I xš — 28x — 16, 
entao 
5x! — 6x? — 68x — 16 =k 2€ - 28x — 16 
х3 — 2x2 — 8x x3—2x*^— Rx ` 


Uma vez que xš — 2xº — 8х = x(x* — 2x — 8) = x(x — 4)(х + 2) temos, 


Ax 28x 16 4x—28x—16 A „Же. 
x'—2x5-8x x(x-4(x42) x x-4 x42 


Pelo método rápido de substituição — в = АемйоА => 
(4)(4)? — (28)(4) — 16 _ i oma 4e OF — (DB) 16 _ 
imn ETE > = B. então B = —i;e (-2)—2 — 4) - 


então C = 14. Portanto, 


js — 28x — É 
13-2 x 


g =]; 24+ [ 2 ік] 


| 
= 21а |х| - $In |x — 4| +2% In |x +2| + K 


‚2 14:3 
„фене д 
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onde chamamos a constante de integração de K para evitar confusão com o 


numerador da fração parcial .Conseqüenteme 
x 


5.2 Caso em que o denominador possui fatores lineares repetidos 

Agora consideramos o caso de uma fração racional Ptx)/Q'x. = 
minador Q(x) é totalmente fatorado em fatores lineares, não todos 2 s 
Um exemplo seria 


Q(x) = (3x — 2)(x — 3x — 2)(x — Dx Dix — 1). 
onde o fator (3x — 2) aparece duas vezes e o fator (x — 1) aparece tres vezes 


Para este caso a primeira coisa a se fazer é agrupar fatores iguais e escrevé-los 
com expoentes. No exemplo citado, teríamos 


Q(x) = (x — 1)(3x — 2)2(x + 1). 


Se o denominador contém um fator da forma (ax + b) onde А > 1. е 
necessário que tenhamos k frações parciais correspondentes da forma 


A A A A 
E NM "^ -—n; - 
ax+ b ax + by ` (ax + b) (ax + b) 
onde A, As Аз. ..., Ay São constantes a ser determinadas. Isto deve ser feito 


para cada fator do denominador. Fatores nào repetidos sao tratados como 
antes. 


Por exemplo, a decomposição em frações parciais рага. 


tem a forma 


3x +dx+2 A, B ш B; 
satiy x x41 (x41) 


Embora o método rápido de substituição não possa ser usado рага 
determinar todas as constantes, ele pode ser usado para acharmos as constan- 
tes, como A no exemplo acima, que correspondem a fatores não repetidos 
Na realidade, 


(300)? + (460) +2 _ 
(0+ 1) ka: 


entào À = 2. 

O método rápido de substituição também é efetivo para determinar c 
numeradores constantes das frações parciais que envolvem potências eles =- 
das dos fatores repetidos. (Por qué?) No exemplo acima, por exemple 


GX- + @(—1)+2_„ 


(-1) 


de frações parciais envolvendo restos de potências dos fatores repe 
como B, no exemplo em consideração. 
achados igualando-se os coeficientes. 
Por exemplo. temos agora 
3x2 +4x+2 2 Bi 1 


xxl] x x«l ч 


e 
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Para calcularmosB,. multiplicamos ambos os lados da equação por x(x = 

1) para obtermos 3x* + 4x + 2 = Ax + 1) + B, x(x + 1) — x; isto é, 
3x? + 4х + 2 = (2 + Bij? + (3 + Bx + 2. 

Tgualando os coeficientes de poténcias de mesmo grau, temos 3 = 2 + В. 

е4 = 3 + B,. Portanto, B, = 1, e 
3X +4x+2 2 ‚ 4 
xxi x x+1º (+1) 

Funções racionais da forma P(x)/Q(x), onde os denominadores são 10- 

talmente fatorados em fatores lineares, podem ser ums em termos de 
r x 
— pm: Uma vez que S 
(ax + by A | (ax + by 

facilmente calculada usando a mudança de variável u = ax + b, vemos que 


frações parciais da forma pode ser 


| Qi) pode sempre ser calculada. Isto é ilustrado pelos seguin- 


tes exemplos: 


Calcule as integrais dadas. 


fas + 4х+2 iy 
x(x + 1)? 
SoLução 
Usando a decomposição acima, temos 
[3x2 + 4x + 2 с [2 1 1 
2 07 SANT = | [Uq dx 
Br de | Et (x + 1) 
E dx «f dx _ 
x Jx+1 j(xely 
1 
-2m |x| +1 x +1| +. +C 
+1 
1 
ы 2 = 
=! |x| +t 1+ FC 
1 
= А 1 " З 
In |x?(x + Ate 
3 35-2 
2j P aa 
SoLução 


6-2 130-0 A do, В 
x—x'* x(x-1 x x 


€ Az = 2. Logo ми РЕБ... 
x(x—1) x 


igualdade de coeficientes, temos 3x — 2 = Ayx(x — 1) + 2(х — 1) + x° 
= (Ai + Ix? + (— A, + 2)x — 2; 
portanto, A, + 1 = бе -A, + 2 = 3, logo A, = —1. Logo, 
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Conjunto de Problemas 5 ¿.. 


ы 


Nos problemas 1 a 24, ache o valor das integrais. 


xli 
Е а 2 a. pe 
пе" | ie 
7 xdx s рж 52 — x — 22 p 8+7 _, 
-— E "Tob же. de 
| Dc DG + 2) ПЕ яга O o 
: 2x41 š [E аша е 
Ara a É 
nd 
wp 08 ui 
< (E+ 1 — 41 +3) Е 
x? dx ; 
B 14 dx T 
x +x—6 | * —a d 
г 2х dx E х +1 
|= S 17 їй = ee 
(xx 98-1) ! (а Зах)" 
r x+3 ў x4 ; 4х2 — Ix + 10 
B c 20 5 : d [eu 
Ver RT {тг Fa Е ау“ 
p Зх 12 : а22 de ; (2) dt 
ДГ жыйа аа Lr че ia 
ПЕ зх а)“ lg =4+3) ME DG + 3: 
Nos problemas 25 a 30 ache os valores de cada integral definida. 
A xd. 
» x dx 26 [ 5t See 
+, (x xa 2) Ao d9—20) 
nv dra (Egi Bio а 
E 4t еш ырчы +6 iii 28 x? + Зх € ннн М, 
E (c- oe = 1) š 
29 
т b _ Qx+b a bc—aud 
31 Calcule | 2+ = 0. [Sugestáo: EX ЖЕ аА 
Me аы SERE e = 
32 Calcule m com a + b. 33 Calcule |= бый siis 
(x— al — 5) Ee ZS 5 
dx 


| 34 É verdadeira a igualdade Qu d Tie- 


XT 


— dx de duas maneiras: 


6 


(a) completando o quadrado no denominador e substituindo роги = x — “a. 
(b) fatorando o denominador e usando frações parciais 


|. 35 Calcule 


xix 
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36 Calcule lis a dx. 


37 Calcule a área da região do primeiro quadrante limitada por (x + 2? y = 4 — x. 

38 Calcule o volume do sólido gerado pela revolução da área do problema 37 em torno 
do eixo x. 

39 Para o estudo da produção de ions por radiação é necessário lidar com a integral 


Ж. E 
| “~ ondeq e a são constantes pos 


E as. Calcule esta integral. 

19 = ах? 

40 А equação diferencial dy/dt = aK1 — (1 + b)y][1 — (1 — Бу] é aplicada para o 
cálculo da velocidade de reação entre o álcool etílico e o ácido cloroacético. Nela, 
a, ke b são constantes positivas. Resolva esta equação diferencial. 

41 A equação diferencial dx/dt = k(a — x)! é usada para o cálculo da velocidade de 
reação entre ácidos brómicos e hidrobrômicos. Nela, a ek são constantes positivas. 
Resolva esta equação diferencial. 

42 Ache o comprimento de arco da curva y = In (1 — х?) dex = Oa x = Ya, 


400x? + 1300x — 900 
x(x — Dx + 3) 


43 A função custo de um certo produto é dada por C'(x) = 


onde x é o número de unidades produzidas. Se para produzir 2 unidades o custo é 
de Cr$ 47.00, ache uma fórmula para C em termos de x (suponba que x > 2). 

44 Explique por que toda função racional cujo denominador é fatorado totalmente em 
fatores lineares possui uma integral que pode ser expressa em termos de funções 
racionais e de logaritmos (de valores absolutos). Suponha — como de fato é — que 
tal função racional sempre pode ser decomposta em frações parciais. 

45 Ecologistas usam às vezes o seguinte modelo simplificado de crescimento para a 
população q de uma espécie de reprodução sexuada. A taxa de natalidade depende 
da frequência de contatos entre machos e fêmeas, logo. é proporcional а 4°. À taxa 
de mortalidade é proporcional a 4. Logo, dgldt = Bg* — Aq, onde B e A são 
constantes de proporcionalidade. Resolva esta equação diferencial separando as 


variáveis e integrando. 


6 


Integração de Funções 
Racionais por Frações 
Parciais — Caso Quadrático 


Agora voltamos nossa atenção para o problema de integrar uma função 
racional P(x)/Q(x) cujo denominador Qfx) não pode ser totalmente fatorado 
em fatores lineares. Pode ser provado que todo polinômio Q(x) de coeficien- 
tes reais pode ser fatorado em um número finito de polinômios, que podem 
ser lineares ou quadráticos. E ainda, os fatores quadráticos são irredutiveis— 
isto é, não se pode fatorá-los em fatores lineares. Por exemplo: 


= 3x2 + 2 = (x — Dx? + 2x + 2)x + 1)(x — 1), 


que pode ser provado multiplicando-se os fatores da direita. O polinômio 
quadrático x? + 2x + 2 não pode ser fatorado em fatores lineares (a não ser 
que se introduzam números imaginários); portanto, é irredutível. 
e um polinômio quadrático ax? + bx + cé irredutível — 
eleéir irredutível se e somente se o seu discriminante, b? — 4ac, é negativo. Por 
exemplo, x? + 2x + 2 é irredutível, uma vez que seu discriminante 2? — 
(0000) = —4 é negativo. 

Como na Seção 5, podemos supor, sem particularizar, que P(x)IQ(x) é 
uma fração própria e que todos os fatores comuns foram cancelados de 
numerador e denominador. 


xq xt — 


6.1 Caso em que o denominador envolve fatores quadráticos 
irredutíveis diferentes 
Suponha que o denominador Q(x) de P(x)/Q(x) é fatorado em polinômios 
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quadráticos e lineares irredutíveis, mas que nenhum dos fatores quadraticos 
estejam repetidos. Novamente, procuramos decompor P(x)/Q(x) em frações 
parciais apropriadas. Isto será conseguido da seguinte forma: 

Para cada fator irredutível não repetido ax* + bx + c no denominador de 
x+B 
2 +bx+c 
para se obter a decomposição de P(x)/Q(x). Novamente é necessário deter- 
minar À e B, digamos igualando os coeficientes. Frações parciais correspon- 
dentes a fatores lineares devem ser tratadas como na Seção 5. 


PLOJO(x). deverá corresponder uma fração parcial da forma — 
a 


Decomponha a fração racional dada em frações parciais 


8x? + 3x + 20 
x + х* + 4x + 4 
SOLUÇÃO 
Fatorando o denominador. obtemos 


x + x2 + 4x + 3 = x2(x + 1) + 4(x + 1) = (x + DG + 4). 


O fator quadratico x? + 4 é irredutível, portanto devemos obter uma 


Ax+ B 
fração parcial da forma == Devemos também introduzir uma 
x + 


1 correspondente ao fator linear x + 1. Consegúente- 


fração parcial 


mente. 


хї+хї—4х+4 (xe +44) x2+4 х+1` 


8x? — 3x — 20 8x2+3x +20 Ax+B € 
i 


Podemos calcular a constante C pelo método da substituição como na 
(8)(— 1} + (3)(— D+ 20 


Pra e C = 5. Portanto, 


Seção 5: assim. € = 


Bx? +3x+20 Ax B, 5 


(x+ D + 4) wu e 


Multiplicando ambos os lados da última equação por (x + 1)? + 4) e 
agrupando os termos da direita, temos: 


8x? + 3x + 20 = (Ax + Вх + 1) + 5(x? + 4) 
ou 
Bx? + Ax = 20 = (A + 5)x? + (A + B)x + (В + 20). 


Igualando os coeficientes de mesma poténcia, temos 8=A+5,3=4+ 
Be20=20+ В. Portanto. B=0,4=3€ 


В? +3х 20 Вх AO (5 
rd (х+1( +4) x64 xl 


Зх? + Hx - 16 
(x? + Dx? + 4x + 13) 


SOLUÇÃO 


Mp a 16 АВ. +D 
ба 102 4х + 3) xd x2+4x+ 13 
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Multiplicando por (x? + 1)(x? + 4x + 13), temos 


Зх? Ix — 16 = (Ax + B)(x2 + 4x + 13) + (Cx + рух? + 1) 


ou 
3X + 11x — 16 = (A + Cy? + (44 + B + Dy? + (13А + 4B + C)x + (13B + D} 


Igualando os coeficientes. temos 


| 3=4+C 

¿ 0=44+B+D 
112134 -4B- C 

|-16-18+0. 


Resolvendo para A, B, C e D (digamos por eliminação), obtemos A = 1,B= 
=1,C=2eD = —3. Portanto, 


El x-i, 2-3 
(x? + 102 + 4х + 13) x241 хї+4х+13` 


Assim que uma função racional seja decomposta numa soma de frações 
parciais ela pode ser integrada, integrando-se cada fração parcial. Já vimos 
na Seção 5 que não há problema em integrar a fração parcial correspondente 
aos fatores lineares (repetidos ou não) do denominador. As frações parciais 
correspondentes aos тшш rg ODE irredutíveis não repetidos do deno- 

X: ; 

7 ta + A integral| ы 
ах? + bx + c tax + bx + c 
ser determinada completando-se os quadrados do denominador (se necessá- 
rio) como na Seção 3.1. 


minador tém a forma 


dx pode 


EXEMPLOS Calcule as integrais dadas. 


SOLUÇÃO 
Nos exemplos anteriores (veja Exemplo 1) vimos que a decomposição do 
integrando em frações parciais é 


8х2 +34 +20 Зх " 5 
(+ 12 +4) x3 x4 xr 
Logo, 
р 827 д3 | — dx y dx 
(Ayo leal 


=3 In (17 + 4) + 5 In [x+ 1| 4 C. 


х 3% = 
s |. SE +11% — 16 & 


1 + 1)(х? + 4x + 13) 


SoLucAo 
Usando a decomposição do integrando em frações parciais como foi visto nos 
exemplos anteriores (veja Exemplo 2), temos 


Зх? + 11х— 16 


| ig D ax 13) e 

px 1 2%—3 

= = x 
т ана 

_[ xdx + dx a 2x—3 к 

EL Las 2x2 + dx + 13 
[ хах rodx г 2х+4 r dx 

= m3 9 " 
tra gt T Ies 

=з (1) tani x in ас 3) Tun! (27) «c 

2x—3 Р š 
onde| -3 лу уу dx foi calculada somando-se e subtraindo-se 7 ao 
1х? + dx + 13 


numerador e separando a integral em duas outras tais que na primeira o nu- 
merador é a derivada do denominador. Na outra completaram-se os quadra- 
dos e usou-se a substituição u = x + 2. 


3х3 + 2x — 2 d 
=s «dx 
xx? +2) 
SOLUÇÃO š 
> 3x!'42x—2 А B Cx+D А 
Aqui temos xe + 2j = + E + [OE Pelo método da subs- 
-2 
tituição. B = S 1. Fazendo B = — 1, temos 


Зх? + 2x — 2 = Ax(x? + 2) — (x? + 2) + (Cx + D)? 
- = (A + C)x + (D — 1)x? + 24x - 2. 


Igualando os coeficientes, obtemos 3 = A + C, 0 = D — 1 e 2 = 24; 
portanto, A = 1, C = 2e D = 1. Conseqüentemente 


rax? 
| w. 


6.2 Caso em que o denominador envolve fatores quadráticos 
irredutíveis repetidos 
Agora consideramos o caso em que o denominador, após ser totalmente 
fatorado, envolve fatores quadráticos irredutíveis repetidos. Depois desses 
fatores, bem como os lineares, serem agrupados por meio de expoe 
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frações parciais correspondentes a (ах? + bx + c)" são as que aparecem 
expressão 


Aix + By 
ах? +bx+ (ax + Бх с)? 


+ B; met Ах + В, u 
7 (ах? + bx + 0) 


Novamente, А,, Bi. Ay, Bs, ..., Ay, By devem ser determinados, dig 
mos, igualando os coeficientes. 


EXEMPLOS Decomponha a fração racional dada em frações parciais. 


1 x +x+2 
x(x? + 1)? 
SoLUCAO 
X*x-2 A, Bx4C Dx + E 
x(2+1 x a flo pri 
Aqui, a constante А pode ser achada pelo método da substituição. 
(0) +0+2 
Wem li = A,ou A = 2. Para calcularmos B, C, D e E, faze- 


mos A = 2, multiplicamos ambos os lados da equação por x(x? + 1)? para 
excluir as frações e obtemos 
x? +x +2=2(x? + 1)? + (Bx + C)x(x2 + 1) + (Dx + E 
= (2x* + 4x2 + 2) + (Bx* + Cx? + Bx? + Cx) + (Dx? + Ex) 
= (2 + B)x* + Cx? + (4 + B + D)y? + (C + Е)х +2. 


Igualando os coeficientes dex de mesma potência em ambos os lados dz 
equagáo acima, obtemos 


0-24B 
11=с 
0-44 B4D 
I=C+E, 


Resolvendo estas equações, temos B = —2, C = 1, = —2e E = 0. Portanto. 


х +х+2 2 2x-1 dx 
+ x pt GIP 


х? – 2X* + 2x) x-2 


2 
xXx? + 1) 
SoLução 
X'-2x* 423 -x-2 A B, Cx+D Ex+ G 
xx? + Т)? UE € gal (xl 
Pelo método da substituição, achamos B = —2. Logo, 


x — 2xt + 2x? + x — A 2 Сх+р Ex+G 


JE $ HE ww 


Eliminando as frações, temos 
x5 — 2х4 + 2 + x — 2 = Ах(х? + 1)? -2(x? + 1 
+ (Cx + Dy? (x? + 1) + (Ex + G)? 
(Ах? + 24x? + Ах) — (2x* + 4x? + 2) 
+ (Сх? + Dx* + Cx? + Dx?) + (Ex? + Gx?) 
= (A + C)x5 + (D — 2)x* + (QA + C + Ex 
+ (D + G — 4)х? + Ax — 2. 


Igualando os coeficientes, temos 


=D+G-4 
= A. 


l 

-2 

s 8 
0 

1 
Este sistema nos dá: А = I, С = 0, D = 0, E = 0 e G = 4. Portanto, 


х – +23 +x—-2 1 2. 4 
x*(x? 4 1)? (х2 + 1)” 


Para integrarmos funções racionais contendo fatores quadráticos irredu- 
tíveis repetidos do tipo ax? + bx + c é necessário que possamos integrar fra- 
ções parciais da forma AB . Após completar os quadrados, se 

(ах? + bx + cf 
necessário, da expressáo ах? + bx + c e fazer a mudanga de variável usual, а 
integral desejada pode ser reescrita como 


A integral | GA pode ser obtida com facilídade usando-se a 
(au? + q 
du 


(au? + q)" 
pode parecer um desafio maior. Uma vez que o polinômio quadrático, origi- 
nal ax? + bx + c é irredutível, pode ser demonstrado que д/а > 0. Portanto, 
podemos fazer a substituição и = Vg/a w e obter 


E dw e 
¿ya a dw 


CES El ENTE 


substituição + = аи? + q (problema 36). Entretanto a integral | 


Í du = 
< (a? +q 


A integral desejada pode ser achada, uma vez que sabemos calcular uma 
he 


(DE A substituição trigonométrica w = tg & 


integral da forma 


transforma a última integral emf cos! 8 40, onden = 2(k — 1) (problema 38) 


Deste ou de outro modo (problemas 39 e 40), f or pode sempre ser 


Calculada. 


EXEMPLOS | Calcule 
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| ? 


SoLução 
Devemos aqui decompor o integrando em frações parciais. Pelo Exemplo 1 
da última coletânea na página anterior, 


era 2 Rel 28 
xx'-1P x +1 (e 
portanto, 
RE poene. E exi г 2хйх 
rm A 341 =) лг 
dx p2xdx ү dx г 2x dx 
2-те 
1 
! x +C. 
x x + 


=2tn |х| — In (x? + 1) + tan” Ti 


onde a segunda e quarta integrais foram resolvidas usando-se a substituição r 


= xt + 1. 
[x5 —2x*--2x* x —2 
2 Calcule E 
| ex © 
SOLUÇÃO 


Pelo último Exemplo 2, 


ar, 1 A. ^4 X 
xt(? + 1)? "= x qu 
portanto, 


х5 – 2х* 42x! + x—2 dx dx ( dx 
xo? + 1) = 0-2] ha 
апт! x 


x 
ARE A ua 
= In 1+2 + a + 01+ 


onde foi usada a substituição trigonométrica x = tg 0 para calcular 
р dx j Р 
! к dx = sec? 0 d0 e 
| г вес2000 гвес2040 г do 
(e Ei mimar: А. 
sen20 0 sen ð cos 0 


= e ч, Y. Ps penali 
= | cos 0 do + = > + 2 +C. 


Usando um triángulo retángulo apropriado temos Ө = tg! x, send = 


xiy + Í e cos 0 = 1/ + 1, e assim: 


dx tantx_ 1 x 1 
Ak T M 


ge^ 3 "eI Jen 
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Conjunto de Problemas 6 


Nos problemas 1 a 22, calcule cada integral. (Cuidado: Alguns integrandos podem 
secessitar de uma divisão preliminar e outros de decomposição em frações parciais 
dicetamente.) 
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ip d z [$9851 з |+ 3) ax 
*(x— DG +4) x5 9x | x@+ 1) 
do] x—3 
5 ad 6 — t 
2425) É 1 2x2 — 12x + 19” 
px + 2x2 + 7x +2 6x? – 8х – 1 
8 Ez 1 i 
Pass * á s 
: dy 16 dx " 
ю n 
1 (y- 29? + 4y + 5) xay ч 
ISO – 32 4201—1 р dx ; 
Eder шс d == E sC шы: 
B í + 92 ° 318 + 1 151) 
2у? ху + 4х3 42 4x? dx 
16 dy Ni — d: — 
yx yay? x° 4x + dx * 8 neuer 
(21 + 2)d 2 d) 
» (+ ) de . 20 x x 
42+ 2t + 2) + (x — yo? — x + 1) 
í d: 3x? + 8x +6 
Jd ы a 8 dx 
dx 43x + 7x45 х + 4х? + 6x + 4 
Nos problemas 23 a 28, calcule cada integral definida 
Po (+10 SO de am 8x dx 
за 24 WI n—— eu 
do (t+ 12 + 1) | 2 L (2х + 1)(4x? + 1) 
(2 4dx 5х%—х%+2х%—х+2 
26 27 = I 28 ad 
la TET EST len Ө 
Nos problemas 29 a 32, ache a mudança de variável que reduz cada integrando а 
ama função racional 
» i- cos x dx dx 
7 sen? x +sen? х + 9senx + 9 Pq 1 
Зе + ех —2 "rei 
Bi [EE Ne pe э? dx 


e (es 1 


i Р? iid ах? = bx! — ex + d 

33 Ache a decomposição em frações parciais de REP 
xX 

ах? + bx? + ex + d 


3⁄4 Ache uma fórmula para Í IY 


Ea 


EM) 
S + бХ +, de duas maneiras: 
ху + 2х + x 

(a) usando а substituição и 


35 Integre 


x9 99 + 8. (b) usando frações parciais. 


36 Ache uma fórmula para | 


37 Suponha que ax* + bx + c é irredutível, isto éb? — 4ab < 0. Complete os quadrados 
e faça uma mudança de variável apropriada tal que ax? + bx + c = au? + q, e então 
prove que 4/9 > 0. 
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38 Prove que a substituição trigonométrica w = tg 6 transforma a integral 


em cos' 0 dó. onde n = Xk — 1). 
39 Prove a seguinte fórmula de redução: Para k > 2. 


diy Es 1 w Е 3 
rip 2k-2 Qe 23 3l Таз Do 


i 


40 Mostre que [ i 28 onde k é um inteiro positivo, sempre pode ser expressa 


x? + 1 
em termos de funções racionais e da função arco tangente. (Sugestão: Use pro- 
blema 39). 


41 Use a fórmula de redução do problema 39 para calcular 
dw 
(w: + 1P 


(o) | 


42 É uma verdade da álgebra que toda função racional pode ser decomposta em 
frações parciais. Mostre, portanto, que a integral de toda função racional pode ser 


expressa em termos de funções racionais, arco tangente e logaritmos (de valores 
absolutos). 


š a { 4х 
43 Uma integral da forma | —— 7. — 
< (a — bx) (c — x) 
positivas, tem que ser calculada para determinar o tempo necessário para uma 
esfera homogênea de ferro dissolver-se numa bácia de ácido. Faça a mudança de 
variávelN/a — bx = z e mostre que o integrando se transforma numa função racional 
dez. 


44 Ache uma fórmula para a integral do problema 43. 


, onde a, b e c são constantes 


7 Integração por Substituições 


EXEMPLOS 


Especiais 


Nesta seção examinamos algumas substituições especiais que podem ter 
efeito quando o integrando contém senos e co-senos ou quando o integrando 
envolve variáveis com poténcias fracionárias. 


— mn, pode ser eficiente. No primeiro case. 


Calcule as integrais dadas 


dx 


Lie yx 


SoLUÇÃO 
Fazendo z = Vx e x = z, dx = 22 dz temos 


fp dx 
| 


Apu e 
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2z 


+z 
pelo denominador para obter um quociente 2 e um resto —2. Logo. 


Uma vez que é uma fração imprópria, dividimos o numerador 


2— Ty Segue que 
dx 2z dz 2 r dz 
wu 20-12) de=2 [de a (ção 


=2-2m|i+z|+C=2/x-2n [1+ /x|+ C. 


SoLucáo š 

Poderíamos fazer z = Vx, mas com alguma prática parece melhor tentar z = 
VT Vx. Entàoz? = 1 + Wx, 22— 1 = Wxetemos x = (22 — 1)". Em particular, 
temos dx = 3(z* — 1)%(2z dz) = 6z(z* — 1) dz, logo 


s Pa Tig. 1} dz 


z 
5 3 
=6[( 22s na - 2) $e 
1 3 5/2 3 3/2 
EPIA 20:18? ym 4C. 


SOLUÇÃO 
Fazendo и = {/7, tal que t = и* e dt = би du. Logo, 


dt 


Gus du үе (im 
Ju-I' 


A q 
u$ — Jus iu и 


é uma fração imprópria, dividimos o numerador 


v 


Uma vez que 


утаа 
pelo denominador para obter о quociente и? + и + 1 e resto 1. Assim, 
1 


v rutlt——, 
u-1 


ioa 
Ie +u lu=1]) +0 


=2/1+3/1+69t+6n | -1 -C 
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Naturalmente se o integrando envolve uma expressão da forma Yu. 
onde u é uma função de x, então a substituição z = Sae faz necessária. Tal 


substituição foi eficaz no Exemplo 2 acima. Outros exemplos são dados 
abaixo. 


EXEMPLOS Calcule as integrais dadas 


ml 
| xy/x — 3 dx. 
“a 


SOLUGAO 
Fazendoz = Vx — 3, tal quez? = x — 3,х = 2° + 3, dx= 2zdz,z = 1, quandor 
= 4e z = 3 quando.x = 12. Logo, 


12 


ET E e 
| ху/х - 3dx = | (22 + 3) (22 dz) = 2 | (2º + 322) dz 
"a "t e 


E (5 +22) k TA 
2 ( ( i dx 
SoLução 
Fazendo z = (3 + х)", tal quez? = 3 +x,x=2%-— 3, dx = 322 dz, temos 
j ТАЕ de PEE =: G2 de) = 3 | (2? — 6z° + 10z) dz 
== E + 15:22 +C 


3 
a0 x99 - DO x? + 150 xj + C. 


7.2 Integração de funções racionais de seno e co-seno 

Sabe-se que a substituição z = tg(x/2) reduz qualquer integrando que e 
uma função racional de sen x e cos x em uma função racional em z. As 
fórmulas apropriadas aparecem no seguinte teorema: 


TEOREMA 1 Substituição pela tangente do arco metade 
Suponha que z = tg (x/2). Então 


(ii) sen x = i 


T 2dz 
iii) dx = š 
© da I4 
DEMONSTRAÇÃO 
Seja z = tg (x/2). Então, usando a fórmula do arco duplo, temos 
x 2 2 
qae 205 fios A um A 
2 sec? (x/2) 1 + tan? (x/2) 
2 1-2 
=—3-=1= z 


1+ 22 ETT 


EXEMPLOS 


TÉCNICAS DE INTEGRAÇÃO zm 


e é válido o item (i). Também 


ösen? cos É = y 8862) az 
sen x = 2sen cos > = cost) O 2 


= tan > (o E 
шу S X т = 


e é válido o item (ii). Para provar (iii), note que z = tg (x/2) implaca que 


de= (о) iren) dem as; 


dz , 
logo. dx — Tag como desejado. 


1+ 


Os exemplos seguintes ilustram o uso da substituição pela tangente do 
arco metade. 


Use a substituição pela tangente do arco metade para calcular as integrais 
dadas. 


і ах 
*1—cosx 
SOLUÇÃO 
Fazendo = = tan É , tal que cosx = 2 temos 
š LF% 
2dz 
142 1 + 
2s „вае 
z =. 
2 


Í dx 
+ вепх — cosx +1 
SoLUÇÃO 
Fazendo z = tan (x/2), tal que sen x= i 7 z COS x = : = 
temos 
2 dz 
Í dx = | 142 = 
¿senx—=cosx+1 | 22 vr , 
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Conjunto de Problemas 7 


Nos problemas 1 a 18, use uma substituição apropriada da forma z = V xe calcule 


cada integral 
dx 
1 
hem 
x dx 
e |— ÚsŠə 
k. 
w Í ex 8 


x 


ij dx 


4+yx 


sje 


2g 


2 


Nos problemas 19 a 24 use uma substituição apropriada da forma z = Vu, onde u é 


uma função de x, e calcule cada integral. 


dx 


UJ 


15 16 


21 |sen x cos x/1 +senx dx 2 


x H 
3 ¡E 
[EEE TE T ы 


cada integral. 

3s. [258 26 
13+ 5ѕепх 

a | 29 
senx-4/3cosx 

dt 

a las 2 
sen t + cost 

a (== __. 34 


1 +sen x + cos x 


Nos problemas 35 a 38, use a substituição x = 
cada integrando e entáo calcule cada integral. 


dx 
g e 
`x l+ x? sa 
^ 4 
a js 38 


x 3x —2х -1 


39 Se: = tgh (x/2), mostre que 
„its 


(a) cosh 


9 [x3 2x5 та 10 
12 [x*/1* 2x dx 13 


1 (1+ xP 


xS – 2x* dx 
x2(4x + 1)? dx 


x dx 


1 
18 dx 19 
! х $ 


e /1— e dx 


3e2x 


dx 


жт 


1 


Nos problemas 25434, use a substituição da tangente do arco metade para calcular 


sent 


»1+cost 


sect 


+ 1+sent 


dx 


*csex — cot x 


sec 0 csc 0 40 
3+5cos6 


1/t, dx = —dt/E para simplificar 
dx 
xx? + 2x 


dx 


3: (b) senhx жы ы e (c)dx 


х/х + 4х—1 


24: 


и (sax + 1dx 
14 Í x(1 + х)? dx 


х? dx 
n [o 


20 [eT dx 


| соз x dx 
senx cos x +sen x 
Í du 

+ 2cscu —senu 
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B 


Nos problemas 40 a 42, use a substituição sugerida no problema 39 para calcular 
cada integral. 


dx 


" dx 
ех 


a scs sens se | 


Nos problemas 43 a 50, calcule cada integral. 


ARI Tis 4 [ Joss 
°з 


93 = -t Ya 
“<| Vx, s E 
` 1+./x veg aped 
p" cos x 2. t +1 
49 | — so | = dt 
do 2+senx 1 t 
^ — 5x 
51 Calcule a área da região limitada pelas curvas y ==, y = 0e x = 9. 
Lx 


52 Calcule o volume do sólido gerado pela revolução da região limitada pelas curvas y 
=x + Vx + le y = Oentre x = бе x = 8 em torno do eixo x. 


Conjunto de Problemas de Revisáo 


Nos problemas 1 a 90, calcule cada integral. 


1 ( cos? 2x dx 2 (еп? ах cos? 4x dx з [sen? 3x cos? 3x dx 

4 | cos xsen? x dx 5 [sen* (1—2x) ax 6 fen” $ cos% ax 

7 [sen7?? 5x cos? 5x dx 8 fent ao 2 dx 9 [sen? (2 — 3x) dx 

Tm Ж 210-2 

10 | cos? dx 11. [ (senx — cos x)? dx 12 [sen? (1 — 2x) cos? (1 — 2x) ¿x 
3 ; cos? (31/2) 

13 |sen? 6x cos? 6x dx 14 |sen* 4x cos? 4x dx 15 aya" 

16 [sent ax 17 [sen 8xsen3x dx 18 | cos 13x cos 2x dx 

19 [sen xsen 2xsen3x dx 20 | cos 3x cos 5x cos 9x dx 21 [tan* Qx — 1) dx 

22 (cot* (2 — 3x) dx 23 [x tan? 5x? dx 24 | x? cot? (5 — x?) dx 
; cos (tan x) po dx 

Ф 2 2 — 27 |—— 
25 | (sec t — tan t? dt 6 | cxi. 4 lay 
28 | /1 + cos x dx 29 [ sect (1 + 2x) dx 30 |esc* (3 — 2x) dx 


31. ( tan? (2 + 3x) sect Q + 3x) dx 32 [cot (1 —x)esc* (1—x)dx 33 | 
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55 


61 


67 


70 


76 


79 | 


50^ -30 + 1) 


In (2 + 16) dx 


?? cos 3t dt 


xe” 


lat 


еЗ" cos? x dx 


x^senx? dx 


T an 
y -—y-tl dy 


dx 


! x1 * x) 


3x+1 
ipd + 1) ^ 


dt 


ly 
„+3 


4у 


р dx 
B E 
ü ys 
38 |./4 — 9x? dx 
af E 
"x: +6х +13 
44 Í /x In 2x dx 
47 | (x + 2)ез dx 
50 [sen(In x) dx 
53 [e cosh x dx 
56 | sec? Sx dx 
59 | 52 cos (- 32) dx 
po 2x41 
в [—.— x 
de 
(+6 +4 
65 
104+ 52 +4 
t cos? 1 —sent 
a енот cms 
cos? + 
553 e/ 
a шын 
* ® 
"т. 
м [VU 1, 
Jx-1 
T Í In x? + 3 dx 
80 
po dx 
83 = 
+ 10+ 11 cos x 
86 cot x " 
+ cot x + esc x 
" 
89 dx 
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l ema р 


42 


45 


51 


72 


75 | 


78 


87 | 


E 


ay dx 


dx 
mm 


ya 


dx 


1/84 4x—4x? 


sen"! 2t dt 


(x + 1)e7* dx 


fran! Ix dx 


£?*sen? x dx 


"е 


RI 
(x — 2098 + 9) ^ 


t xdx 


y In Y5y + 2 dy 


cos x dx 


а? cos x + b2sen x 


TÉCNICAS DE INTEGRAÇÃO s 


Nos problemas 91 a 122, calcule cada integral definida. 
ча E T 


91 | cos x cos 5x dx 92 | sen? 2 cos? 2 de 93 | ue nes 
° lo ser 
al a 
94 | хлап !xdx 95 | (In i de 96 | 
° ^" 
к an x 
97 | P nidi 98 |sen? x dx 99 | дап 30.22 
А ° T 
à 
100 | cosh* x dx 102 
B 
ло /Ë —25 ^ 
юз| Ad 105 | 1+ cos jx 
ls t 1 3 
„йз 
14% | ж д 
wa Г cos x 
ELE TT (2 dx 
x9 [ AE us 110 NET. == 
то х + 2х? +1 tua x/5x? + dx 1 
Em "A 
12 | (ох x2)22 dx из im HE 
"e a y x(x + 1) 
Edi Eu dt 
vá | т 16 
[s 
E , ——— 
118 119 120 | Jar xx 
16 y ` to 
x 
01 — m Í 


“wa sen x + tan x 


123 Determine as constantes A e B tais que 


esend + dcos0 | ecos 0 — fsen0 
esend+ f соѕ0 — esend + f cos 0 ` 


г csen0 + d cos 0 


Ë " "mr do: 
Obtenha então uma fórmula para a integral |. f cos 


dt 
para 0 < t < 1. Mostre então que Í JE 


124 Mostre que 


E 


«sen! x, ondeQ « x < 1. 


dx 


125 Calcule a integral | 


x + 5 


= —g(x). 
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129 Obtenha a fórmula de redução 


x"'(nx" n 


|а) dx má 


[xn xy! dx = 
Hon nr d т+1 


130 Use considerações gráficas para provar que 


ES 2x 
sen? (di = Í cos?" t dt, 
to *e 


131 Calcule a área sob a curva y = Ya? — Ya lnx dex = lax = 4. 

132 Calcule a área sob a curva y ?е- entrex = Oex =l. 

133 Calcule a área limitada por um arco de y = sen? x dex = Qax = т. 

134 Calcule o volume do sólido gerado pela rotação da região limitada pelas curvas y = 
xInx, y = 0 e x = 4 em torno do eixo x. 

135 Calcule o volume do sólido gerado pela rotação da região limitada porum arco de y 
7 senx e pela reta y = 0 em torno da reta y = —2. 


136 Se a velocidade v em pés por segundo de uma partícula que se move sobre uma 


linha reta é dada рог» = Ż 
rr 
desde z = | segundo até £ = 3 segundos. 
137 Calcule (7? v/T + (dyldx)° dx, se y = In (cos x). ы 
138 Ache o Comprimento do arco da curva y = In x dex = 1ах = УЗ. 
139 Ache o comprimento do arco da curva y = In (csc x) de x = 7/6 a x = 7/2. 


140 Calcule a área gerada pela revolução do arco da curva у = е^ desde x = бах = lem 
torno do eixo x. 


«ache a distâncias em metros que a partícula viaja 


eixo polar 


eixo polar 


P = (r, 8) em 
coordenadas 


polares 


COORDENADAS POLARES E 
ROTACAO DE EIXOS 


Até agora nós especificamos a posição dos pontos no plano por meio de 
coordenadas cartesianas: contudo, em algumas situações é mais conveniente 
usar um outro sistema de coordenadas. Neste capítulo, estudaremos о +s- 
tema de coordenadas polares, a conversão das coordenadas cartesianas para 
polares e vice-versa, os gráficos de equações polares, área e comprimento de 
arco em coordenadas polares. Neste capítulo, também está incluída a ror 
ção de eixos coordenados. 


Coordenadas Polares 


A fim de estabelecer um sistema de coordenadas polares no plano. 
escolhamos um ponto fixo O, chamado pólo, e um raio, uma semi-reta 
orientada fixa (ou semi-eixo) com origem O denominada eixo polar (Fig. 1) 
Um ângulo na posição padrão tem vértice no pólo O e o eixo polar como seu 
lado inicial. 

Agora, seja P um ponto genérico do plano e sejar a distância entre P e o 
pólo O, assim r = |OP| (Fig. 2). Se P # O, então P pertence a uma única 
semi-reta determinada com origem O, e esta semi-reta se constitui no lado 
terminal de um ângulo na posição fundamental. Denotemos este ângulo. 
medido em graus ou radianos (conforme seja necessário), por 6 e denomine- 
mos o par ordenado (ғ, 6) como coordenadas polares do ponto P. (Como de 
costume. ângulos positivos são medidos no sentido anti-horário.) Portanto. 
em coordenadas polares 


As coordenadas polares (1,8) estabelecem a posição do ponto P em 
relação a uma "grade" formada por círculos concêntricos com centro em O е 
semi-retas partindo de O (Fig. 3). O valor der localiza Р num círculo de raio r 
o valor de 6 localiza P numa semi-reta que é o lado terminal do ângulo & 
posição fundamental, e P é determinado pela interseção do circulo com 
semi-reta. Por exemplo, o ponto com coordenadas polares (r.8) = (4.240 
apresentado na Fig. 3. 

Se r = 0 no sistema de coordenadas polares, temos que o ponto ie. 
coincide com o pólo O, não importando qual seja o ângulo Ө. Tambem 
conveniente admitir r negativo, convencionando que о ponto (i-r? = 
localizado а |r| unidades do pólo, mas numa semi-reta oposta a de ° 
sobre o raio 8º + 180º (Fig. 4). Assim, (—7,6?) = (1.8% + IN ou 777 = 
(7.0 + т) para 0 em radianos. 

Ao contrário do sistema de coordenadas cartesianas. um porto # 
muitas representações diferentes no sistema de coordena 
temos apenas, como acima, (1,0%) = (—r,6? + 180°). mas temos 
= (1,0% + 3609) = (1,8% — 360º), uma vez que +360 correspo 
completa em torno do pólo. De fato. se т é um inteiro guaic-e 
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Fig. 3 270° 


8° +180° 


Fig. 4 9° + 180º 


Se dissermos "' Determine o ponto polar (r,9)"”, ou * Determine o ponto 
(r,8) no sistema de coordenadas polares”, entenda: desenhar um diagrama 


mostrando o pólo, o eixo polar e o ponto P, cujas coordenadas polares são 
(1,9). 


Determine os pontos (2,11/3), (4,37/4). (—5/2,/6). e (2, —/4) no sistema de 
coordenadas polares. 


SoLução 

Para determinar o ponto polar (2,77/3), construímos um ângulo de 7/3 radiz- 
nos (isto é, 60º) na posição fundamental e então localizamos o ponto a 2 
unidades do pólo no lado terminal deste ângulo (Fig. 5). Os demais pontos 
polares são determinados pelo mesmo processo. 


3л 
mZ 
ay з? 


Fig. 5 


Determine o ponto (3,7/6) no sistema de coordenadas polares, dé trés outras 
representacóes polares do mesmo ponto para o qual 


(a r«0 e 0<@<2л. 
(b)r>0 e -21n«0«0. 
(c)r<0 e —2n-8-0. 
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SOLUÇÃO 


O ponto (3.7/6) está a 3 unidades do pólo e pertence à semi-reta que = 2 ao: 
terminal do ângulo 30º = 7/6 radianos na posição fundamental (Fig ~ - 
mesmo ponto pode ser também representado por 


eixo polar 
Fig. 6 таб 


1.1 Conversão de coordenadas 

Аз vezes pode ser vantajoso converter da representação cartesiana para 
a representação polar, ou vice-versa. Ao fazer esta conversão, é importante 
perceber que geometricamente os pontos do plano não se alteram — apen 
método pelo qual eles são representados numericamente é que varia. 

O processo usual é considerar o pólo para o sistema de coordenadas 
polares coincidente com a origem do sistema de coordenadas cartesianas e o 
eixo polar ao longo do eixo positivox, assim o eixo positivo y é a semi-reta & 
7/2. Se considerarmos P o ponto cujas coordenadas polares são (r,6) com r = 
0, é claro que as coordenadas cartesianas (x,y) de P serão dadas por x = r cos 
0 e y = r sen 0 (Fig. 7). Isto é certamente verdadeiro quando r = 0, enquanto. 
ser > 0, temos: cos x/r е sen 0 = y/r. 


so 


(x, y) cartesianos 
té: 8) polares 


Fig. 7 


Agora, suponhamos que um ponto P tenha coordenadas polares ir + 
com «(e desejemos encontrar as coordenadas cartesianas (x.x) de P. Viso 
que (r,8) = (—r,8 + m) e —r>0, segue-se pelas equações desenvolvidas ac Te 


que 
(ғ) cos (0 + л) = —r(cos 0 cos z –ѕеп0ѕепл) = —r(—cos “) = 
(—r)sen(0 + x) = —r(sen0 cos л + cos Üsenz) = —r(—sent!) = *se77 


Portanto, as equações 
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se aplicam a todos os casos possíveis para converter coordenadas polares 
(7,0) de um ponto P em coordenadas cartesianas (х,у) de P. 
Pelas últimas equações, nós temos 


x + г2 cos? 0 + r2sen? 0 = r(cos? 0 +sen? 0) = r°, 
ou seja 
r= ух? + y. 


Também, se x # 0, nós temos У rsenó .senü 
x rcos8 cos6 


= tan 0, ou seja 


tan 0 para x £ 0. 


As equações acima não determinamr e 0 única e simplesmente porque а 
ponto P, cujas coordenadas cartesianas são (х,у), tem um número ilimitado 
de diferentes representações no sistema de cóordenadas polares. Ao encor 
trarmos as coordenadas polares de P, devemos prestar atenção ao quadrante 
ao qual P pertence, visto que isto ajudará a determinar 6. 

Converta as coordenadas polares dadas para coordenadas cartesianas. 
(a) (4,30%) (b) (—2, 57/6) 
SoLucAo 
(a) (x, y) = (4 cos 30°, 4sen 30°) = (4 - /3/2, 4-3) = (2,/3,2). 
Sr 5n КА 1 
һу) = | —2cos—, —2sen—| = | -2-|- 2], -2-=) = 
(b) (х,у) ( cos 2 = 2 2 
(/3, 1). 


Converta as coordenadas cartesianas dadas para coordenadas polares com 
ғ20е-т<0=т. 


(а) (2,2) (Ы) (5.—5//3) (c) (0,7) (d) (—3,3) 
SoLucáo 
(a) r= VE + 2# = V8 = 24/2 елап = ?/2 = 1. Visto que o ponto pertence ac 


primeiro quadrante, vem que 0 < 0 < 7/2; portanto, 0 = т/4. As coorde- 
nadas polares são (2/2, 7/4). 


@ юе M M MEN арай 
vow 5 5 


está no quarto quadrante. assim —7/2 < 8 < 0; portanto, 6 = —л/6. As 
coordenadas polares são (10//3,—7/6). 
(c) r = VO + 49 = 7. Visto que x = 0 e y < 0, o ponto pertence ao eixe 
negativo y: portanto 0 = —7/2, As coordenadas polares são (7.— = 2 
(d) r = V9 + 9 = 32e tan Ө = 3/(-3) = —1. Visto que o ponto esta пс 
segundo quadrante, vem que 7/2 < 0 < m; portanto, 0 = 3m/4. As 
coordenadas polares são (3/2, 37/4). 


1.2 Gráficos das equações polares 

Uma eguracdo polar é uma equação relacionando as coordenadas polares 
ге Ө, assim como r = 6^ our? = 9cos 20. Como um único ponto no plano tez 
uma infinidade de representações polares diferentes, é necessário definir 2 
gráfico de uma equação polar com algum cuidado. 
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DEFINIÇÃO 1 Gráfico de uma equação polar 

O gráfico de uma equação polar consiste em todos os puntos 
que têm pelo menos um par de coordenadas polares (r Ө «suc 
equação. 

Assim, se nenhum dos pares de coordenadas polares que ceso: 
ao ponto Р satisfazem à equação polar, P não pertence ao eis ue 
equação. Contudo, para que P pertença a este gráfico, não é necessam ше 
todas as suas representações polares satisfaçam à equação — ао каит итш 
servirá. 


EXEMPLO ЕѕБос̧аг o gráfico da equação polar. 
(a) r=4 (b) 2-16 (c) 0— 


SoLução 

(a) O gráfico de r = 4 é um círculo de raio 4 com centro no pólo (Fig. х 
eixo polar é desenhado para referência. mas não é parte do gráfico). Nose 
por exemplo, que o ponto P = (4,7) pertence ao gráfico, se bem 
nem todas as suas representações, como (—4,0) ou (—4,27), satisfazem 
equação r = 4. 


eixo polar 


Fig. 8 


(b) А equacaor* = 16 é equivalente a |r| = 4e seu gráfico é igual ao gráfico се 
r = 4 (Fig. 8). 

(c) O gráfico de Ө = 7/6 consiste em uma linha reta passando em O = 
determinando um ángulo de 7/6 radianos (30º) com o eixo polar — па: 
apenas a semi-reta, como se pensa à primeira vista (Fig. 9). Um ponte 

= (r,17/6 + m) pertence ao gráfico de Ө = 7/6 porque pode ser tambem 
ç representado por P( —r,m6). 


Fig. 9 


(dj A equação é representada sob a forma fatorada por 


„ 4л Te т T 
— ru -(r-30- =) о, 


sendo assim. 


л 7 
0-==0 ou 6-— = 
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- 


r+Bsen6=0 
ou 


tied) lo 
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Agora, 0 = 73/6 tem o mesmo gráfico de Ө = 7/6. Por isso a equacin 


gi 4n p Tm? 


= B 36 7 Ü corresponde ao mesmo gráfico que 0 = 7/6 (Fi 


(Por qué?) 

Algumas vezes é fácil encontrar o contorno de um gráfico polar conver 
tendo a equação polar numa equação cartesiana por meio das equações x = r 
cos ĝe y = геп 0. e então esbocando o gráfico cartesiano. Da mesma forma. 
qualquer equação cartesiana pode ser convertida numa equação polar cor- 
respondente simplesmente substituindo r cos 8 por x er sen 6 por y. 


Encontre uma equa 


апа correspondente à equação polar r = 4127 $ 
sec 0. Esboce o gráfico. 


SOLUÇÃO 
- send 1 " 
Temos ғ = 4 tan Ө sec 0 = 4 ^ . 4 portanto ғ cos? 0 = 4 sec & 
соѕ 0 cost 
A r=4 n8 seed 
ou 
2 =4y 
х 
o eixo polar 
Fig. 10 


Multiplicando por r vem r? cos? 0 = 4r sen 0 ou (r cos 0) = 4r sen 0. Agora 
utilizamos as equações de conversão ғсоѕ всу = ғѕеп Өрага represerue 
a equação polar sob a forma cartesiana х = 4y. Por isso, o gráfico correspon 
dente é uma parábola (Fig. 10). 


Encontre a equação polar correspondente à саца 
= 16 е esboce o gráfico. 


SOLUÇÃO 
O gráfico correspondente é um círculo de raio 4 com centro no ponte ж 
coordenadas (0.—4) (Fig. 11). Representando a equação sob a formas 
8y + 16= 1бойх? + у? + 8у = 0), e substituindo x = r cos 0, y = r sen 0. sendo 
x? + y? = r, obtemos 


2 + SrsenÜ =0 ou r+ 8sen( = 0. 


Ao simplificar a equação r? + 8r sen Ө = 0 parar + 8 sen 0 = 0 no último 
exemplo, nós dividimos por»: portanto, podemos ter prescindido da solução 
r = 0. Neste caso particular, nós nào abandonamos а solução г = 0, uma vez 
que. se г + 8 sen Ө = 0, então r = 0 quando 0 = 0. De um modo mais gea. 
quando multiplicamos uma equação polar por r, podemos introduzir mm 
nova solução г = 0 que realmente não vem ao caso. e, ao contrário. quanar 
dividimos por r podemos abrir mão da solução г = 0 que realmente é val-32 
Cada caso deve ser analisado! 


1.3 Fórmulas explícitas para conversão de coordenadas cartesianas 
para coordenadas polares 
Embora a conversão de coordenadas polares para cartesianas possa ser 
sempre obtida analiticamente usando ac endarões v =renc Dex recon б ш. 
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equações r = +Vx? + у? e tan 0 = y/r não determinam Tea meros is 
coordenadas polares em termos de coordenadas cartesiszss Ma max 
casos, esta leve dificuldade é facilmente superada pelas s 
ções geométricas; entretanto, em alguns casos (por exemplo. 
ção de um computador) é necessário ter fórmulas explicit 
termos de x e y. 

As equações seguintes dão as coordenadas polares (7.6). com * = . = 
—m < 8 = п, do ponto com coordenadas cartesianas (x.y): 


Os valores der e 8 dados pelas equações acima podem ser tomados como 
valores fundamentais. no caso outras representações polares de um mesmo 
ponto podem ser encontradas adicionando 277 a 6 e deixandor inalterado. ou 
adicionando (2л + l)r a Y e mudando o sinal de r, sendo n um inteiro 
qualquer. Muitas calculadoras eletrônicas são programadas para calcular 
valores fundamentais de r e 8 usando as equações acima. 


Conjunto de Problemas 1 


Nos exercícios de 1 a 6, determine cada ponto no sistema coordenado polar, e 
estão dé três outras representações do mesmo ponto para o qual (а) r < 0e 0 = 0 < 2m; 
ir20e-2r«8x0,e()r«0e-2r < 0 = 0. 


1 (3,7/4) 2 (6,2n/3) 3 (-2,л/6) 

4 (3,150) 5 (4,180º) 6 (4,51/4) 
Nos exercícios de 7 a 12, converta as coordenadas polares dadas em coordenadas 

aanesianas. 

7 (7,7/3) 8 (0,2/3) 9 (—2,x/4) 

10 (6,137/6) 11 (1,—2/3) 12 (—5,150°) 


Nos exercícios de 13 а 18, converta as coordenadas cartesianas dadas em coorde- 
sadas polares (r,) com r = 0 e =r < 0 = r. 


14 (1,-/3) 15 (—3,—3,/3) 
17 (0.7) 18 (-2,0) 
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Nos exercícios 19 a 20. represente as soluções dos exercícios 13 a I8 sujeitos às 
condições dadas. 


19 r>20.0<0<2x 20 r<0,0<0<2x 


Nos exercícios 21 e 22, determine o ponto P dado no sistema de coordenadas 
polares e então dê 5 outras representações polares para o mesmo ponto. 


2H P-(-Ma) 22 P = (4 — 59021) 
Nos exercícios de 23 a 30, esboce o gráfico de cada equação polar. 
25 
25 r=1 24-9 25 0=" аве e 
2 36 
п 1 
27 6=- 28 r=2cosb+2sen) 29 r=4cos0 30 r = 
2 osÜ—3sen* — | 
Nos exercícios de 31 a 34, converta cada equação polar em equação cartesiana. 
; | 
31 r=3 0080 32 reos 20=2 33 к= cos 0 +sen0 34 r= s 
Nos exercícios de 35 a 38, converta cada equação cartesiana em equação polar. 
35 x? 4 у? = 25 36 xy= 12 3 Al 38 y=4x 


39 Mostre que a distância entre o ponto (z,.0,) e o ponto (r;,6,) no sistema coordenado 


polar é dada por ./72 — 2r,r; cos (0, — 05) + 


40 Dé uma prova analítica — sem referência a diagramas — para estabelecer regras 
que dirijam as condições segundo as quais (r,,6,) = (r,,6,) em coordenadas polares. 
Use ofato que (71,01) = (r2,6,) se e somente ser, cos 8, = rz COS 6; er, sen Ө, = ғ sen 
6. As identidades 


sen 0, — send, = 2 cos 0, + 0,)-sen (0, — 6), 
cos 0, — cos 0, = —2senl(0, + 0,) sen (#0, — 05). 
зеп Ө, sen; = 2senl(0, + 0,):cos1(0; — 05), e 
cos 0, + cos 0 = 2 cos 0, + 0,) cos (9, — 0,) 


podem ser usadas. 


2 Esboco de Gráficos Polares 


Embora tenhamos esboçado certos gráficos polares na Seção 1.2 nei 
conversão da equação polar em equação cartesiana e.em seguida, esboçanar 
o gráfico como de costume, existem equações polares que são muito difice* 
de serem expressas na forma cartesiana. Assim, nesta seção consideramos z 
problema de esboçar o gráfico de uma equação polar diretamente. sem 
convertê-la para a forma cartesiana 

Para tracar o gráfico de uma equaçào polar, é freqüente começar com um 
valor fixo de 6 (como 0 = 0) e, então, pesquisar o valor correspondente ow 
valores) de r quando 8 cresce ou decresce. Pode ser de grande utilidade è 
construção de uma tabela, com os valores de r correspondentes aos valores 
selecionados para 6 e a determinação dos pontos polares (r, 0) correspondes- 
tes aos pares de valores na tabela. Se r depende continuamente de 0. entáo z 
esboço do gráfico é obtido simplesmente pela licanão dectes nantas nor maan 
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de uma curva continua. Com paciência. qualquer gráfico posar isen mwr тюше 
ser esbocado desta forma. 

O esboço de um gráfico polar pode ser feito através das mesmas mess 
utilizadas ao se esboçar os gráficos cartesianos. E útil enco- к= meme- 
ções do gráfico com o eixo polar e com algumas semi-retas espe: cume + 
= +7/2, 8 = +74, e assim sucessivamente. A simetria do grafico mode ser de 
especial utilidade. Se a equação polar do gráfico for apresentada 
funções trigonométricas, a periodicidade destas funções deve 
em consideração. 

Nesta seção nós discutimos e ilustramos algumas das t 
práticas para o esboço de gráficos polares, incluindo o uso de 
encontrar a direção da reta tangente ao gráfico. 

Nós começamos com um exemplo no qual um gráfico polar e esmas: 
pela simples localização dos pontos e as suas conexões através de от гиз ь 
contínua. 


EXEMPLO Esboce o gráfico der = 1 + 6/7 0 para 0 = 0 = 2л. 


SOLUÇÃO 
A tabela seguinte mostra alguns valores escolhidos para Ө entre 0 е 27 e os 
valores de r correspondentes: 


mx л л 2л Tr 4л Зл 5л Пя 2 
6137123 авав m | 
ЕИ AEREREJE, ES 


Localizando os pontos polares (ғ, Ө) mostrados na tabela e conectando-os 
por meio de uma curva contínua, obtém-se o gráfico desejado (Fig. 1). 


2 т 
i 3 
r=1+—6 
se т 
E 6 6 
т — 
eixo polar 
ne ltz 
6 6 
ал E 
3 3r 3 


Fig. 1 


2.1 Simetria dos gráficos polares 

A simetria do gráfico de uma equação polar pode ser frequent 
constatada fazendo-se substituições convenientes na equação e tes 
para ver se a nova equação é equivalente à original. A tabela segu 
algumas substituições que, quando produzem equações equis al 
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` 
(7. -0)= (т 0) 


(а) 
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Substituição Uma equação equivalente implica 

1.8 por —8 ou Simetria em relação à reta obtida pela extensão 
2.0porm— 60e do eixo polar 

de PSU Жы (Fig. 2а) 
3. 0 por m — 0 ou Simetria em relacào à reta através do pólo e 
4.0por -0 e perpendicular ao eixo polar (isto é, sobre o 

r por —r cixo 7/2) (Fig. 2b) 
5. 0 por 0 + т ou Simetria em relaçào ao pólo 
6.r por —r (Fig. 2c) 

П 

rr 01 


o 
(0*0) Cn 
(o) (e) 


Devido a não unicidade das representações em coordenadas pe 
condições dadas acima podem falhar ainda que o gráfico indique sime-=. 
Todavia, as condições dadas são as que com mais frequência se encontrar me 
prática. 


Esboce o gráfico da equação polar dada. Discuta a simetria. 
r = 2(1 — cos 0) 


SoLUÇÃO 
“Testando todas as regras para simetria, observamos que o gráfico é sime mam 
somente em relação ao eixo polar, de fato, substituindo 0 por —6 vem 


r= 2[1 — cos (—0)]. 


que é equivalente à equação original. Nós construímos uma tabela apreses- 
tando as coordenadas de alguns pontos no gráfico correspondentes am 
valores escolhidos de 8. Localizando estes pontos, esboçamos a metade 
superior do gráfico. A metade inferior é então desenhada tendo em «sz as 
simetria em relação ao eixo polar (Fig. 3). Este gráfico é chamado uru. «ae 


r — 3sen 30 


SoLucáo 

Testando todas as regras de simetria, concluímos que o gráfico é simecuam 
somente em relação à reta 0 = 7/2; de fato, substituindo 8 por —6 e r por —. 
obtém-se a equação 


—r = 3sen3(—0) = —3sen30 


que é equivalente à equação original. Construímos então uma tabela apresem- 
tando as coordenadas de alguns pontos do gráfico. Localizados estes pomas, 
esbogamos parte do gráfico. A outra parte é obtida através da simetna em 
relação à linha vertical 0 = 7/2 (Fig. 4). 

O gráfico na Fie. 4 é denominado rosácea de trés folhas. Mais сети 
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0 


2-43 =0,27 


6 
0 
£ 
6 
r 2- /2= 0,59 
3 
T 
3 
т 
3 


T| 34 /3=3,13 


z|4 


eixo polar 


espiral de Arquimedes 


— 
eixo polar 


2(1 — cos 0) 


Bis ais aja mis 


Fig. 4 


mente, qualquer uma das equações 


r=asenk) ou r=acosk0 
origina uma rosácea de N folhas, onde 


[к se k é um inteiro ímpar 
© Dk — sekéum inteiro par 


Apresentaremos agora equações, nomes e esboços de outras curvas 
polares notáveis, excetuando as espirais, cada qual apresenta algum tipo de 
simetria. A curva r = a6 para 0 = 0 é conhecida como espiral de Arguin: = 
(Fig. 5). A curva na Fig. 6 tem a equação r = e"^e é denominada uma « ‹ 
logarítmica. 

Já esbogamos o gráfico de uma das cardióides na Fig. 3. De um modo 
mais geral, o gráfico polar de r = a(1 + cos 6)ou r 
sen Ө) ои r = a(1 — sen 8) corresponde a uma cardióide similar à mostrada = 
Fig. 3, exceto que esta é girada, em torno do pólo, através de um ángulo 22 
90°, 180? ou 270° 
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“ко polar limaçons 


eixo pour 


o eixo polar 
r=a+bseng,b>a>0 


Fig. 6 Fig. 7 (a) (b). 


espiral logarítmica r=a+bsend.0<b<a 


curva denominada /ipacon. Se b > a > 0, o limaçon apresenta um laço Fag- 
„enquanto que se O < b < a, elatem simplesmente uma concavidade i F g... 
7b). Note que a cardióide é um caso particular do limaçon quando a = h. 

O gráfico correspondente à equação polar? = а? cos 290u r° = u” se x 
P =a? cos 20 é denominado uma lemniscata (Fig. 8). 


eixo polar 


lemniscata | 


2.2 Direção de um gráfico polar 
Fig. 8 Agora nós deduzimos as fórmulas para a direçào de um gráfico polar 
ponto, isto é, para a direçào da linha tangente ao gráfico no ponto. Assim, 
considere uma curva polar r — = f(6), onde f é uma função diferenciável de + æ 
sejal a reta tangente à curva no ponto polar P(r, 6) (Fig. 9). Seja a о árgaim 
formado pelo eixo polar e a reta tangente |. Assim, uma vez que o eixo patar 
coincide com o eixox, tan a é o coeficiente angular ou inclinação da tange meil 
no sistema coordenado cartesiano x 


Se P = (x,y) no sistema coordenado cartesiano, então temos dy/dx = um 
a. Usando as fórmulas de conversão de polar em coordenadas cartesianas 
obtidas na Seção 1.1. nós temos: 


x = r cos 0 = f(0) cos 0 


гѕеп 0 = f(0)sen0; 


portanto, x € y podem ser consideradas funções de 9. 


Pela regra da cadeia, v- eed Entretanto, е» 0, temos 
dy d dr 
= mE di шш. E sen + r cos 0 
de dx d P dr P 8 
dj q (r cos 0) do COS 0 — rsen 
y 1 


curva polar 


p= Í 99) polares 
(х,у) cartesianas 


Fig. 9 


EXEMPLO Encontre a inclinação da tangente para a rosácea de três folhas a = 3 sen3 
ponto (3.2/6) (Fio 4). 
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SoLUÇÃO 
Aqui drld0 = 9 cos 36, então 


dr sen + r cos 0 
Tia _ 9 cos 30sen0 + 3sen 36 cox + 


tang = de eos 30 cos0 — 3sen30sesf 
dp 995 Ü — ғѕепб 


Assim, fazendo 0 = 57/6 temos 


JOE To JE 
9 соѕ 25 РЕР E 
cos gren + 38ёй cos е x 2 ) 
tana = = 1 E 
9 cos э cos q — 3sen^ sent jJ 


Na fórmula para tan a deduzida acima, se o numerador dr/d6 зет # - + 
cos 8 for zero e o denominador dr/d6 cos Ө — r sen 0 diferente de zero. tenue 
tan æ = бе a reta tangente /, à curva polar. é horizontal. Analogamen:e se 
denominador for nulo e o numerador diferente de zero, a tangente! évera 

O caso para o qual = 0, na fórmula para tan a é de particular interese 
uma vez que a fórmula nos dá então a inclinação da tangente no ow 
Especificamente, temos 


д, send 

tan x= T AM = sent = (апд quandor=0. 
dr me cos 0 
do 


Entretanto, se a curva polar passa através do pólo para um valor 
lar de 8, a reta tangente à curva polar no pólo tem inclinação igual à 

Um gráfico polar pode passar repetidamente através do pólo e ter 2 
rentes direções em cada passagem. (Por exemplo, considere a rosácea << 
folhas na Fig. 4.) Para encontrar a direção de uma curva em ques: 
passagem particular. simplesmente use o valor apropriado de 6 corressum- 
dente àquela passagem. 


EXEMPLO Encontre a inclinação da tangente para a rosácea de quatro folhas r = = 
na passagem através da origem para a qual 0 = 57/4 (Fig. 10). D <. u 
também o movimento do ponto (r, 8) ao longo da curva, quando Ө cresce == | « 
> 
2m. 


r= eos 20 


eixo polar 


E CÁLCULO 


SoLUÇÃO 

Quando 8 = 0, r = | e nós começamos no ponto indicado do eixo polar (Fg ` 
10). Como gcresce de Oa 7/4, r = cos 29 decresce de 1 para 0, ea curva efe: z 

a Sua primeira passagem através do pólo. Como 8 continua a crescer. o pora 
(7.0) se desloca ao longo da rosácea de quatro folhas de acordo com as setas 
passando através do pólo pela segunda vez quando 0 = 37/4, pela terceira vez 
quando 9 = 57/4 e pela quarta vez quando 0 = 77/4. Quando Gassume o valor 
27, O ponto (r,8) retorna ao ponto de partida. Na sua terceira passagem 
através do pólo. quando 0 = 5/4, a inclinação da tangente é iguala tan (£ 
= 1. 

Quando se trata de curvas em coordenadas polares é sempre conve- 
niente espec r a direção da reta tangente / no ponto polar P = (r,9)dun. 
ângulo y medido da semi-reta de origem O através de P até a tangente / (Fig. 
lla). (O símbolo ú é a letra grega psi). 


1hreta tangente 


Gemi-reta 
elo pólo 
à pelo pól 
x 
Curva em 
coordenadas P 
polares 
a 
À £ 
o o eixo polar 


Fig. 11 


Visto que os ángulos dos três vértices do triângulo ООР devem somar 
180º = m radianos, vem que 0 + (m — а) + J = m:isto é. = a — 0(Fig. 11h 
Usando a identidade trigonométrica para a tangente da diferença entre dos 
ángulos, o fato que y = a — 8, ea fórmula previamente deduzida para tan e 
temos 

lan x — tan 0 
ti = tan (x — 0) =—— n 
isi (6-0) 1 + tan g tan O 


en + r cos 0 
do 
— tan 0 


d 
É cos 0 — гѕелӣ 


do 


dr 
: 1010 + r cos 0 


di 
F cos 0 — rsen 0 


Multiplicando o numerador da fração acima por 27/09 cos 0 — r sen 8. 
temos 


tan 0 


HE eod Trcos0 — (т cos O — rseno) tan 0 


40 40 
pee dr dr 
210 99s 0 — rsenü + (S seno + r cos o) tan 0 
dr dr 
1950 +rcos 8 — do SOS Otan 0 + rsenô tan O 


se cos 0 — rsen0 T - tan Ü + r cos 0 tan 0 
40 dà 


sem 0 
cos 0 r cos? 0 — rsen? = 


rcosÓ + 


dr drsem ð dr , Hb. 4 
s — cos? 0 — —sem = 
de 


40995" 40 cosa do 


Assim. obtemos uma fórmula muito simples 


ç 
ta =— 
in V = dridü 


que explica por que é sempre vantajoso usar o ángulo y para indicar a dires 5c 
da reta tangente. (A dedução acima deverá ser ligeiramente modificada se - 
ponto P estiver em diferentes partes do plano; contudo, o resultado final < 
sempre o mesmo.) 


EXEMPLO Encontre tan ij no ponto polar (2,7/2) para a cardióide r = 2(1 — cos HH Fg 


12). 

SOLUÇÃO 

Aqui temos drld0 = 2 sen Ө. assim 
semi-reta 
pela origem 


r 2(1 — cos 0) 


d j = —— = Ends 
ап 0 = do” 2senô 


= csc 0 — cot 8. 


Entretanto. quando 8 = 7/2. temos 


eixo polar 


n п 
tan y = сес —— cot— = 1. 

r= 2(1 — cos 6) i 2 2 
Fe. 12 
Conjunto de Problemas 2 

Nos exercícios de 1а 18. teste a simetria em relação ao eixo polar, à reta 0 = + 7/2, 

z 20 pólo. Esboce o gráfico da equação. 
I -= 4с050 2 rsent=5 3 ғсоѕ0 = 5 
$ra? 5 r=2seng 60-3 


2sen30 (rosácea de trés folhas) 8 r = 2 cos 20 (rosácea de quatro folhas) 9 r= 4sen 20) (rosace 


W -= 2sen4 (rosácea de oito folhas) 11 r= 4(1 + cos 0) (cardióide) R r= l – sen 


su CÁLCULO 


16 r= 10. 0 > 0 (espiral recíproca) 17 + 


8 cos 20 (lemniscata) 18 90 = In r (espiral 


13 r= 3- 2cosd (limaçon) 14 r= 3 + dsent (limaçon) 15 r= 1 — 2sen0 lima. - 
logarítmica | 


Nos exercícios de 19 a 22, encontre a inclinação da tangente ao gráfico de cada 
equação polar no ponto dado, 


19 r= MI + cos Ü)em(3, x 


20 r= 21 - sen)em(1, 7/6). 


21 r = $sen20em(0,0). 22 r= sec! 0em(4.x/3). 


23 Encontre todos os pontos onde a tangente ao limaçon г = 4 + 3 sen dé horizontal ou 


vertical. 
24 Encontre as coordenadas polares das extremidades das pétalas da rosácea de n 
folhas r = 2 cos АӨ encontrando os valores de 8 onde toma seus valores máximos. 


(Nota: Não é necessário o uso de cálculos.) 
Nos exercícios de 25a 29, encontre tan y no ponto indicado (r, 0) no gráfico de cada 
curva polar. 
25 r —sen üem(). л/6). 26 r= cos 20em(0. л/4), 7 2 r=em(e?.2) 
28 r? = csc 2üem(1, 1/6) 29 r= 4 sec Üem(4.0). 


30 Seb a 0, encontrea inclinação deambas as tangentes dolimacon r = a + bsen& 
no pólo, 
31 Se 0 < b < a, encontre o valor mínimo de r p: 
32 Mostre que o gráfico polar de r = sen (6/3) é simétrico em relação à tai 
embora os testes para esta simetria dados na Š » 2.1 falhem. Esboce o gráfico. 
33 Mostre que o gráfico polar de r = 16) é: 
(a) Simétrico em relação à reta 8 = 0 se f é uma função par. 
(b) Simétrico em relação à reta 8 = +7/2 se f é uma função impar 
34 Em vista do exercício 32, os testes de simetria na Seção 2.1 podem falhar para a 
constatação da simetria. Desenvolva um grupo de testes que não falhem. 
35 Encontre e esboce o gráfico de uma curva polar tal que, em cada ponto da curva, tan 
y = K, onde K é uma constante diferente de zero. 


3 Cônicas na Forma Polar e 
Interseção de Curvas Polares 


No Cap. 4 estudamos as equações cartesianas das cónicas. Nesta se. > 
deduzimos as equações para as cônicas na forma polar. Também estudamc 
método para encontrar os pontos de interseção das curvas polares: 


3.1 Elipses, parábolas e hipérboles na forma polar 

De acordo com a Seção 5 do Cap. 4 uma elipse. parábola ou hipérbo 
pode ser definida em termos de um ponto F denominado foco, uma re 
denominada diretriz e um número positivo e denominado excentricidade 

Para encontrar a equação polar da cónica com foco F, diretriz D. = 
excentricidade e, coloca-se o foco F no polo O ea diretriz D perpendicular = 
eixo polar e d unidades para a esquerda do pólo, d > 0 (Fig. 1). 

Agora considere um ponto arbitrário P = (1,8) do plano e seja Q o pe ce 
3 perpendicular de P a diretriz D. Transformando, momentaneamente. p. 

coordenadas cartesianas, vem que P = (x.y), Q-(-dy).x-7rcos8ey 

Fig. 1 sen 0 (Fig. 2), nós vemos que 


eixo polar 


IPO ld + к cos 8| 


ld + x 


COORDENADAS POLARES E ROTACÁO DE FIXOS ses 


e|PF| = ух + y? = |ң. Por definição. P pertence a === Morem e 


eita E r 
istoé, —— | -=é 
|d + r cos e 


Fig. 2 D 


Portanto, a equação da cônica na forma polar é 


r tr 
—X————À|-6 OU ——— = e 
d + r cos 0 d + r cos 0 
Se P = (1.8) satisf à ж. näo Р 
e P = (г. isfaz a equação —— — —— = e, então P = 
d d + r cos 0 
¿ eg * # 
(=r,.8, + m) também satisfaz a equação --————— = e; portanto, nos 
d + r cos 0 
nào omitimos nenhum ponto da cônica ao representar sua equação por 
r vut 
= e. Explicitando o valor de r, obtemos 
d + r cos 0 


ed 
— e cos 0° 


que é a equação polar da cônica na Fig. 1. 
Se o foco F permanece no pólo. mas a diretriz D é colocada à direi: 


ч do foco e perpendicular ao eixo polar (Fig. 3), então a equação polar d. 
E š ed $ Ж 
к= а se torna г = ——©———. (Veja exercício 35.) 
1 + e cos 0 


Se a diretriz D é colocada paralela ao eixo polar. com o foco F ainda no 
pólo, então a equação polar da cônica se torna 


ed 
+ e cost 
Fig. 3 
ed 
P-L—— ЖЕНЕ 
1 + esen 
onde o sinal + é usado se a diretriz estiver acima do eixo polar (Fig, 4a: è 


sinal — é usado se a diretriz estiverabaixo do eixo polar (Fig. 4b). Deixamos = 
dedução como um exercício (Exer 


0=F eixo polar 


y EN 14 —rsen&| 
I+eseng d 
P-g.6) 
MEE 
- - 
GAF eixo polar 


Fig. 4 а) [n 
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EXEMPLOS Nos Exemplos | a 2, encontre a excentricidade, as diretrizes, os focos 
vértices das cônicas dadas em coordenadas polares. Identifique a cón 
esboce o gráfico. 


= 12 
320056 
SoLução 
Dividindo o numerador pelo denominador da fração dada por 3, vem 
PR _ 
1— 2с050 1—42cos0" 
que é a equacào polar de uma cónica com foco no pólo. diretriz perpendicutar 
ao eixo polar e d — 6 unidades à esquerda do polo, e excentricidade e = 2. 


Uma vez quee < | acônicaéuma elipse. Usando o Caso (i) do Teorema } mu 
Seção 5 do Cap. 4, temos 


lr 


d 04 (39 _ Qd а d 
1—02 1—$ E? E A-e df JS 
Uu 
= 


E c= ае 


Portanto, o segundo foco está no eixo polar 2c = 49/; unidades do pólo. га 
segunda diretriz é perpendicular ao eixo polar e 2c + d = ?*/s unidades a 
direita do pólo. Os vértices em coordenadas cartesianas são 


V, = (c — a,0) = (-2,0), V, = (c + a,0) = (12,0), 
K= (b) = IMS, e V= (c-b) = (@ -12//5) 


Em coordenadas polares, entretanto, os vértices são V, = (sm. V: = 
(12.0), V, = 5s tan ! (V5), e V, = (29/s.tan-! (v/5/2)) (Fig. 5). 


3 

2rz — — 

2 + 2 cos 0 

primeira diretriz Segunda diretriz 
Segundo eixo polar 
foco 
Fig. 5 

SOLUÇÃO 


Divide-se o numerador e denominador por 2, assim, r = — t -que 
1 + cos B 

é a equação polar da cônica com foco no pólo, diretriz perpendicular ao егы: 

polar e d = 2/2 unidades à direita do pólo, e excentricidade e = 1, Visto que e 

— l, acónica é uma parábola e seu vértice está no eixo polar entre o foco e a 


š d 
diretriz. Portanto, o vértice está no V = ( D = (4,0) em coordenadas 
cartesianas ou polares (Fig. 6). 2 


Re 7 
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diretriz 


eixo polar 


Fig. 6 


3 Encontre a equação polar de uma hipérbole de excentricidade e = 5/4, estando 
um dos focos no pólo com a diretriz correspondente paralela ao eixo polar e d 
= 3 unidades acima do pólo. 


SoLucAo 
ed à) 15 


r= -= =- n 
l-esenÜ 1+ Ísen0 4+ 5зеп@ 


3.2 Círculos na forma polar 
Pelo exercício 39 na Seção І. a distância do ponto P = (1,8) ao pontoP, = 
(70.8) no sistema de coordenadas polares é dada por 


|PPs| =y 


2 — 2rro cos (8 — 00) + o 


Portanto, a equagáo do círculo comraioR e centro Po = (т.б) é dada por 
IPP, = К°, ou 


— 2rro cos (9 — 85) + rë = 


EXEMPLO Encontre a equação polar do círculo de raio R > 0 cujo centro P, está R 


r=2R sen 6 


eixo polar 


unidades acima do pólo na semi-reta 6 = 7/2 (Fig. 7). 


SoLUCAO 
Faça ry = R, 6, = 7/2 na equação geral acima para obter 


—2rR cos (0 — л/2) + К? = К? ou 1? — 2rR sen) =0. 


r 


Assim, a equação do círculo é г = 2R sen 6. (Cancelando or, nào se perde 
a solução r = 0, uma vez que г = 2R sen 8 ainda dá r = 0 quando 8 = 0.) 


3.3 Pontos de interseção das curvas polares 

Para encontrar os pontos de interseção de duas curvas no sistema de 
coordenadas cartesianas, apenas resolvem-se as equações das curvas simul- 
taneamente. Entretanto, no sistema de coordenadas polares, este procedi- 
mento não dá necessariamente todos os pontos de interseção, porque um 
ponto de interseção pode ter duas representações polares diferentes, uma que 
satisfaz a equação da primeira curva enquanto a outra satisfaz a equação da 
segunda curva, 

A fim de encontrar todos os pontos P comuns dos gráficos polares das 
equações 


fe) e r=g0) 


nós devemos levar em conta a multiplicidade de representações em coorde- 

nadas polares efetuando o seguinte procedimento: 

1.º Passo Observe cada gráfico polar separadamente para ver se ele passa 
atraves do polo O. Se ambos passarem, então O é um ponto de 


interseção dos graficos 
2:9 Pair рес manc val cot 


EXEMPLO 


CÁLCULO 


О 

= 900 + 2nn) 

parar, дел, onde # бел deve ser um inteiro. Para cada solução, 
o ponto P = (1,6) é uma interseção dos dois gráficos. 


Resolva, se possível, as equações simultâneas 
3.º Passo 
FO) 


-a(0 + (2n + 1)z) 


parar, den, onde r + 0e deve serum inteiro. Para cada solução, 
о ponto P = (r,6) é um ponto de interseção dos dois gráficos. 


Encontre todos os pontos de interseção do círculo r = —6 cos Ве o limaçon r 
= 2 – 4cos 0. 


SoLução 
1.9 Passo: Já que O = (0,7/2) pertence ao círculo e O = (0,7/3) ao limaçor 
O é um ponto de interseção, 


2.º Passo: Nós resolvemos as equações simultâneas 


[r= —6 cos 0 
lr = 2 — 4 cos (0 + 2nz) r # 0, num inteiro. 
Notando que cos (9 + 2nz) = cos 8, obtemos, a partir das equações 
acima: 
r= —6 соз 0 = 2 — 4 cos 0. 
Logo, —2 соз 0 = 2, ou seja. cos Ө = —1,r— бе = т. Assim 02." Pass 


fornece o ponto de interseção P 6,71). 
3.º Passo: Resolvemos as equações simultáneas 


[= —6 cos 0 
lr=-[2-4cos(0+(2n+ Io) 7.0, numinteiro. 


Visto que cos (8 + 2n + т) = cos (0 + т) = —cos 0, obtemos. a partir das 
equacóes acima: 


r= —6c0s 0 = —(2 + 4 cos 0). 


Logo, 2с050 = 2, ousejacos8 = |,r= —бе 8 = 0. Porconseguinte. o 3 
Passo fornece o mesmo ponto de interseção P, = (—6.0) = (6,7) que o2 
fagn Portanto; o circulo e o limaçon se interceptam nos dois pontos O e P 

"ig. 8). 


Fig. 8 


Conjunto de Problemas 3 


Nos exercicios Та 10, encontre (a) a excentricidade, (b) a diretriz (diretrizes), (c) o 
“xa (focos) e (d) o vértice (vértices) da cônica no sistema de coordenadas polares. 
entifique também a cônica e esboce o gráfico. 


16 
1 2 1=— 
"7333080 
10 6 
ЗЕЕ: T 
1 —senf v — 2sen0 
д 10 20 0 cot 0 
үа r = csc? 0 — esc 0 cot 


Nos exercícios de 11 a 14, encontre a equação polar da cônica tendo um foco no 

solo e satisfazendo as condições dadas. (Em cada caso, a diretriz dada é a que 

zorresponde ao foco no pólo.) 

П А excentricidade é Ya, a diretriz horizontal está a 5 unidades acima do pólo, 

12 Contém o ponto cartesiano (5,12) e tem diretriz x = —4. 

13 Uma diretriz a 4 unidades à direita do pólo. a segunda diretriz a 6 unidades à direita 
do pólo. 

H L ma diretriz a 4 unidades à direita do pólo, a segunda diretriz a 6 unidades à 
esquerda do pólo. 


Seg < 4е 0 < e < 1, encontre as coordenadas polares dos dois focos. o centro e os 


E 
-— ed 
quatro vértices da elipse r = em termos de d e e. 
I-ecost 
16 Se 0< de e > 1, encontre as coordenadas polares dos dois focos, o centro e os dois 


x МР" ed 
vértices da hipérbole + = em termos de d e e, Também encontre a 
I-ecos f 
inclinação das duas assíntotas. 
— ed a 
17 Considere a elipse r = ¿onde 0<e<1led=",a>0, a constante. 
1 — e cos 0 e 


ta) Come > 0", que aconte 
E à segunda diretriz? 

ib) Com e — 0*. que acontece à extremidade da elipse 
Mostre que r = d/2 csc? 6/2 é a equação polar de uma parábola 

Nos exercícios 19 a 22, encontre a equação polar de cada círculo. 
Centro em (5.7/4), raio R = 5. 
Centro ет (Е, 7/4), raio = R. 

Tangente ao eixo polar em (7.0), centro acima do eixo polar. raio R = 5. 
Tangente ao eixo polar em (4,0). a > 0, centro R unidades acima do eixo polar. 
Encontre a equação polar da reta perpendicular ao eixo polar e 
ra) d unidades à direita do pólo 
tb) d unidades à esquerda do pólo, d > 0. 

Mostre que. se C + 0, a reta cuja equação cartesiana é Ax — By + C = O tem a 
equação polar 


diretriz da elipse correspondente ao foco no pólo? 


минуз a 


r 


= A cos 0 + Bsen0 


u 


Encontre a equação polar da reta paralela ao eixo polar e 
a! d unidades acima do pólo 

P) d unidades abaixo do pólo, d > 0. 

3 Prove que, sea reta L. contém o ponto P, = (7.0) onde r, > 0 e é perpendicular ao 
segmento de reta OP,. então sua equação polar é 


B 
cos 0, cos 0 -senf,senü 


de 27 а 34, encontre todos os pontos de interseção de cada par de 
с os gráficos das duas curvas. destacando esses pontos. 


Nos exercici 
s polares. Esbo 


O S ЖЕ и so o. 


CÁLCULO 


29 r=1 e г= 2 соѕ 30. 30 r=0parag>0 e r= —8paraü > 0. 
31 r =зепб, r =sen20. 32 r = 1 + cos 0, r = (1 + 4/2) cos 0. 


35 Deduzaa equação polar da cônica com foco no pólo e diretriz perpendicular ao eixo 


polar e d unidades à direita do pólo. 


36 Deduzaa equação polar da cônica com foco no pólo e diretriz paralela ао eixo polar. 


37 Encontre as equações polares das duas diretrizes da elipse r — 


ed 


33 r=2sen30 e r= —2/senð. 34 r=0 e r=2. 
1 — e cos 6` | 


0<е<14>0. 


38 No exercício 37, encontre a condição ou condições em е e d, sendo que o vértice 


39 Encontre todos os pontos de interseção da hipérbole r = 


esquerdo da elipse pertence ao laço interior do limaçon r = a — bcos 0, b > a > 0. 


E — como 
limacon r = 2 — 4 cos 6. Esboce os gráficos. 1 — 2 cos 0 


4 Área e Comprimento de 
Arcos em Coordenadas 
Polares 


Geometricamente, os dois problemas fundamentais do cálculo são o de. 
encontrar a inclinação da tangente à curva e determinar a área da regzae 
limitada por uma curva. Na Seção 2 nós resolvemos o primeiro problema: 
nesta seção vamos ver como solucionar o segundo. Nós também desenvol- 
vemos a fórmula para comprimento de arco de curvas polares. 


4.1 Área de uma regiào em coordenadas polares 

Considere a curva cuja equação polar é r = (б), onde f é uma funcae 
contínua (Fig. 1). Quando 8 cresce de 0 = a para 0 = f. o ponto P = (fí6).8 se 
desloca ao longo da curva polar de (fi a), o) para (fB), B) e o segmento de rem. 
OP percorre uma região plana. Nos referimos a esta região como а rezam 
compreendida pela curva polar entre 0 = e e 0 = 8. Abaixo, nós desenvohe- 
mos uma fórmula para sua área. 

A região polar mais simples 


talvez o setor circular compreendido рей 


o eixo polar círculo de raior entre 8 = «е 0 = B (Fig. 2). Uma vez que a área do circujow 
Fig. 1 ar* e o setor ocupa a fração P “ de todo o círculo, a área A do setor é dada 
por л 


Fig. 2 
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(NO + d0),0 + ав) 
(лд), 0) 


eixo polar 


EXEMPLOS 1 


. Mas, geralmente, mesmo que a curva polar não seja um circu.o. quando 
o ângulo cresce de 6 para 6 + d6, o segmento OP na Fig. 1 ira percorrer uma 
pequena região que é virtualmente um setor de um circulo de гас > = 8 
(Fig. 3). 
Se d6 é considerado como um “infinitésimo””, então a area “infimtesi- 
mal"' deste setor é dada por 


dA = }|r |? d0 = 3? 40 = (0)? do. 
Se nós “somarmos”, isto é, integrarmos as áreas de todos estes setores 


"'infinitesimais", varrendo 0 de «a f, então nós obteremos a área А desejada 
Assim, temos 


E 
A dA = 


өр do = 1 | L) do. 


Esta fórmula é também apresentada por 


Encontre a área da “metade superior” da região compreendida pela car- 
dióide r = 3(1 + cos 6) (Fig. 4). 


P= (r0) 


Fig. 4 


SoLucàáo 
Quando 6 vai de 0 а т, o segmento OP percorre a ''metade superior” сз 
região interior à cardióide. Portanto, a área A da região é dada por 


js 


[ ^] do =з [3(1 + cos Ө)]? do 
ы *0 


"T юра 


É: (1 + 2 cos 0 + cos? 0) 40 


=3(#+2вев+ $82 [ 


B 
EXE 


Z unidades 


Encontre a área da região compreendida pelo laco interior ao limazc7 * = 2 — 
3 sen 0 (Fig. 5). 


SoLucáo 
Quando 0 = 0, r = 2e o ponto (r,0) = (2.0) está no eixo polar. Ago ima $ 
começa a crescer, r = 2 — 3 sen 8 começa a decrescer. e ele at: 
= sen”! 2/3 = 42º, Neste ponto, o segmento de reta OP inicia c person de 
desejada. Quando 8 atinge o valor 7/2. então r 


CÁLCULO 


Fig. 5 


reta OP, cujos pontos movem-se para baixo, percorre exatamente metade de 
área desejada. Portanto, a área A da região é dada por 
15% 
A=2|,| (2 — 3 sen 0)? do 
21.12 - 
E 
=] (4 — 12 send + 9sen? 0) do 
“sen $ 12:3) 
9 9 [ee 
= [40 + 12 cos 0 ded — 2520 | 


sen 1 (2/3) 


17 2 
Este [Б d 12 cos (с 2sen E 


Uma vez que cos (sen”! 2/3) = /5/3 e sen (2 sen ' 2/8) = 2 sen (sen^ 22 
сов (sen”! 2/a) = 4\/5/9, então 


17 n 
A= + — sen” ` E — MS = 044 unidades de área. 


3 Encontre а área compreendida pela lemniscata r* = 4 cos 20 (Fig. 6). 


P=4r,0) 


eixo polar 


Fig. 6 12 = 4 cos 2I 


SOLUÇÃO 

Considere a porção da lemniscata para a qual = 2V/cos 28. Quando 0 = € 
r = 2, e como 0 cresce. o ponto P = (r,9) se desloca para a esquerda ao longs — 
da parte superior da lemniscata até chegar ao pólo O, quando 0 = 7/4. Assim. 
quando 0 vai de 0a 7/4, o segmento OP percorre um quarto da área des: 
Portanto, a área A da regiào inteira é dada por | 


ama 
a-di a = 
to 


E аја 
4 соз 20 dd = 4sen20| = 4unidades de ares 
lo 


p 
Ao usar a fórmula A = 3 | +? 40 para encontrar a área de uma rezam 


compreendida por uma curva polar r = f(6) entre 0 = ae Ө = B. devemos ear | 
certos que a = f) e que o segmento de reta radial OP, onde P = (fe ® | 
apenas uma vez cada ponto no interior da regiao. Por exemple. < 
jamos encontrar a área total no interior do limaçon r = 2 — А хет # 
(Fig. 5), seria incorreto integrar de 0 a 27. A razão é simplesmente coz 


ENE LUT e RECRUIT NIS apa Aday aic RP SE a a wy RE 


COORDENADAS POLARES E ROTAÇÃO DE EIXOS - 


pontos pertencentes ao laço interior. 
vezes. 

Com freqüéncia, necessitamos encontrar a área de uma тетю тшш 
compreendida por gráficos de duas equações polares como r = A z + = m 
entre dois pontos sucessivos de interseção P, e Ps. onde Р, = r mir P. = 
(12,8) (Fig. 7). Se a região compreendida pela curva r = g(0)entreP. eP ya 
contida na região compreendida pela curva r = ft Ø) entre P, e P,. entio + amen. 
desejada À é apenas a diferença de áreas das duas regiões e é dada nor 


m a área do laço е cawwmadh amu. 


A 


n ; [tup ao = › | [гло - lor] = 


A= 1 UOP de 


P, = 6,0) 


- 
с eixo polar 


Fig. 8 


EXEMPLO Encontre a área da região interior ao círculo r = 4 cos 0 mas exterior ao 
círculo г = 2 (Fig. 8). 


SoLucAo 

Os dois círculos se interceptam em Р, = (2,—m/3) e Pa 
região exterior ao circulo r = 2 e interior ao círculo r = 
e 0 = q/3 é dada por 


(2,73). A área A da 
cos депіге Ө = 


1 
A [(4 cos 0)? — 22] do 


1; 1 nml 
= ¿(18 cas buf >| 


Р (1 + cos 20) — Ü de 


3 pra 
(4 + 8 cos 20) dO = 2(8 + ѕеп20) 
3 


n3 


xii п 3A] a " " 
3 + 5 )-Í "um = 3 + 24/3 unidades de área. 


4.2 Comprimento de arco de uma curva polar 


Para uma curva em coordenadas cartesianas, ds = (dy + (ду 
simboliza a diferencial do comprimento de arco (Fig. 9). Se nós convertermos 
para coordenadas polares, teremos 


dx = d(r cos 0) = dr cos 0 — rsenÜ do e 
dy = d(rsen0) = drsen + r cos 0 40. 


y 


ds аху + (dy: 


e @ 
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Assim, 
(dx)? + (dy)? = (dr)? cos? 0 — 2r cos Өѕеп Ө(4ғ)(40) 

+ r2sen? 0(40)? + (dr sen? Ө 
+ 2r cos O sen 0(dr)(d0) 
+ r° cos? 0(d0)? 

= (dr)?(cos? 0 +sen? 8) 
+ r?(do Ger? 0 + cos? 0) 

= (dr)? + r(a0y, 


ou seja 


ds = dx)? + (dy? = (dry + "(do 


Bor 


D ind E eixo polar 
Portanto, em coordenadas polares, 

[ү 

| (3) +1? do 
y \46 


O comprimento de arco da porção da curva polar r = f{8) entre Ө = ac é 
= B é dado por 


SO 0p f 
s= asf Na) rd) 


desde que a derivada f" exista e seja contínua no intervalo [a,8]. 


ds = 


Dor AI er 
Lito) + [/(0)]° ao, 


EXEMPLO Encontre o comprimento de arco total da cardióide r = 2(1 — cos 6)(Fig. 11). 


SoLução 
Pelo fato de a cardióide ser simétrica em relação ao eixo polar, temos 


я dr E od 
25, (3) +1? do 


š [Je sen)? + 4(1 — 2 cos 0 + cos? 0) 40 
o 


lI 


eixo polar 


lI 
ER 
= Ñ 
E 
3 
D 
3: 
n 
° 
8 
d 
D 
=| 
l 
e 
8i 
eel 
a 
& 


РР" =4[" [126080 do = A2 |. JT = cos 0 40. 
i d iM 
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Visto que 2 sen? (8/2) = 1 — cos Ө, segue-se que 
Й x 
=4/2 Í е 740 =4,/2 | „зеп? as 
dy o 2 


0 
=8(-2cos") 


= l6 unidades. 
lo 


Conjunto de Problemas 4 


Nos exercícios de 1 a 6, encontre a área compreendida entre cada curva polar 
fatada pelos valores de 6 indicados. Esboce o gráfico. 


1 r=40 de 80= nj4 a 0 = 51/4. 2 r=sen? (0/6) de 0=0 a 0=7. 
3 r=4/0 de 0 = п/4 a 0 = 5n/4. 4 r=3sen30 de 0-0 a 0 = 7/3. 
$ r= 3csc0 de 0—z/2a 0- 5n/6. 6 r=2sec20 de 0-0 a б=л/3. 


Nos exercícios de 7 a 14, encontre a área compreendida entre cada curva polar. 
Ex cada caso esboce a curva, determine os limites de integração apropriados e 
«enfique se nenhuma das áreas está sendo contada duas vezes. 


r 


4seng 8 r = 2(1 + cos 0) 9 r= 2sen30 10 r = 2./ |]cos 0| 


11 r = 2 + cos 0 12 r= 1+2cos0 13 r=2-2sen0 14 r=3c0s 8 + 4senë 


Nos exercícios de 15a 19, encontre todos os pontos de interseção das duas curvas, 
espoce as duas curvas e encontre a área de cada região descrita. 
E Interior a r = 6 sen 8e exteriora r = 3. 
W Interior a r er = 1 + cos 0. 
P Interior a r соз дег = 1 + cos 6. 
13 Interior ar? = 8 cos 28 e exterior a r = 2. 
19 Interior a г = 6 cos 0 e exterior a r = 6(1 — cos 0). 
æ Considerando, por hipótese, que b > a > 0, encontre a fórmula para a área 
compreendida pelo laco interno do limagon r = a + b sen 9. 
21 Encontre aárea da região sombreada compreendida pelo gráfico de r = 8 na Fig. 12. 


eixo polar 


Nos exercicios de 22 a 29, encontre o comprimento de arco de cada curva polar 
estre os valores de 8 indicados. 


Zm r= -2 de 0=0 а 0=2m 23 r=6sen0 de 0=0a0=x 
2(14-cos0) de 0 =O a 0 = 2x. 25 r=40º de 0-02a0-3. 

26 r—2sen' (0/3) de 0=0 a 6 — зп. 27 r=e de 0-0 a 0=4m 

B r= —7cse0 de 0-54 a 0 = 3n/4. 29 r=3cos0 +4sen0 de 0-0a8--2 


39 Critique o seguinte uso de diferenciais: Na Fig. 10ds é virtualmente o comprimento 
de arco da porção da circunferência de um círculo de raio |r| interrompida pelo 


ángulo dg radianos; portanto, ds deve ser dado antes por || d do que por 
Nm + ri do. 


31 Encontre o erro na seguinte afirmação: Visto que o gráfico de uma equação polar r 
cos té um circulo de valo 2 -a eireubtenkacis deste circulo dave ser dad mos 


5% CÁLCULO 


* frs 2x 2 

з= | | ) +rdo=[ Jlósen20 + I6cos 0 do =| 440 = ва. 

“o Nao) ly LN 
(Mas a circunferência de um círculo de raio 2 deve ser apenas 47.) 

32 Mostre que, com restrições convenientes, a área da superfície gerada pela revolu- 
ção da porção da curva polar r = #9) entre 9 = a e 0 = B em torno 


a š 
(a) do eixo polar éA = 2л | rsen /(r/d0)* + 1? 40, e 


Li 
(b) do eixo 8 = я{2ё A = 2л | коо 0, /(dr/40)2 + r? do 


Nos exercícios de 33 a 36, use as fórmulas dadas no exercício 32 para encontrar a 
área da superfície gerada pela revolução de cada curva polar em torno do eixo dado. 
em torno do eixo polar. 
em torno do eixo 6 = 7/2. 
cos Ө em torno do eixo polar. 


35 r 
36 r? = 4 cos 28 em torno do eixo 0 = m/2. 


8 


Rotação de Eixos 


No Cap. 4 analisamos o problema de cônicas cujos eixos de sime 
eram paralelos aos eixos coordenados concluindo, então, que as equaçã 
dessas cónicas poderiam ser “simplificadas” e colocadas sob a forma rei 
zida através de uma translação conveniente dos eixos de coordenadas с; 
sianas. Observe que as equações correspondentes à translação 


X=x=—h 
yey-k 


são relativamente simples quando se trata do sistema de coordenadas c 
sianas, mas a transformação em coordenadas polares acarretaria algu: 
dificuldades. O sistema de coordenadas cartesianas se adapta naturalmens 
translação — o sistema de coordenadas polares, não. 

Por outro lado, o sistema de coordenadas polares se adapta natur: 
à rotação em torno do pólo. A Fig. 1 nos apresenta um eixo polar “antigo”, 
um eixo polar “novo” obtido através da rotação em torno do pólo do 


P = (г, B) "novas" coordenadas polares 
P = (г, б) “antigas” coordenadas polares 


„т povo! eixo polar 


x 
Fig. 1 o “antigo” eixo polar 


polar antigo, de um ángulo &, e um ponto P do plano. Evidentemente, se P 
(r,8) em relação ao sistema de coordenadas polares antigo teremos P = ir.$ 
Ф) = (7,0) em relação ao novo sistema polar. Portanto, para as coordena 
polares temos associadas às seguintes equações para rotação 


COORDENADAS POLARES E ROTAÇÃO DE EIXOS = 


EXEMPLO 


TEOREMA 1 


EXEMPLOS 1 


que fornecem as novas coordenadas polares (7.8) do por: 
das antigas são (ғ, 6). 


А equação do círculo de raio а > 0 com centro no ponto ш à 
polar horizontal é r = 2a cos 0 (Fig. 2). Determine a equação 3c mesmo 
círculo em relação a um novo eixo polar que forma um ângulo de о = = 2 com 
0 primeiro. 


SoLução 
Usando as equações polares de rotação 


da equação ғ = 2a cos 6 temos ; = 2a cos ( + ф). Fazendo à = =2 = 
observando que 


cos (0 + ф) = cos (0 + 1/2) = —senÚ, 


vimos que a equação no novo sistema de coordenadas polares é f = —2a ser 
0. 


4 
' 
' 
| 
| 
| 


“novo” eixo polar 


j= 0 
2 “antigo” eixo polar 


Fig. 2 


5.1 Rotação de eixos cartesianos 

As equações associadas à rotação em coordenadas cartesianas não são 
tão simples como as equações de rotação para coordenadas polares desen- 
volvidas acima. Todavia, é frequente a necessidade de se efetuar a rotação 
dos eixos coordenados. Com o objetivo de estabelecer as equações apropria- 
das para tal rotação, enunciamos o seguinte teorema. 


Equações associadas à rotação em coordenadas cartesianas 

Suponha que um novo sistema coordenado xy tenha a mesma origem que 
o antigo sistema coordenado xy, mas que o novo cixo x seja obtido pe 
rotação do antigo eixo x no sentido anti-horário em torno da origem de um 
ángulo ф (Fig. 3), Sejam (х,у) as coordenadas cartesianas antigas do ponto P e 
G3) as novas coordenadas. Então 


x 


= X cos ф — y sen $, 


; = Xsen $ + y cos ф. 


A prova do Teorema | é facilmente realizável através da transformação 
das coordenadas cartesianas em polares, girando o sistema polar de um 
ángulo ф, e então transformando, de novo, em coordenadas cartesianas. os 
detalhes da prova são deixados para exercício do leitor (Exercicio 28) 


Aplica-se ao antigo sistema xy uma rotação de 7/6 radianos a fim de obter шт 
novo sistema de coordenadas xy (Fig. 4). Determine as antigas coordenadas 
xy do ponto P cujas novas coordenadas xy são (2,1). 


SoLucàáo 
Usando as equações associadas à rotação em coordenadas cartesiana: 
Cia > ЦИЯ 


com e 


e 
Xsénó + y cos $ 
1 COMPE 
0) + 2 |=1+ a" 
Fig. 3 


Portanto, as coordenadas antigas de P são 


Fig. 4 


A reta L tem equação L: y = 4x + 5 no antigo sistema de coordenadas ху. Pur 
uma rotação em torno da origem, um novo sistema coordenado xy é estabeim- 
cido, cujos eixos determinam com os eixos correspondentes dexy, um àánzutim 
de 45º (Fig. 5). Determine a equação de L em relação ao novo sistem 
coordenado. 


SoLUÇÃO 
Visto que 


х = X cos 45° — psen45” e 


X sen45° + y cos 45°. 


COORDENADAS POLARES E ROTAÇÃO DE EIXOS > 


| 
x Fig. 5 


Segue-se que 


/2 2 do 
| Xt. Vê VC or 
| 357 3% ;«4-9 e 
| /2 = 7 
| у= #% E TI 


Um ponto? dareta L tem coordenadas antigas que satisfazem a y = 4x — 
5; portanto, suas novas coordenadas xy irão satisfazer 


Е) +5. 


Simplificando a última equação, obtemos y = Ys x + VŽ. 
Das eguações para a rotação em coordenadas cartesianas 


{х = X cos ф — уѕепф, 
š у = x sen + y cos $ 
determinando X e y em funçào de x e y temos 


Ix = x cos ó + ysenó, 


|y = —x sen ó + y cos $ 


| (veja Exercício 29). Essas duas últimas equações nos permitem então calcu- 
lar as novas coordenadas xy em função das antigas coordenadas x» e do 
ángulo de rotação ó. 


EXEMPLO О novo sistema de coordenadas xy foi obtido através da rotação do anugo 
sistema xy, de —309. Determine as novas coordenadas xy dos pontos cujas 
antigas coordenadas ху são dadas. (а) (V/3.2) (b) (-У3.2). 


SoLução 
Aqui nós temos 


| х= хо (-39) + ysen(-39) =x + (4) = 


| y= —xsen(—30%) + y cos (30?) = —x(— 


е = 


ny estadia 


istoé (x, y) 
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Portanto, 

ай. е p= 3 +30) 3/83 isto é (x, y) 
2 2 2 

2 Б... UV EE. uui 
q £e 2 m: 


Fig. 6 


Por uma rotação conveniente dos eixos coordenados, a equação йв 
curva pode com freqüéncia ser “simplificada” ou colocada sob uma forma 
reconhecível. Por exemplo, considere o gráfico correspondente à equação zw 
= 1 (Fig. 6). Este gráfico possui dois ramos, um no primeiro e o outro mæ 
terceiro quadrante. Tal equação corresponde, na verdade, a uma hipérbole 
cujo eixo transverso determina um ângulo de 45º com o eixo x. Para verificar 
que de fato é este o caso, estabelece-se um novo sistema de coordenadas 37 
cujos eixos determinam um ângulo de ф = 45º com os do sistema аповв. 
Substituindo 

E 


x = X cos 45° — ysen45° = YE (x — y) e 
€— 45º =? (x y) 
da equação xy = 1, obtemos 
`2 RO gp $ 
N* (gy :iy- edi ec 
205) Etl ou 5-7 


Portanto, como já era esperado, a curva na Fig. 6 é uma hipérbole. v «sum 
que sua equação pode ser colocada sob a forma reduzida no novo sistema de 
coordenadas xy. 


Conjunto de Problemas 5 


Nos exercícios de 1 a 10, efetuou-se uma rotação de um ángulo ф, do “antigo” 
sistema de coordenadas polares a fim de se obter um “novo” sistema. Determine a 
nova equação. em termos de f e 6, da curva cuja antiga equação em coordenadas 


COORDENADAS POLARES E ROTAÇÃO DE EIXOS = 


n 1 
3r-ácos0; ф= == o ENS 
r= 4 соѕ 0; $ 2 4r Гаро 
$ г= 3 + 55еп0; ó$ = x 6 г= 0; ф= n3 
7 r=3- еп: ó = -5 e au 
ecos z 
т 
97 = 25 cos 20; $ = > 10 *=—  ———əə o 
$ 2 d oos d+ Hseng P Arbitrano 


Nosexercícios de 11a 19, os antigos eixosxy foram girados de um ángulo 4 para se 
zonstituírem num novo sistema de coordenadas xy. O ponto Р tem coordenadas (x,y) 
em relação ao antigo sistema ху e coordenadas (x,y) em relação ao sistema xy. Encontre 
з dado que falta. 


И (х,у) = (4—7), ф = 90°, (x, 5) 


12 (ху) = (2,0), (53) =(1,/3) =? 


B (х,ў) = (-3,—3) ó = n/3radianos (x, y) = ? 14 (х,у) = (5./2,./2), ф = 45°, (3,5) = ° 
E (3,5) = (—4, —2), ф = 30°, (х,у) = ? 16 (x.y) = (—3./2,./2), ó = 3n/Aradianos(x. s) = 7 
P (x, y) = (-4,0), ó = nradianos (x, y) = ? 18 (x, y) = (1, —7), $ = 240°, (ç, y) = ? 
19 (x.y) = (0,8), ó = 360°, (x. 
39 Determine um ángulo ф (se existir) para о qual as equações de rotação são as 
seguintes 
ta) x=y e е 3 (d x=—y e y= —x 


Nos exercícios de 21 a 26, os eixos xy sào girados de 30? para se constituírem nos 
exos Xy. Expresse cada equação no outro sistema de coordenadas. 


N y?=3x 22 $=3x 23 #0 +72=1 

M 5х-у=4 25 x! +у?= 1 26 х2 = 25 

17 “Simplifique” а equação x? — 2xy + у? — V2x — Vly = 0, girando os eixos 
coordenados de um ángulo $ = —л}4. 

28 Deduza as equações no Teorema 1 transformando em coordenadas polares, gi- 


rando o eixo polar e então retornando às coordenadas cartesianas. 
29 Resolva as equações do Teorema | para obter £ e ў em função de x e y. 


6 Equação Geral do Segundo 
Grau e Invariantes por 
Rotação 


No final da seção anterior vimos que o gráfico da equação xy = 1 é uma 
hipérbole; de fato esta equação foi transformada numa equação reduzida de 
uma hipérbole. através de uma rotação de 45º dos eixos coordenados. 4 
equação xy = | é um caso particular da equação geral do segundo urak s ™ + = 
y, 


Ах? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F 


Na equação geral do segundo grau, os coeficientes А. B. 
considerados constantes. Observe que fazendo A = C = D = 
= —1 na equação geral, obtemos xy — 1 = 0, ou xy = 1 
fazendo A = 1/42, B = 0, C = 1/b?, D = 0, De F 


CÁLCULO 


x y А 
+ = = 1,a forma reduzida da equação de uma elipse. Analogamente. 


b 
considerarmos A = 1/a?, В = 0, C = —1/b?, D = 0, E = 0e F = —l, епао 


equação geral do segundo grau, obtém-se =; = 1, que é a equa 


reduzida de uma hipérbole. Finalmente, fazendo A = 1,B = 0,С = 0.0 = 
E = —4p, e F = 0, obtemos x? = 4py, a equação da parábola. 

Toda seção cônica considerada até agora tem uma equação cartes 
que é um caso particular da equação geral do 2.º grau 


Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0; 


contudo, exceto para a hipérbole xy = 1, o coeficiente B tem sido sempre 
e, desse modo, o termo "cruzado" Bxy nào tem aparecido. Provare: 
agora que o termo "cruzado" pode ser sempre eliminado da equação gera 
segundo grau através de uma rotação conveniente dos eixos coordena: 


TEOREMA 1 Eliminação do termo cruzado através de rotação 


Se o “antigo” sistema de coordenada as xy é girado. em torno da onee 
de seu ângulo ó para se obter um "novo" sistema de coordenadas xy. cruan 
ção antiga, em relai 
+ Ey + F = O será uma nova equação AP 
relação aos eixos xy. onde 


= A cos? ф + B cos фвепф + Csen? q, 


B = 2(C — A) cos psen + B(cos? ф — sen? ф), 
C = Asen? ф — B cos фхепф + C co: 
D = D cos ф + Eseng, 


E= –Юѕепф + Ecos p, e 


F= F. 

Em particular, se B + 0 e se é foi escolhido como 0 < $ < 7/2 e cor 
A—cC ч a " 

26 = B «então В = 0 e o termo cruzado By não irá figurar na aowa 

equação. 

Prova 


Substituindo x = x cos $ — y sen фе y = x sen ф + y cos ф, equações ёш 
rotação, em Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, obtém-se 


A(X? cos? ф — 2xy cos ó senp + y?sen? $) + B(x? cos фѕепф + xy cos? $ 
— Хўзеп? $ — y? cos фѕепф) + С(Х?зеп? ф + 2xy cos ó sené + y? cos? $) 
+ Р(х cos ф — yseng) + Е(Хѕепф + y cos $) + F = 0. 
Reduzindo os termos semelhantes na equaçào acima, obtemos 


Ах? + Вху + Cy! + Dx + Ey + F = 0, 


Visto que sen 2ф = 2 cos ó sen фе cos 2ф = cos? $ — sen? $. então B 

A) cos ó sen ó + В(соѕ? ф — sen? ф) pode também ser escrita na forma B 

—A) ѕеп2ф + B cos24. Portanto, seB + Oese dé escolhido de tal modo ati 
AL 2 A-C 

<ф<п/2ес012ф = =з „então = 26 — sw seja, В cos Ze. 

(A — C)sen26e B = (C – А) ѕеп2ф  Bcos26 - (C— А) sen26 +14 – 

зеп2ф = 0. 


onde os coeficientes À, B, C, D, E e F são como os mostrados no ФЕ 


EXEMPLO 


Ao aplicar o Teorema I para eliminar o termo cruzado à 
do segundo grau, não é necessário o uso das fórmulas ба 
novos cocficientes, visto que se pode sempre substituir 
rotação na equação do segundo grau dada c reduzir os termos «cerae. 


Girar os eixos coordenados a fim de eliminar o termo cruzado dz equação z 
= 4xy + y! — 6 = бе esboçar o gráfico mostrando o antigo e o novo залета die 
coordenadas. 


SOLUÇÃO 
A equação tem a forma Ax* + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0com A 
—4, C = 1, D = 0, E = бе F = -6. De acordo com o Teorema 1. o termo 
cruzado pode ser eliminado, através de uma rotação do sistema. de um ngis 

£ _ 11 


А – 
$.onde0 < $ < п/2есо12ф = В a 


m/2, ou seja. à = m/4, sen $ = V2/2e cos ф = V2/2. Então, pelas equações 


= 0.Рог(ато, fazemos 20 = 


de rotação, «= 1 cos - ў маф (8 pe = E sen 6 + dom 


E 


2 (X + y). Substituindo estas expressões por x e y na equação x^ — 


ipe 


Simplificando a equação acima vem 


4xy + y! — 6 = 0, temos 


ЕЕЕ 


+») + n p| -s-o 


la- -A-E E+ =S 
ou 


je 2m p) — (82 $) 
+0 +2жу+ D) = 6. 


Reduzindo os termos semelhantes da equação acima, obtemos — + 37° = 6 


Fig. 1 


CALCULO 


Se 0 < ф < 7/2, então as identidades trigonométricas 


cot. 3 
cot 24 T 1 + cos. e é de J E 
/cot? 2ф + 1 N 2 v 2 


nos permitem determinar cos фе sen ó algebricamente em função dos val 
de cot 26. 

Isto é usual quando se aplica o Teorema | à eliminação do termo cruzada 
da equagáo do segundo grau. І 


cos 2ф = 


EXEMPLOS Girar os eixos coordenados para eliminar o termo cruzado e esboçar o grafias 
mostrando os eixos antigos e os novos. 


1 8x? — 4xy + 5y? = 144 
SoLucáo 
Aqui A = 8, B = -4, C = 5, D = 0, E = бе F = —144; portanto, cat 
26 e HE LRS = — +, Desse modo; 
t = E T 
cos 26 = Loc s es — 
cot? 24 + 1 (y +1 +1! 4 
ou seja 
_ fitcs2o 1-3 [2 R 25 
im Bo d£: ym ys 3" 
e 
seng- [00528 _ E LE 
2 2 JD «5 5 
Substituindo 


na equação dada, obtemos 


з, Dus (é ка ыл 35 es TAR 
x- y) -4[X-x- y x y) +5 x 5) = 144. 
(+ 53) fia idees Prev» 
» py 
Esta equação pode ser simplificada em 4x2 + 9ў = 144, ou 36 + w L 
que corresponde a uma elipse. 


Fig. 2 


TEOREMA 2 


kaw ын а NI Vy DIET IPSE ТРЕ БАЧИВ шы 


2/5 
Visto que senó = us segue-se ó = 63,43? (Fig. 2). 


2 16x? — 24xy + 9y? — 80х — 190y + 425 = 0 


SoLução 
Aqui A = 16, B = —24, C =9, D = —80, E= — 190. е F = &PS 
Amo 7 
илл шаш. 


cos $ = 


Pela substituição direta na equação do Teorema 1, temos А = 
В(2/5)(4/5) + С(%)* = 0, B = 0, C = А(4/5)° — В(2/5)(45) + C(2/s)° 
D(3ls) + Е(4/5) = —200, E = – (45) + E(5ls) = —50, F = F = 
modo, a equação relativa ao novo sistema de coordenadas xy é 25y? — 200: — 
50y + 425 = 0; isto é, y* — 8t — 2y + 17 = 0. Agora completamos o quadrado 
para obter 


Y -2y*128x—171 ou (p- 1)2 = 8(x — 2). 


к Esta equação corresponde a uma parábola com vértice em (2.1) no nox c 
sistema. Visto que sen ф = Ys, segue-se que ф = 53,13? (Fig. 3). 


y x 
4 A 
/ 
/ 
f 1642 _2axy + 92 
y vértice / -80x — 190y +425 =0 
Ы" / ou 
"S (y -IF 8€ -2) 
-x 
Fig. 3 
Se bem que a rotação dos eixos coordenados, de um ángulo ó. trans- 


forme a equação Ax? + Bxy + Cy! + Dx + Ey + F = бет 
AX? + Bxy + Су? + Dx + Ey + F = 0, 


as duas equações possuem exatamente o mesmo gráfico. Este gráfico ass: 
como qualquer outro elemento que permaneça inalterado, como consequén- 
cia de uma rotação, é denominado um invariante por rotação. Umim ur 
algébrico por rotação, em particular, é definido como qualquer expr 
englobando os coeficientes A, B, C, D, E e F que permaneça inalt 
quando os eixos são girados. Por exemplo, de acordo com o Teorema 1. F = 
F; portanto, F é um invariante algébrico por rotação. O teorema se; 
cuja prova é deixada a título de exercício (exercício 14), fornece dois © 
invariantes por rotação. 


Invariantes por rotação 
Onando aos eixos coordenadas anli 


EXEMPLO 


CÁLCULO 


fazendo com que a equ: 
= 05е genae. emA. 


2 А+С=А+С. 
3 B?*-4AC = В? — 4AC. 


Os invariantes algébricos por rotação, no Teorema 2, podem ser usadas 
como verificação da existência de erros de cálculo numérico que porventum 
ocorram em conseqüéncia da rotação de eixos para a equação do segunam 
grau. Por exemplo, para verificar o cálculo numérico no Exemplo 2, temos & 
= 16, B = –24, C = 9, À = 0, B = 0e C = 25, ou seja 


А+С=А+С=25 e B'-4AC-B'-4AC = 0. 


“Temos agora os meios para esboçar o gráfico de qualquer equação ae 
segundo grau em x e y. Se o termo cruzado figura na equação, uma rotacio 
conveniente de eixos coordenados irá eliminá-lo. Desse modo, completanas 
os quadrados, se necessário, obteremos naturalmente a forma reduzida am 
equação de um círculo, elipse, parábola ou hipérbole. Contudo existem 
alguns casos para os quais isto não ocorre (exercício 12). Nestes casa 
excepcionais, o gráfico é denominado uma cónica degenerada. As únicas 
cônicas degeneradas possíveis são (1) todo plano xy, (2) o conjunto vazio. (34 
uma reta, (4) duas retas e (5) um ponto isolado. 

Supondo que o gráfico da equação do segundo grau emx e y é uma сопа 
não-degenerada. a cônica pode ser identificada conforme se segue: 


1 A côni 


à será um círculo ou uma elipse se B° — 4AC < 0. 
2 A cónica será uma parábola se B* — 4AC 
3 A cônica será uma hipérbole se B* — 4AC 
(Veja exercício 10.) 


Identifique a cônica náo-degenerada 2x? — 12xy — Зу? 


SOLUÇÃO A 
Aqui А = 2, B= —12е C = —3, portanto, B? — 4AC = 168 > 0. Logo, a cônica 
é uma hipérbole. 


Conjunto de Problemas 6 


cruzado (0 < $ < 7/2), (b) ey em função de že ye (ca “nov. 


Nos exercícios de 1 a 9, determine (a) o ângulo de rotação ф que elimina o termo 


“equação em função de 


š e $. Esboce o gráfico mostrando os sistemas coordenados “novo” e “antigo”. 


1 хё+4ху- 282 = 


3 
5 


ә u 


х®+2ху+ у? sl 
9x? — 24ху + 16y? = 144 


6x — бху + 14y? = 
28 + bxy — бу? +2,/10х + 3/10 y — 16=0 


2 х +2xp+y +x+y=0 

4 x +2ху+ y? -4/2x+4/2y=0 

6 2x? + A 3xy - 2! —4-0 

8 17x? — 12xy + 8y? — 68x + 24y — 12-0 


Suponha que Ах? + Bxy + Cy: + Dx + Ey + F = 0 é a equação de uma cónica 
não-degenerada, Mostre que esta cônica é: 
Um circulo de elipse se B? — 4AC < 0. 


Uma parábola se В? 


ЗАС = 0. 


иш! Uma hipérbole se B? — 4AC > 0. 


Mostre também que no caso (i) a cônica é um círculo se А = Ce В. 


COORDENADAS POLARES E ROTACAO DE EIXOS 
її Considerando os dados do exercicio 10, identifique as cónicas sem girar os eixos 
zoordenados. (Suponha cónicas não-degeneradas.) 


(а) 6х2 — Axy + 3у p x + Пу+ 10-0 (b) me +12ху+2 
(e) 2x? +22 = 8x + 12y+ 1=0 (d) x? 


12 As seguintes equações do segundo grau emx ey têm por gráficos cónicas degenera- 
das. Em cada caso verifique que o gráfico é igual ao descrito. 


ta) Ox?  Oxr + Oi? +0x + Oy + 0 = 0 (todoo planoxy). 

ib) x? + y2 + 1 = 0 (oconjunto vazio). 

fe) 2x? — 4xy + 2y? = 0 (TMinha reta). 

td) 4x? — y? 16x + 2y + 15 = 0 (2 linhas retas interceptantes). 
e| x?- 2d + y? — 18 = 0 (2 retas paralelas). 

1) x? + y? — 6x + dy + 13 = 0 (I único ponto). 


IB Esboce o gráfico de 2r? + Злу + 232 = 4. 

1м Usando as fórmulas do Teorema 1, prove o Teorema 2. 

E Nos exercícios 1, 3, 5, 7 e 9, use os variantes algébricos por rotações a fim de 
verificar um possível erro no cálculo. 

B Suponha que AC > 0. Mostre que o gráfico de Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0éuma 
hipérbole ou duas retas concorrentes. 

т Deduza as equações das seguintes cónicas de acordo com os dados. Então gire os 
eixos coordenados de modo que o novo eixo x contenha 05 focos da cónica. 
Determine a equação da cónica em relação ao “novo” sistema de coordenadas iy. 


a) Focos em F, = (3,1) e F, = (—3,— 1), distância do centro ao vértice ao longo do 
eixo maior é a = 4. 
(b! FocosemF, = (4,3) eF, = 
eixo transverso é a = 3. 
18 Suponha que AC < 0. Mostre que o gráfico de Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0é uma 
elipse, um círculo, um ponto isolado, ou um conjunto vazio. 
8 Determine uma equação do segundo grau em x e y cujo gráfico consista em duas 
retas concorrentes na origem e de coeficientes angulares 3 e —3, respectivamente 
38 Mostre que o gráfico da equação Ax? + Dx + Ey + F = 0, onde A + 0, é uma 
parábola, duas retas paralelas, uma única reta ou um conjunto vazio. 
E Esboce o gráfico de x? + 4ху + 4y? 
E Mostre que 24? + B°  2C* é um invariante por rotação, isto é, que 24º + B° + 2C* 
= 24? + Ё + XC 
IS Esboce o gráfico de x° — 9xy + y? = 12. 


—4,-3); distância do centro ao vértice ao longo do 


24 No Teorema 1 suponha que 0 < $ < 7/2 ecot 24 = B Prove que 
A£C-S/(4-CP +B] e С={А+С—-5,Д4—С +B] 
onde 
B 
kars 
18| 


Conjunto de Problemas de Revisáo 


| Nosexercícios de 1 a 6, determine cada ponto no sistema de coordenadas polares e 
serio dé 3 outras representações polares para as quais (a) r < бе 0 = 0 < 27, (b) r> Oe 
-1т<ё=0е(с)г< бе -2r s e <0. 


23) 2 (2,5n/6) 3 (2, 7z/4) 
4 -L—112/5) 5 (3.1) 6 (лл) 


Nos exercícios de 7 a 12, transforme as coordenadas polares em cartesianas. 


 — "1" ão rw d A Mun M 


58 CÁLCULO 


10 (—3.2/6) 11 (11,3n/4) 12 (—3, 2/3) 


Nos exercícios de 13a 18, transforme as coordenadas cartesianas em polares (r, 6) 
comrz=0e-="<0< m. 


13 (17.0) + 14 (2,3) 15 (2, —2./3) 
16 (—./3, —1) 17 (717,17) 18 (0,—1) 


Nos exercícios de 19 a 22, transforme cada equação polar em cartesiana. 


19 r^cos20 = 1 


4sen @ 


а i 
21 r= [sec] Tp! <e<1d>0 


Nos exercícios 23 a 26, transforme cada equação cartesiana em polar. 


2 y-2x-1 24 (x- 1? «(y - 39 =4 


25 y! = 4x 


Nos exercícios de 27 a 32, esboce o gráfico de cada equação em coordenadas 
polares. Discuta a possibilidade de haver simetria no gráfico. 


2 
27 r= 2 cos 30 28 r = 2 cos (30 + x) 9 se. ИШИ 
cos 0 + /3sen& 
8 
30 г=}+зеп@ 31 PEE 32 r=1++4sen0 


Nos exercícios de 33 a 36, encontre o coeficiente angular da reta tangente ao 
gráfico em coordenadas polares no ponto indicado. 


1 
Arr 3sen o^ 0) 


34 r = a sen k, a > 0, k um inteiro positivo em (0,m/k). 


35 r = 2 — 3 cos 0 em(2, 5/2) 36 +? = —9 cos 29 em (3, n/2) 


37 Determine todos os pontos onde a tangente ao limaçon r = 3 — 4 cos 0 é horizontal 
ой vertical. 

38 Nos exercícios 35 a 36, determine tan y nos pontos indicados. 

39 Determine tan y) em função de 0 para a curva r = sen? 0. 

40 Seja Р + Oum ponto da interseção de duas curvas em coordenadas polares r = (6j e 
r = g(0). Se y, é o valor de y para г = fl 0) em P e ub é o valor de y para r = g(6) em P, 
mostre que 


tan y, — tan y; 


tan ф = ^, 
Ф 1+ tan y, tan V; 
onde ф é o ángulo entre as tangentes a r = ff) e a r = 2(6) em P. 
Nos exercícios de 41 a 46, onde ф é o ângulo entre as tangentes аг = f6) e r = g( 0) 


em P. identifique o tipo de cónica, determine sua excentricidade e especifique a 
posição da diretriz correspondente ao foco no pólo. 


15 10 
кн "ЗГ 5sen8 2зеп@ 
1 
— — dé PERES 
der ]+seng P 1 + соѕ (0 +74 


A) Deterráne.as.cnordanailbm sedare dne піна анана as dies а аа cs 


COORDENADAS POLARES E ROTAÇÃO DE EIXOS s 


соз 8 com a parábola r = —=—. 
interseção. 1— cos 0 


Nos exercícios de 48 а 51, determine a área limitada pelas curvas em coordenadas 
polares, entre os valores de 8 indicados. 


€ = -0 de 0—-02a0-— n2. 49 r-4senü de 0-0 a0=x 


Esboce o gráfico mostrando estes pontos de 


giri de 0—0 a 0 = n/6. 


$81r-1-cosü de 0=0a 0=7. 


2 Determine a área da região interior ao lago externo mas exterior ao laço interno do 
limagon r *bsen6,b»a0. 
Nos exercícios de 53 a 56, determine o comprimento de arco de cada curva em 
zoerdenadas polares entre os valores de 6 indicados. 

53 , = e^? para 0 entre 0 e 2g. 

S , = 5 sen 8 para 8 entre 0 e m. 

E y = cos? (8/2) para 6 entre 0 e m. 

S% , = 1 — cos 0 para 0 entre 0 e 27. 

S Determine a equação na qual /2 sen 20 = 2 é transformada pela rotação de 45º do 
eixo polar. 

38 Determine a equação na qual a equação VX + Vy = 2 é transformada, pela rotação 
de 45° dos eixos cartesianos e eliminação dos radicais. O gráfico desta equação é 
uma parábola? 

Nos exercícios de 59 a 62, determine a rotação dos eixos que transforma cada 
 exiacüo numa outra que não contenha termo cruzado. Esboce o gráfico mostrando os 
“antigos” e “novos” eixos coordenados. 


Dn +4/3xy— 


60 4х2 + 4xy + 4y2 


ы 3x +xy=11 62 y +xy-3x=7 


Nos exercícios de 63 a 67, use o invariante B? — 4AC para identificar cada cónica. 
Swronha que a cônica é náo-degenerada. 


€ D 6 3xy Ту? = 16 64 х2 e6xy y! 48-0 65 1423 xy + 5у2 1 


% 0 -3xy+5y2=16 67 81x? — I8xy + 5х +) 


FORMAS INDETERMINADAS, 
INTEGRAIS IMPROPRIAS E 
FORMULA DE TAYLOR 


Já que as duas noções básicas do cálculo a de derivada e integral — sã 
definidas através de limites. não causaria surpresa o emprego da deri азы 
da integral, com freqüéncia, para o cálculo de limites. Nesse capítulo. += 
mos como certos limites, cujos valores não são óbvios à primeira «sa. 
podem ser encontrados utilizando a derivada de acordo com uma regm 
especial. denominada Regra de L'Hópital, Utilizaremos também o li 
para estudar o comportamento das integrais impróprias. Para finaliza 
capítulo, um estudo da Fórmula de Taylor, que pode ser utilizada na apem- 
ximação de certas funções com o auxílio de polinômios. 


A Forma Indeterminada 0/0 


Do nosso estudo inicial das propriedades dos limites, sabemos que 


pod, 27 


xo. 96) lim g(x) | 


xa 


desde que imt x) e lim g(x) existam e que jm g(x) + 0 (Propriedade 4. Sec 


2. Cap. y Se lim g(x) = Ü esta regra rod nào pode ser aplicada. Мањ. 


observe que, se lim g(x) = 0 e lim Ze) existe, entào 


Y x g(x) 
im o) = lim [LE a] = [im LT ma) = [m E o 


, Portanto, se o limite de um quociente existe e o limite do denominzomë 
igual a zero, então o limite do numerador também é. obrigatoriamente. cual 


7ero. 
x 
Quando, numa expressão sob a forma 2 ) 
ax 


‚ se tem lim f(x) = 0 < ism 
mn — 


g(x) = 0 diz-se que ela está associada a uma indeterminação da form UM 
para x = a (aqui estamos considerando que g(x) + 0 para valores ae z 


fix) 


próximos dea mas diferentes dea, por conseguinte, afração ud é def miti 


а ¿SSS ini E Al de 


FORMAS INDETERMINADAS, INTEGRAIS IMPRÓPRIAS E FORMULA DE TAYLOR = 


au RE š 2 
Por exemplo, a fração EC possuiumaindete-—e тъга: D Yura 
Es 


-6 


MEAM, oca M -0elimt-:-5 = 


a2 x22 


calculamos o limite de tais frações lançando mão de um агийс с 
numerador e denominador; portanto, 


T uz sa m (+ 062) _ 
lim — im 
pe- хї+х—6 RAR 
š 1 Ê 
Outros exemplos, tais como lim CX o tim LIU observe que š 


хо Х x20 
ambos está associada uma indeterminação da forma 0/0), nào puderam s= 
tratados como este último e foram calculados com o emprego de uma tec ca 
particular na Seção 1.2 do Cap. 8. 

Num dos primeiros livros de cálculo, o matemático amador francés 
L'Hóôpital (1661-1704) publicou um método simples e elegante para se calc 
lar os limites associados às formas indeterminadas. Aqui, damos um tr; 
mento informal aregra de 1^ Hópital; posteriormente. na Seção 1.1. dure > 
um tratamento formal e a prova. 


Regra de L'Hópital 
І 
Suponha que T tenha associadaa ele a forma indeterminada 0/0 para 
g(x 


acque lim Pe) exista. Então lim Ft =tim DES 
a VIR) xa MK) ха (x) 


(x " fe) 


Observe que Jt ) náo é a derivada de . Na regra de L'Hópital. а 
g'(x) gtx) 


(Atenção 


fração Je) € obtida diferenciando-se, separadamente, o numerador e o 


g'(x) . f(x) 


denominador da fração —— . 
9 


(x) 


EXEMPLOS Utilize a regra de L`Hôpital para determinar os limites dados. 


SOLUÇÃO 
Tanto o numerador quanto o denominador se aproximam de zero quando 
sociada à forma 0/0 em x = 3. Pela regra 


de L'Hópital, temos 


x — 6x+9 ка O = 6х +9) sa 2x-6_ 
—7x+ 12 acp — 7x + 12) e TTE] 
PAR 
3 Ша 7 
жәй In (x +1) 
SoLucáo 
A fração está associada à forma 0/0 em x = 0, portanto 
lim greg o C sas PEA 


RED рав) so lite 1) 
= lim (x + l) e*+ e" *)=(0+ i 1-72 


EXEMPLO 


EXEMPLO 


As vezes a aplicação da regra de L'Hópital a uma forma indeterminada 
simplesmente nos conduz a uma nova forma indeterminada. Quando is 
acontece, uma segunda aplicação da regra de L' Hópital pode ser necessária 
de fato, várias aplicações da regra podem se tornar necessárias para eliminas 
a indeterminação. (Entretanto há casos em que a indeterminação persisar 
insistentemente, não importando quantas vezes a regra de L'Hópital sem 
empregada — veja o exercício 36 como exemplo.) 


Calcule |. xt 
xo Í — cos 2x” 


SOLUCÁO 
A fração está associada à forma 0/0emx = 0. Aplicando aregra de L'Hópital. 
temos: 
à 2 
" х 4 Dix £ e 
lim = lim im = lim 4 
ga l—cos2x  ,,.oD,(l— cos2x) „о 28еп2х  ,.osen2x 


Porém a fração x/sen 2x tem ainda a ela associada a indeterminação МВ 


em x = 0; portanto, aplicamos pela segunda vez a regra de L'Hópital para 
obter 


lim sin а E 
xo 1—cos2x  ,.osen2x „0 Р,зеп2х „so 2 cos 2x 


1 
y 


Na utilização de regra de L' Hópital repetidas vezes, conforme o exem- 
plo acima, precisamos estar seguros de que a regra permanece aplicável в 
cada estágio. Em particular, devemos estar certos de que a fração conside- 
rada seja realmente indeterminada antes de cada aplicação da regra de L'Hó- 
pital. Com o exemplo abaixo, queremos ilustrar um erro comum devido a um 
cálculo incorreto 


3x? — 2x 


—% 


Nesse caso, a primeira aplicagáo está correta, mas a segunda nào esta” 
(Por qué?) De fato, 


jm 2-1 pj 222 6-2. 
pa REE үй! Z—d 


4. 


O campo de aplicação da regra de L'Hópital pode ser ampliado de väre 
modos: por exemplo, é aplicável à determinação de limites laterais à direita. 
х — a” ou à esquerda x — a”. Conforme demonstramos na Seção 1.1, cia 
também é aplicável a limites no infinito. isto é, рагах — + x oux — - = 


Calcule. sen(5/x) 
lim А 
xm 2/x 
SoLução 
Nesse caso lim sin 5/x = sen (lim 5/x) = sen0 = 0e lim 2/x = 0; logo a fração 
хе + x= +o xo 


está associada à forma indeterminada 0/0 em + =. Aplicando a regra де 
L'Hópital temos: 


ii sen (5/х) _ lim Dysen(5/x) _ lim (—5/x?) cos (5/x) 


dadas ds pa DZ] ^ adu —2/х? 
„3 5 5 " 5 5 
= lim Scos2 = š cos ( lim 2) 7550-3. 


FORMAS INDETERMINADAS, INTEGRAIS IMPROPRIAS E FORMULA DE TAYLOR эз 


ТЕОВЕМА 1 


EXEMPLO 


1.1 O teorema de valor médio generalizado de Cauchy e uma proa 
da regra de L'Hópital 
Para demonstrar a regra de L'Hópital precisamos da sezame w 
generalizada do teorema do valor médio (Teorema 2, Seção 1 2 Car 
atribuída ao matemático francés Augustin Louis Cauchy (1 += 


Teorema do valor médio generalizado de Cauchy 
Sejam /'eg funções contínuas no intervalo fechado [a,b | e ¿dencia 


no intervalo aberto (a,b) e suponha que g'(x) + O para todos os + = 
(a,b) então existe um número с no intervalo (a,b) tal que 


f(b) – fla) Ste) 


90) — gla) (с) 


PROVA 

Observe que, se g(a) = gb). então pelo teorema de Rolle (Teorema 
1.3, Cap. 3) existe um número x em (a,b) tal que g' (x) = 0,0 que c 
hipótese do teorema. Portanto, g(a) + gfb), o que acarreta g(5) — 
Define-se uma função K pela equação 


K(x) = [/(b) — f(a)]g([x) — lg(b) — ala)If(x) dex em a. 


Evidentemente, K é contínua em [a,b], poisf'e g são contínuas em ш” 
Analogamente, como f e g são diferenciáveis em (a,b). então K tambe— ` < 
além disso 


K'(x) = [f(b) — Falla x) — [a(b) — gla) f'(x) paraxou ta» 
Agora, 


K(b)= [f (b) — f(a)lot^) — [9(b) — eta) f(b) = f b)o(a) — алл. 

K(a) = Lfb) — f (aaa) — 190) — #(а)]/ (а) = f(b)a(a) — Fara 
e segue-se que K(a) = K(b). Portanto podemos aplicar o teorema de Rote 
à função K e concluir que existe um número с no intervalo (a.b)tal cuz 
K'(c) = 0; isto é, 


9 = [f/() — f (aJ c) — [9(®) — o(a)] (e). 

Vimos que g(b) — gla) + 0; logo, como g'(c) + 0 por hipótese, a Шит 
fo- fía) _ Fc) 

#(Ф)— gla) gle) 


equação pode ser reformulada como 


o teorema esta 


provado. 


Observe que, se g(x) = x, então g'(x) = 1 e a conclusão do Teorema | se 
reduz à conclusão do teorema do valor médio original. 


Sefix) = x° + 12egtx) =x* — 2, determine um número c no intervalo aberto 
(0,2) tal que. f(2 


“2 


SoLucáo 
O Teorema I nos mostra que tal número c existe, porém não nos diz сот 
realmente encontrá-lo. Para determinar c procedemos do seguinte mods 
= 20, £(0) = 12. g(2) = 2. g(0) = — 2, f'(e) = 3c* eg'(c) = w. Portanto + 
condição deseja 


TEOREMA 2 


TEOREMA 3 


CÁLCULO 


Agora iremos estabelecer e provar a regra de L' Hópital para o caso em 
quex seaproxima dea pela direita. Um resultado análogo é válido para o caso 
em quex se aproxima de a pela esquerda (problema 33) e os dois resultados. 
considerados conjuntamente, fornecem a justificativa para o nosso enum 
ciado informal dado no inicio do capítulo. 


Regra de L'Hópital para a forma indeterminada 0/0 quando x — a' 


Sejam e g funções definidas e diferenciáveis no intervalo aberto (a,b; € 
suponha que g(x) + O quando a < x < b. Considere que lim f(x) = 0, lim g(x) = 


0,eg'(x) + O paraa < x < b. Então, se lim Гө) existe, também existira 
fe x-a- 8 (X) 
lim e 
x-a* g(x) 
im L9 tim LO), 
x-a* (X) asas g'(x) 
PROVA І 


Defina as funções F e G do seguinte modo; 
(x) sea«x «b х) sea«x «b 
у(х) sea Gi) = 1809 sea 


Biss l0 sex=a lo sex=a 


para todos os valores de x em [a,b). Observe que F coincide com f me 
intervalo aberto (a,b); portanto, F é diferenciável em (a,b) e F'(x) —f'(x) paru 
a <x « b. Por conseguinte F é contínua em (a,b) e, visto que lim Р(х) = lam 
хтат x 

fix) = 0 = Ffa), F é certamente contínua em [a,b]. Analogamente. G e 
contínua em [a,b] e diferenciável em [a,b) com G'(x) = g'(x) paraa «x <$ 

Agora. escolha um número real x qualquer no intervalo aberto (a.b! = 
observe que F e G são contínuas no intervalo fechado [a,x]e diferenciavem 
no intervalo aberto (a.x). Além disso. para todo número real t no inter zie | 
(a.x). G'(t) = g'(t) + 0. Aplicando a generalização do teorema do valor ( Tas- 
rema I) àsfuncoes F eG no intervalo[a.x]. concluímos que existe um númerg 
real с no intervalo aberto (a,b) tal que 


9-0) PU) oe 80 ЛӘ 
G(x)- Gla) G(c) ^ gx) gc) | 


Observe quea < c < x e que o valor dec pode depender da escolha dez. | 
Evidentemente, como x se aproxima de a pela direita, então c — que esas 
limitado ao intervalo (a.x) — deve também, obrigatoriamente, se aproximar 
de a pela direita, Portanto, 


O teorema seguinte atesta que a regra de L' Hópital também é efic-emer 
para limites no infinito. Vamos enunciar e demonstrar o teorema somente nos | 
Casos em que x — + % e o enunciado do teorema análogo, em que x — - =, 
bem como a demonstração, ficam a cargo do leitor. 


Regra de L'Hópital para limite no infinito ] 


Sejam f e g funções definidas e diferenciáveis num intervalo aberto da | 
forma(k, +), onde k > 0 e g(x) +0 para x > k. Suponha que limfix) =0 im 


g(x) = 0 e g '(x) +0 рагах > k. Então, se lim E а tamem 
sao d 1X 
existirá 
tim 700) „ im ZÜ). p, 00, 
gs a Bx] ed TO Jv 
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PROVA 

Façamos? = 1/х рагах > k. observamos que x = l/r.0 <: < 
quando x — + », Definamos as funções F e G no inten ai 
equações 


F(t) = Д8! para G(t) = 3) e Ders : 


Observe que lim F(t) = lim ft) = limf) = 0. Analogamente = G 
1207 or sota 


= 0, Pela regra da cadeia, F e G são diferenci: 


is em (0.1/4) temos 


Р() = (7t rt e Gü)=(—t E) para 0 <: < d 


Aplicando o Teorema 2 às funções F e G no intervalo (0.1/4) temos 


TON Л 
lim == = lim ——; 
10: G(t) ¿-o+ G'(t) 
logo, 
[ 
"mi ") Ей). Ей) 
lim lim = lim = lim — 
ax FX) rot В 10+ б) cor С (0) 
9 t 
dl dt 
nd C AD fo 
— lim = lim = lim ——. 
(-0- Cort) "ue a gx) 
t t 
o que completa a demonstração. 
. 
Conjunto de Problemas 1 
Nos exercícios 1 a22utilize a regra de L'Hópital para calcular cada um dos limites 
x +sen2x . senx—l 2x! +3x—2 2* 3d + 5-3 
1 lim 220 2: dg аа im EE toda i 
r-o x sen 2x or — x d c = == “МИ perm 
5-16 ,. COS x — cos 3x sent—1 y= 
5 lim 6 lim j i jg AE 
m2 6—2 gap —senx^ 7 un cost А bos 1 — cos 2x 
act n mr Mar - 
aimé a тё I bre RUE qo ts) Та a 
z-o COS 2x — | m2 2-48 des Те =o X —arcsen^ x 
,,Inx-sen(x- 1) ,. In(e + 1) -1n2 e'—e'—2sent 
B lim 14 lim 15 li 
по E eias É ya ЯР š 
In (senx) lx sen(7/x) 
r lim DSO 18 lim 19 di 
xe (x — 2x ax жле. UM 
n tim 190/8) РЭ sen(1/x) 


ee Wg (3/0) xu sen(2/x) 


Nos exei 
salculo para determinar cada um dos limites 


xercícios 25 a 30 determine um número real c que satisfaça o teorema do 
valor médio generalizado de Cauchy para cada par de funções no intervalo indicado 


icios 23 e 24, utilize a regra de L*Hópital e o teorema fundamental do 


E e 
| 3 cost 7t dt | ear + 2 + 11) de 
o 24 lim —ə 
=° | e"(—7P + 6t + 8) dt 
“o 


25 f(x) - 28. e g(x) = 3х? – 1 ет[0, 2]. 26 f(x)-senx e g(x)- cos x em[0,z 4] 
27 f(x) = nx e g(x)=1/xem[1,e). 28 f(x) =arcsenx e (х) = х em[0. 1]. 
29 f(x)= 8 x e g(x)= 4x/mem[—a/4,x/4]. 30 /(х) = x'(? -2) e (х) = xem[-1.:] 


31. Determine as constantes a e b tal que 


" 1 "Pa 
I 


im —— ——— =1 
х0 bx — sen x L, Va+t 


32 Mostre que 


H mett—(nk 1)x"+ 1 sna) 
Bo eap “E” 


33 Enuncie e demonstre o análogo do Teorema 2 para o caso x — a”. 

34 Explique por que o cálculo de uma derivada, diretamente a partir da definição, 
sempre se reduz a um limite sob a forma indeterminada 0/0. 

38 Se, no Cap. 8, поз já conhecéssemos a regra de L'Hópital, ela poderia ser aplicada 
ao cálculo de 


‚_ Senx 
lim =>? 
x 


la 
i n. " 
36 Explique o que acontece quando tentamos determinar lim —— por repetidas. 
1 


aplicações dà regra de L'Hópital. id 


37 No problema 36, faça a mudança da variável / = 1/x. Então utilize o resultado do 
exercício 92 (b) do Conjunto de Problemas de Revisão do Cap. 9 para calcular o 
limite. 

38 Enuncie e determine o análogo do Teorema 3 para o casox > ==. 

39 А equação 1 = (Е/К) (1 — e- ft), onde t é o tempo em segundos. R é a resistência 
em ohms, L a indutância em henrys e7 é a corrente em ampères, aparece na teoria 


de circuitos elétricos. Se г, E e L forem mantidos constantes, calcule o limite de Z 
quando R tende a zero. 


40 Seja A uma extremidade de um diâmetro de um círculo fixo com centro O eoraior. 
Na Fig. 1, АО é tangente ao círculo no ponto A e AQ! é igual ao comprimento do 
arco AP. Se B é o ponto de interseção da reta que liga Q e P com a reta que ligaA eO, 
encontre a posição limite de B quando P tende a A. 

31 Umpesosuspenso por uma mola vibra sob a ação de uma força para baixo, de modo 
que em função do tempo t, dado em segundos, a equação do movimento é 


(sen wt-sen pr) onde A, p € w são constantes positivas com p £ w. 


Determine o valor-limite de y quando p tende a w mantendo A e t constantes, 
42 Para cada inteiro positivon, seja V, o volume do sólido obtido pela rotação da região 

sob o gráfico defíx) = x"entrex = 0ex = 1, em torno doeixo y e seja H „o volume do 

solido obtido pela rotação desta mesma região em torno do eixo x. Calcule 


(a) lim X, (6) lim H, (e) lim Ж 
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2 


TFOREMA 1 


EXEMPLOS 


Outras Formas 
Indeterminadas 


Na Seção 1 vimos que a regra de L'Hópital pode ser freg-erne meme 
utilizada pam abordar limites de frações que estejam associadas + jomme 
indeterminada 0/0. Nessa seção, [remos abordar as demais formas 3: mae 
terminação =/=. ос - 0), < — æ, 0", x" e 1% 


2.1 A forma indeterminada >/> 

Através de métodos análogos aqueles usados na Seção 1.1 
provar que a regra de L'Hópital continua válida quando o numersc е 
denominador se tornem infinitos em valor absoluto, ou. como se diz. quz 
a fração está associada à forma indeterminada э], Tais fatos poder ser 
registrados através do seguinte teorema: 


pode-se 


Regra de L'Hópital associada à forma de indeterminação x/x 
Suponha que as funções f'e g sejam definidas c diferenciáveis no = 
valo /, exceto possivelmente no ponto q em 7. Além disso suponha que 


8(x)| = + =. Então. se g'(x) + 0 para todos os valores dex еті diferente- 


aese а ë к=” segue-se que um m) 
mn 268) _ ji 260 
52000 а" 


também existe 


Observe que a condição lim Ax) = + não é necessáriano Teorema 1. = 
regra estabelecida pelo teorêmã é válida ainda que a fração não esteja asso 
ciada à forma indeterminada x/x ema. Entretanto, as aplicações mais impor 
tantes são aquelas nas quais além de g(x) tender a +, | Ax)| também tende = 
+ quandox tende aa. O teorema também é válido quando x — a^. x — 
— += ou x — — com as substituições dos termos adequados à hip. 
Como uma prova rigorosa deste teorema e suas versões alternativas 
muito complexas, iremos aqui apenas ilustrar essas formas da regra de 
L'Hópital pelos exemplos que se sugerem. 


Calcule o limite dado. 
us d MA 
lim — 


gsg e 


SoLUGAO 


A fração está associada à forma de indeterminação ®/= em 0. Aplicando 
Teorema 1, temos 


l-is  DMl=Inx) li = - = Ba É. 
xe WR у. Dg A „г 


tin) 


(0) = 


SOLUCAO 
A fração associada à forma de indeterminação x/x em 7 
L'Hópital temos 


CÁLCULO 


Ttanx _ 7 sec? x „„ FOR 


li = lim = lim 
x-xjj: S ЕСЖ penzt SECA lanX yanat tan x 


T 7/cos x ы 
= lim ————= lim = 
x=m2º Senx/COS X — . 2: Senx 


amente como no caso da forma de indeterminação 0/0. pode == 
necessário aplicar a regra de L'Hópital várias vezes para calcular um liae 
associado a uma indeterminação sob a forma </<. Também pode ser prox ade 
que a regra de L'Hópital é aplicável também ao caso em que tle: «e 
aproxima de + x ou — ». isto é, 


v EE а О) 
Eng) ка) 


= +0. 


Pode ser ilustrado pelo seguinte exemplo: š 


& 
Calcule lim —. 
x 
xu 


SoLução 
A fração está associada à forma de indeterminação æ/æ quando x tende a — = 
Utilizando a regra de L'Hópital três vezes obtemos 
py e „ Р av. BR ы al 
lim <= lim — = lim = lim —= +e. 
xx aeto ЭХ? uuu 6X xera б 


2.2 Outros casos de formas de indeterminação 

Consideraremos agora as formas de indeterminação do tipo > - 0. - = 
0", x^. 1^. Eles são tratados como expressões de modo a reduzi-las ao caso (t 
ou 2c[e, a fim de que a regra de L' Hópital possa ser utilizada. Cada caso esa 
ilustrado pelos exemplos que se seguem. 


10 caso x - 0 
Se lim fix)| = + =e lim gfx) = 0. diz-se que o produto fix) + grx «sm 
ха ха 
associado à forma de indeterminação x - Y ena. Para determinar lim? r 
xi 
g(x) f(x) 


g(x) nesse caso, podemos escrever fix) - g(x) como 


ou 

Vf(x) Uat 
que conduz à forma 0/0 ou ®/%, respectivamente, conforme seja mais comse 
niente. 


Calcule lim x? In x. 
x-20* 


SoLução 


Inx — 
Escrevemos x? Їп x = ——3 Observando que In хіх? está associado à forma 
x 


de indeterminação ®/® em 0. Aplicando а regra de L' Hópital, obtemos 


lx 


à = dX: as " 
lim x? In x = lim — = lim lim (-4)x? = 0. 


= = 
parar х-0+Х yap! 2X m 

20 caso x — x 
Se limffa) = + xe limg(x) = + = diz-se que à diferença ix) es <% 


associada a indeterminação x — = em a. Efetuando a subtração indicacs a 
forma de indeterminação = — » pode naturalmente ser transformada na forma 
0/0. Nesse caso. pode-se fazer uso do artifício que consiste em se represe 
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EXEMPLO 


EXEMPLOS 


а(х) — V/ f(x) 


DUST observando que a essa ul: — teca esa 


associada a indeterminação 0/0 em a. 


fix) — gtx) como 


Calcule lim (sex -i 
x 


х-0+ 


SOLUÇÃO 
A expressão tem associada a ela a forma indeterminada x — хет: = 
entretanto, se fizermos cosec x = 1/sen x e subtrairmos. teremos 


А 1 А 1 1 = х—епх 
lim [csc x – —| = lim ==) = lim ————. 
аб XJ s-ot Wenx xj „o+ xsenx 


A fração está associada à forma 0/0 em a. Aplicando duas vezes a rege 
de L'Hópital, obtemos 


RENE s 1—cosx à senx 
lim = lim = lim 
x+0+ XSENX aos SENX+XCOSX ,.o9.2cosx — xsenx 


3 O caso 0%, «? e 1* 

Se fix) > 0. limfix) = Ve lim g(x) = 0. diz-se que a expressão // + 
associada a uma forma de indeterminação O em a. Asexpressões associada: 
às formas de indeterminação =" ou 1” são definidas analogamente 

Para calcular lim ftx)” em tais casos de indeterminação. devemos 


xa 


adotar o seguinte procedimento: 


1.º Passo: Calcula-se lim [g(x) In f(x)] = 


2.º Passo: Conclua que lim f(x) 


xa 


Este procedimento pode ser justificado pela observação de que 


lim f(x)? = lim e% feo 


Observe que o produto g(x) In fix) está associado à forma de indeter= - 
o x: (ета, 


na 


Calcule o limite indicado 


5% cos x 
lim &- х) 

x--[27 2 

SOLUÇÃO 


A forma de indeterminação é 0%. Daí executamos o procedimento 
1.º Passo: Devemos calcular lim [cos x In (57/2 — 3x 1]. Nesse ces: 
xu 


produto está associado à forma indeterminada 0-® em т 2. portanto 


5 
Es 


cos x In (E _ s - 


CÁLCULO 


A fração resultante está associada à forma de indeterminação = = 
1/2. Utilizando a regra de L'Hópital duas vezes temos: 


apo 2 sao WOX 


5 (2-5) 
L= lim БЕ (ž-s)]- lim 


Бы 


x-n2- Secxtg X  ..,- senx/cos? x 


М —5 cos? x " 10 cos x senx 
= lim = lim 


ns Gen) [2 — E 379" —Ssenx + (cos ТЕ -x| 


0 
Ds 


cosx 
2.9 Passo: lim G - sx) =p =, 


xa/2- 
lim (esc xy*"* 
x20* 


Sorucáo 
A forma de indeterminação é «^. Como 


i М i prenz 
lim (csc x)*** = lim ml 
х-0+ х-0+ \senx 


começamos efetuando a mudança de variável и = sen x. Observe que 
и — 0* quando x > 0+, logo, 


lim (csc х)?" = lim 8 š 


x20* изо+ 


Adotemos agora o nosso procedimento: 


1.º Passo 


n 1 А .. —Inu 
pcs Hm E In (3) x (=ulnu)= fm y 


2s Diu) xà M oz > 
DA ee, ат шу 


2.° Passo 


Conjunto de Problemas 2 
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Nos problemas 1 a 50, calcule cada um dos limites 


a 


2 


25 


28 


51 


52 Determine um valor da constante c para qual lim 


s Ldseox 
lim == 
азап gx 


dd cot (x — 1) 


lim —— ——- 
x 
eto In x + e 


m 


lim xe 
x20 


lim cos 3x sec 5x 


xn 


А x 
lim [163-103 


1 
ad (==> x-4, 


lim (ѕепх)= 


x-0* 


lim (cos x)*- 2 


E 


lim (cot х)" 
х-0+ 
lim x! 


lim (ѕепх)“ * 


"— 


In (x — 1) + tg (zx/2) 


) 


. Sec3mx 
lim 

x= dg 3nx 

ão dos 

5 lim 3 

x= += X + x' 


In (x + e*) 


e 


lim 


11 lim xe^* 


xe 


" л 
14 lim xsen- 
E 


xm 


17 lim tg x tg 2x 


xil 


a x 1 
жш (к “mx :) 


23 lim (х2 0/4 + х2 + 7) 


зета 


29 m x!^*"* 


" gi ye 
s tm (5) 


38 lim (—In х) 


x-0* 


4 


lim (1 + 2х)? 
250 


44 lim (e? cos x)*'s* 
хзо 


47 lim (1 +x)" 
iid 


50 lim xt 79 


xci 


Suponha que a fração f tenha as seguintes propriedades: 


lim f(x)= lim f(x)= lim f'(x) = oc e lim 


a x (X) 


aes А 


a 


e 


12 


27 


33 


2 


45 


= 1. Calcule 


li E 
im = 
tado 


tint 
ИЙ: — 
iu (t + 2)2 


lim sen 3t cotg 2r 


1-0 


lim x(In x)? 
s 


lim csc х агсѕепх 


10 


lim (esc x — esc 2х) 
ro. 


A z 
lim Ë tg x-7 rj 
== 


lim x* 


mr 


lim ай 
x0* 


lim (cotg x)” 


sos 
lim (e* + x)! * 
«эш 

lim (1+ tg xj * 


x0 


lim (1 + x) 


x0* 


lim (1 + xe 


2-0 


lim (e?* + 2х): + 
2-0 


xf (x) 
sete ЛӘ 


CÁLCULO 


Integrais Impróprias com 
Limites Infinitos 


Nos Caps. 5 e 6 obtivemos as áreas de regiões do plano utilizanor 
integral definida. Convém lembrar que tais regiões tinham que ser limitadas. 
ular a área de regiões ilimitadas, teremos que utilizar as 
mpróprias”. 
lere, por exemplo, a região R sob o gráfico da equação y = 1 == 4, 
direita dex = 1 (Fig. la). Observe que a região R se estende indefinidameme 


` 


-x 


Fig. 1 


para a direita c, por conseguinte, é ilimitada. A primeira vista talvez sie 
esteja claro o significado do termo ‘‘área™ de tais regiões ilimitadas. Seja Ra 
região limitada sob o gráfico de y = I/x*entrex = 1 ex =b (Figura lb). А accu 


de R, é dada por 
DEI š 
E NER | =. 
N- BE [ 1 b 


Para valores muito grandes de b, a regi 


O limitada R,, pode ser cons«ae- 


rada como uma boa jap cs O ilimitada R; de fato, isto nos ¡naar 
a escrever R = lim R,. Por conseguinte, pode-se esperar que 
be 
А 1 А " 
área de R = lim (área de R) = lim ( = | = l unidades de área 
bx b>+o b 


Em geral, se f é uma função del 


ida num intervalo da forma fa, + x £ se 
Лх) = 0 é válido quando x > a, del 


os a área da região ilimitada «e z 


gráfico de f e à direita de x =a como lim | ftd (Fig. 2). Frequentememe, 
b-5z"a 


у=) 


Fie. 2 
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DEFINIÇÃO 1 


representamos tal área simplesmente por | fixidx. De um mado mas gera 

estabelecemos a seguinte definição: 

Integrais impróprias com limite superior infinito 
Seja f uma função definida pelo menos no in 


Suponha que f seja Riemann-integrável no intervalo 
todos os valores de b maiores que a. Então definimos 


„b 
[а= lim | f(x) dx 
de dar Ч 
contanto que o limite exista ç seja um numero finito. 


+= 
A expressão f fix)dx, que é frequentemente representada sob a forma 


a 
o 


T fix)dx por simplificação, é denominada integral imprópria comum ~ 


te superior нш; Se lim ii f(x)dx existe e é finito, dizemos que a integral 


poroto 
imprópria* as é convergente. Em caso contrário ela é dita «ii <r- 
a 


Uma integral imprópria com um limite inferior infinito é definida analoga- 
mente por x 


| Pilde Ya. p f(x) 

“e a-- 

quando o limite existe e é finito, caso em m dizemos que a integral impropna 
"n 

| Дх)йх € convergente. Em caso contrário, ela é divergont 


-® 
Calcular a integral imprópria dada (se ela for convergente). 


"d 
[5 


SOLUÇÃO 
Pela definição 1, temos 


œ dx " b 4х =| T -1 3) 
Saj ees d — I as: ке ыен 
[ө-т [uim (EST) m m (ses 


SOLUÇÃO 


= b 
| dm | dx += lim (arctg o 
o 


o 1+? assola LX paro 


= lim (arctg b — arctg 0) = lim arctg b = 2. 
bm b= + “ 
3 dx Ë 
M 
SoLucáo 
3 dx 5 * dx | * 
| = ас! g- am zz 


1 


= lim ( 


зы CÁLCULO 


o | 
4| etd | 
SoLução 
0 o 
[еа tim | exdx= lim (e) = +2: 


.0 

logo, | — e “dx é divergente, 
tj 

As integrais impróprias podem ser empregadas para calcular áreas de 

regiões ilimitadas como nos exemplos seguintes. 


EXEMPLO 1 Determine a área A da região do primeiro quadrante limitado pela curva 
y = 2°“, o eixo x eo eixo y (Fig. 3). 


SoLução Š 
A área A é dada por 


© b =x jb 
A=| 2*dx- lim | 27*dx= lim (25) 
i Jim | bato —In 2 lo 
28 que 1 
= lim [—;- É...) = — unidades de área 
im = T j j unida les de área 


visto que lim 27° = 0. 
bn 


Fig. 3 Fig. 4 


2 Suponha que p > 1. Determine a área A da regiáo no primeiro quadrante 


limitado pela curva y = 1/x”. o eixo x e a reta x = 1 (Fig. 4). 
SoLUÇÃO 
" * dx ЗЫ ы 
= lim Í >= lim (1 ) 
AS — phi, 
" bi? 72 1 1 " À 
= lim I _ =0- -= unidades de área 
bra p Lg ia pi 
" Ww dies iis a 1 
visto que p > | implica que lim b'^^— lim —= 
bato т bata b 
Noexemplo2, observe que. sep < |, entàolim b!" = +=, de modo que 
E br 
Í dx[x" diverge e a região ilimitada da Fig. 4 tem uma área finita. Sep = 1.a 
1 


A Ry R a E Kusa 


FORMAS INDETERMINADAS, INTEGRAIS IMPRÓPRIAS E FÓRMULA DE TAYLOR = 


Fig. 5 
z 1 
I dx |сопуегве para y sep > 1, 
a diverge sep «1. 
1 е 
Considere agora a região ilimitada sob a curva y ics Fe 
5). А porção desta região à direita do eixo y tem uma área A, dada occ 
E dx E dx as F dx 
= — = lim = li TES: 
i 1. x!-2x42 Sl nc) Jim | <= -: 
= lim farctg (x — nf] lim [arctg (b — 1) —arctg (— 11 
br 0] bm 
mE m unidades de área 
E QE 
Analogamente, a porção da região na Fig. 5 à esquerda do eixo» te= 2 


área A, dada por 


d dx 
A;= | 2 
zu X249 
jo 
= lim Б (х— Zi = lim [arctg (— 1) — arctg (a— : 
a a--w 
n n On 
= = , +, = ¡Unidades de área 
4 2 4 
"1 Portanto, a área total sob a curva é dada por Д, + A, = a + к 
unidades de área. Рагесегїа razoável representar tal área como 
[^ dx А 
——— > = nunidades de área 
toa X2—- 2x+2 


De um modo mais geral, estabelecemos a seguinte definição 
DEFINIÇÃO 2 Integrais impróprias com ambos limites infinitos 
Seja f uma função para todos os valores reais e suponha que ambas zs 


æ .o 
integrais impróprias x)dx e| f(x)dx sejam convergentes. Então zer 
grai: 


definição ° 


Лв л) [леа 


с dizemos que a integral imprópria | — fxjdx é convergente 
=s rad 


Se qualquer das integrais impróprias | fixjdx ou | fixidx tor Saer- 
о “a 
o 
gente, dizemos que a integral [дах é divergente 
-e 
Po AS 


s CÁLCULO 


EXEMPLOS Calcule as integrais impróprias dadas (se elas forem convergentes). 
| "o wulx 
CE MUR 


SOLUGAO 
Utilizando a substituição и = x° + 1, temos 


. Ў sá Ea EP eiia a 
lpp alo a AR 1) 7 
logo, 
E аа xe | 
do QU IY usu [2 1) | 
di Le “= = 
Ts D FI) 20 1) 0 
ste хах 1 
nalogamente # (+ IP =- Y Portanto, 
à - 
Adi ај хах МЕС rola 8 
a AP hune do RAP 272 
2 | хах 


SOLUÇÃO 
2x o 7 
| x dx = [ xdx+| xdx, 
“= — 0 
Contanto que as duas últimas integrais sejam convergentes. Mas 
não convergem; em particular 
y „> b? 
| xdx= lim | xdx= lim 7 = +оо. 
“0 b^ta "0. bte 


„© 
Portanto, | x dx diverge. 


Conjunto de Problemas 3 | 


Nos problemas 1 a 24, calcule cada integral imprópria (se forem convergentes). 


p dx Ee du 
1 2 " 
!, x./x |, (4x + 3)? 
dx r" dx 
aX 16 s |, x 


e de i xdx 
“o (x+ lix 2) 1, (x+ 1x42) 


FORMAS INDETERMINADAS, INTEGRAIS IMPRÓPRIAS E FÓRMULA DE TAYLOR 


“e xinx 


° 


16 | (ea 


e las 

» | "Dus 

gp dm 23  sech x dx 
4-ь cosh x ag 


© d In 2) ^ 
15 Mostre que | — converge pad sep >k 
EE 


2 x(In x} 
ye dx [In (In 3] * 
26 Most ———— = — 
lostre que |, хафа (in jp edm para. = sep > 1. 
п 


mt a 
17 Para que valores de п a integral imprópria | Еа == 
o de x 


Je converge? 
Calcule a integral para este valor de n. 


5 Se [ f(x) dx é convergente, mostre que Г f(x) dx = lim Í i f(x) dx. 


29 Mostre que. lim j зеп x dx = 0. 


em =e 


30 Utilizando os resultados dos exercícios 28 e 29 podemos concluir que Í ѕепх ах = 
a 


0? Explique. 
1 


31 Determine a área da região ilimitada sob a curva y = = 


32 Determine o volume do sólido ilimitado gerado pela rotação da região sob a curva y 
= Vk e™™, x > 0 em torno do eixo x. 

33 Determine o volume do sólido ilimitado gerado pela rotação da região sob a curva y 
= х, x > 1 em torno do eixo x. 

34 Mostre que a área da superfície ilimitada gerada pela rotação da curva y = 1/x, x > 


1, em torno do eixo x é infinita.(Sugestão: Para x > 1, (1/x),/1 + (— 1/x2)2 > 1/x.] 


35 Determine a área da região ilimitada compreendida entre as curvas y = l/x? ey = 
e 3 no intervalo [1,5). 
36 Dé um exemplo de 
(a) Uma região ilimitada no plano com área infinita que quando gira em torno do 
eixo x gere um sólido ilimitado com limite finito. 
(b) Um sólido ilimitado com volume finito cuja área da superfície correspondente 
seja infinita. 


37 Se uma firma de negócios espera um lucro de Cr$ P(t) por ano f anos a partir de 
agora, então o valor айна! de todo o lucro futuro, quando o juro é composto 


continuamente com taxa de £ % ao ano, é definido como| e “100 p(ç) dr. Calcule 


a 
o valor atual de todo o lucro futuro se P(1) = At + B onde A e B são constantes 
não-negativas. 


38 No problema 37, mostre que para um lucro anual constante; o valor atual é 
inversamente proporcional à taxa de juros Á. 


s CÁLCULO 


4 Integrais Impróprias com 
Integrandos Ilimitados 


Asintegrais consideradas na Seçào 3 nos permitem calcular as áreas 
regiões ilimitadas no plano ху que se estendem indefinidamente para a d 
ou para a esquerda. Nesta região, consideraremos regiões ilimitadas que 
estendem indefinidamente para cima ou para baixo. 3 

Por exemplo, considere a regiáo ilimitada R sob a curva y = | xš 
direita do eixo y e à esquerda da reta vertical x = 9 (Fig. la). Uma à 
aproximação para essa região ilimitada é fornecida pela região limitada R 
a curva y = Пух entre x = e e x = 9. sendo que e é um número pos 
pequeno (Fig. 16). Quando e— 0*.R, se torna uma boa aproximação par 


= 6 — 2V unidades de área | 


(b) 


Fig. 1 


€ somos levados a escrever R = lim R,. Logo, pode-se esperar que à 


107 


9 ° 
área deR = lim (área deR,) = li x _ i ( | 
ea deR,) Jim ly lim Ms) 


e=ot x adt 
= lim (6 — 2,/z) = 6 unidades de área 
4207 
Devidoa Ё p? dx жы 
evido a esses cálculos temos | —== 6 .Entretanto, é importzsme 
9 /X 


dx s : "ON 
perceber que Í — nào existe como uma integral definida (de Riemaemi 
yx 

1 
porque seu integrando Te não é definido em [0,9] e é ilimitado em (0.9} 
x 


de a y 
Portanto |, T é denominada uma integral imprópria. Para general» 
zar mais ainda estabelecemos a seguinte definição: 
DEFINIÇÃO 1 Integrais impróprias no limite inferior 
Suponha que a função seja definida no intervalo semi-aberto (a,b] e sem 
Riemann-integrável em todo o intervalo fechado da forma [a + e. b] para < 


b 
& <b — a. Então definimos a integral imprópria Í fix)dx por 


pb „Б 

| f(x)dx = lim | Леђа, 
' ¿ot lata 
contanto que esse limite existe e seja finito 


„b 
Se lim | — f(x)dx existe e é um número finito, dizemos que a integral 
2+0* “ate 
D 
imprópria [ Jfix)dx é convergente; caso contrário, ela é dita divergente 
a 


n 
A definição 1 considera o caso em que a integral enin flix)dx pode 


não existir porque fia) não é definido. Uma definicão análosa 


—— —A^—A——-———— e e A sk ¿Sisa х» 


EXEMPLOS 


[ dtd dta MTS 
ta 20+ "a 


de uma integral imprópria no limite superior cobre o caso em gue тт Tà: e 
definido. 
Para evitar confusão entre as integrais impróprias que 
definir e as definidas anteriormente, alguns autores utiliza 
. 5 ¿De 
Лх)ах | ou | f(x)dx. Entretanto, como sempre podemos determinar se ¿me 
! Le 


integral é imprópria examinando o integrando. náo precisaremos ser zac 
cuidadosos quanto a notação. 


Nos exemplos 1 a 4, calcule a integral imprópria dada (se ela for com =- 
gente). 


” dx 


“an (x — 2 


SOLUÇÃO 

A integral é imprópria porque o integrando não é definido no limite infero- 
3/2. Comecaremos fazendo a substituição u = x — 3/a para calcular a intez- 
indefinida correspondente. Desse modo, 


de 3^ c. 


[ de lim ре dx 
rc + a E 7° 
M 
= lim |š(x — 395 
2207 3c 


= lim BES — e^] = g^ 
ni2 


Í Sec x dx 
“o 


SoLuçAo 


A integral é imprópria porque o integrando não é definido = mie 
superior 7/2. Aqui temos 


E i-e Ë. 
вес x dx = lim | Sec x dx = lim In (sec x + tg 
vo 250.70 2201 Б 
= іт lin seo (5 – |+ tg (5-+) —In(sec0 — vp “ 
d 2 2 
=+x. 


porque lim зес(л/2—г)=+ю e lim tan(n/2-: =- 


ris d єэ0* 


SoLucAo 
Aqui a integral é imprópria e tem limite inferior 0. Fazendo a substituigáow = 
sen x, temos 


| cos 


dx — |и 12 du = 2u"? + C = 2 /senx + C. 
+ v Senx * 


Conseqüentemente, 


ч E iz 
Š COS x " po cosx t E 
| 7—— dx = lim | —— dx = lim Ges nx ) 
vo 4/Ssenx £-0- “e  /Senx 207 le 
= lim (2, /sen(z/2) — 2/sene) = 2 /sen(z/2) = 2 
emot 
„5 1: 
t; , onde b > 0 
dox—b 
SoLucáo 
Aqui, 


= lim (Inc — In b) = –ос; 


20+ 
donde a integral imprópria é divergente. 
Seja R a região limitada, sob a curva y = 1/4 —X" à direita do eixo vez 


esquerda da reta vertical x = 2 (Figura 2). Determine se a re; R tem área 
finita e, se existir, encontre sua área. 


SOLUÇÃO 4 А Ñ 
A área em questào é dada pela integral imprópria 


Wisa А 
de unidades de área 


Se uma função f é definida para qualquer número de um inten se 
fechado [a,b] exceto para um número c, com a < c < b também temes 


E 
| Дх)4х como uma integral imprópria. Tal integral será dita converger: 
"a 
se ambas integrais dadas por 

jë E 
| f(&)dx e | f(x)dx 


FORMAS INDETERMINADAS, INTEGRAIS IMPRÓPRIAS E FÓRMULA DE TAYLOR m 


Fig. 2 


convergem. Caso contrário. seria dita divergente. Se a integra тотка 
b 
| dx converge, então seu valor será definido por 
„b "nm „b 
| /(х)4х= | /(х)ах+ | f(x)dx. 
a à tê 


EXEMPLOS Nos exemplos 1 e 2, calcule cada integral imprópria (analise suas com ecger- 
cias) 


ig dx 
JEF? 


SOLUGAO 
A integral é indefinida em x = — 2, entre os limites de integrae: em 
conseqüéncia, a integral é imprópria. Aqui temos 


+j EX 
ol те 


a i 
| + lim ho 42g? 
4 


1-05 


lim [Meto — 3(—2)29] + tim (29? 2) - 
2-0% e=0+ 


3028 + don) = gp — 228), 


[] 


E 
2 | tanxdx 
о 


SoLucáo 
A integral é indefinida em x = 7/2, de sorte que a integral improcca <= 
| tan x dx e) tan x dx são converger: 
° a? 


convergente somente s 


n (ni2)- e 
tan x dx = lim Í tan х dx = lim [In (sec xi 
° E 


“o z=0* 2=0+ 


e+0- 


= lim [nse (3-0) = meo] = +=: 


Conjunto de Problemas 4 


cias) 


[2 


rs 


2 > 
lo xx 


`o (1+ x) /x “o 


CÁLCULO 


Fig. 3 


2 Li 
donde tan x dx diverge. Conseqüentemente [ tanx dx também dis 
š 1 


1 
Seja R a região limitada sob o gráfico de y = (x-3yn* pelas retasx = 


x = 6(Fig. 3). Determine se a região R tem área finita e, se for o caso, ca 
essa área. 


SoLução 
6 ux 
Nào podemos simplesmente calcular | Gays como se esta 
gral fosse uma integral definida, porque na realidade em x = 
definida. No entanto, pode-se dividir a região R em duas porções. 
esquerda e outra à direita da reta x = 3, onde suas áreas são dadas p 
integrais impróprias 


m dx ы 3-4 dx pal s 
Lean a pa en J- 
e 

6 » 1 dx 


La RE Ame 1 LE] 3» HA . pe -3)5 


6 
Fa 


Conseqüentemente, a área A desejada será agora dada pela int 
imprópria convergente 


P? de | ` de *_ ж 


Ë EA - 3(2!3) + 3013) = dm 


aa) apa? 


Donde, A = 8,11 unidades ao quadrado. 


Nos problemas 1 a 24, calcule cada integral imprópria (analise suas convergén- | 


* alie 


' E 
a 7 Í хахах 


FORMAS INDETERMINADAS, INTEGRAIS IMPRÓPRIAS E FÓRMULA DE TAYLOR =з 


li dx 
аз (In х)? 


— se eso- 


(n 1) 


i 
25 Mostre que a integral x" Iny dx converge e que tem para valor 
o 


mente sen > — 1. 


= kd 
26 a) Mostre que lim ( aT 2) =o, 
e og Ах 


ia 
b) Do item (a), pode-se concluir que | ®© = 0? Explique. 
We» 


27 Critique o seguinte cálculo: 


E dx 


j nx) = |t| - in |- 1] 


А 
m 
" "m" ЖЕ 
28 Mostre que a integral imprópria Í 
lg 


é divergente. 


29 Encontre a área da região limitada pela curva y = 


1 
1=2 Vx х) 


30 Encontre o volume da região limitada pela superfície gerada pela rotação no 
entorno do eixo x da curva dada no problema 29. 


easretasx=0e 


31 Encontre o volume do sólido limitado pela superfície gerada pela rotação no 


entorno do eixo x da curva у = no seu trecho entre as.retas x = 2ex = 4. 
* 


-2 

32 Encontre a área da região limitada sob a curva y = In (1/x) entrex = Qex = 1. 

33 Encontre o volume do sólido limitado pela superficie gerada pela rotação no 
entorno do eixo x da curva y = l/x^ entre x = Ü e x = 1. Considere p > б. 

34 Se a função f é definida e continua no intervalo fechado la,b], mostre que 


5 


| /(х)4х= lim | f()dx. 
> m è 
Sugestão: | f(x)dx=| fax + | fax 


35 Encontre o volume do sólido limitado pela superficie gerada pela rotação no 
entorno do eixo y da curva do Problema 33. 

36 Suponha que f é uma função contínua positiva definida no intervalo [1,%) e que R é 
uma região limitada sob o gráfico de f. Considere que o volume do sólido gerado 
pela rotação de R no entorno do eixo x é finito. É verdade dizer que o volume do 
sólido gerado pela rotação de R no entorno do eixo y também é finito? Justifique sua 
resposta. 


EXEMPLOS 1 


CÁLCULO 


Fórmula de Taylor 


Na Seção 1.1 introduzimos o teorema do valor médio generalizado de 
Cauchy e o usamos no estabelecimento da regra de L'Hópital. Nesta secu. 
estenderemos seu emprego associado à teoria do matemático inglés Вгоой 
Taylor (1685-1731). Este importante teorema aproxima vários tipos de fam- 
ções complicadas por uma função expressa na forma polinomial de тапети 
deveras simples. A função expressa na forma polinomial de que tratz a] 
teorema de Taylor é formada de acordo com as seguintes definições: 


Polinômio de Taylor 

Seja / uma função que possui derivadas f” de ordem п = / num ae 
tervalo aberto / e seja a um número fixo em /. Então o polinômio de Taxi | 
do n-ésimo grau da função f em a é a função polinomial P, definida por | 
fra) à 


— a) + 


Pix) fti T (a) + nap e£ 


1! 
(rn 
+ ¿a (x—a)". 
n! 
Onde. sendo n um inteiro positivo, entào n! é definido por 


ті = n(a— Dn —2) 3:2: 1. 


E também, por definição 0! 


Encontre o quarto termo P, do polinômio de Taylor para a função f defina 
por f(x) = sen x para a = п/4. 


SoLUÇÃO 
Aqui organizamos as operações necessárias como segue: 


ШЕШ! 
f'(x) = cos x, 


f" (x) = —senx, 


f(x) = —eos x, 1 y ë 
1x) = senx, r£ = 
Conseqüentemente, 
[m {т 
og gg 


IR NUT NCC TN 


Nm tq 


AERE re RS A EN MES A 


DEFINIÇÃO 2 


2 Encontre o termo Py, de grau 3. do polinômio de Ta. e mara 


1 
definida por f(x) = - RE para x > – lema = 0 


SoLUÇÃO 
f(x) = (Lea)! f(0) = 1. 
Ге) = (+)  f()-- 
ут) = а(х), O e 
рх) = 601 х) (0) = 
Donde, 
рх) = 110) + Ох 0) + O 0740 е 


= Хч 0, 

O polinômio de Taylor Р, da função f em a sempre tem а se 
propriedade. cuja demonstração é deixada como um exercício (problem. 

Os valores das derivadas sucessivas de P, ema inclusive a de i 
são iguais aos valores das derivadas sucessivas correspondentes 

Assim. / (а) = P', (a). f" (a) = P'',(a), f" (a) = P, (a). 
P," (a). Também, é claro, fta) =P, (a). Por exemplo. no Exemplo 2. Р. 1 
| —x +x —x9, Prox) = — 1 2x 3х2, Pala =2—6хеР''"ух = — 6. ss 
é 


700) = 1-P40) 
(0) = —1 = Py(0), 
70) = 2=P3(0) е 
/”@0) = –6 = P$(0). 


Talvez o aspecto mais importante do polinômio de Taylor Р. de от 
função f em a é que a representação 


f(x) = Pix) 


é muitas vezes usada como acurada aproximação, especialmente se toma 
n suficientemente grande e x próximo de a. Por exemplo, no Exemp « 
(arredondando para 6 casas decimais), temos 


= 0,500000 = e Í — 0,500008. 


Na prática, usa-se o valor de Р, (x) para estimar o valor de f /x 
necessário calcular o limite de erro na estimativa. Este erro. diferenca ет 
valor real de f(x) e o estimado Р, fx). é chamado de resto ide Tu 
Assim, vamos dar a seguinte defini 


Resto de Taylor — " 
SeP, é o polinômio de Taylor do n-ésimo grau dafuncáo, 
correspondentemente ao resto de Taylor à função R. dada por 


Rx) = f(x) — Px). 


Observe que f (x) =P, (x) + R, (xj: assim. аарга 
será acurada quando IR. (xj! for pequeno. A extensão do té 


CÁLCULO 


médio, com referéncia à sua introducào nesta seçào, provém da me: 
efetiva para estimar o valor de |А, (x)|. 


TEOREMA 1 Extensão do teorema do valor médio 


Sejan um número inteiro positivo e suponha que f é uma função que 
derivada f'^*" de ordema + 1, no intervalo aberto. Então, se a eb são 
valores distintos de /, existirá um número c entre a e b tal que 


РЫ) = ft) aae po ше „ ьар 
Pla a)" + r, 
n! 
Me. A 
onde r, Min) (b — a) 
DEMONSTRAÇÃO а 


Defina o número ғ, рог | 


n7 лла) 119 a) P090 p - ay 


2! 
Jo 3 fa) = 
- 9-а) IL 


fb) = fia) e ьа) Ooa 


(a) (ba ae La) (b — ay =>, 


n! 


Defina uma nova função g com domínio / pela equação 


дў fio + гю -ajs Pe (bp + Le, ira. 


m [elo E ay] фен 
Т] Ж m+ 1) i ПИ 
[EE Gapit q a] (Et Арл 


Na expressão acima, cada conjunto de chaves contém um termo дь 


(А 
forma — Ee (b — х) '. Como 


FORMAS INDETERMINADAS, INTEGRAIS IMPRÓPRIAS E FÓRMULA DE TAYLOR = 


hs k 
k kKk—1yk—2)- 


1 Te= WU 


7 


este termo pode ser reescrito como — (b — x} 


зит me 


fx) (к 1) 
se com о termo two Di (b — x)*^! naqueles conjuntos de <hawes 
Procedidas as simplificações, achamos a redução a apenas dos ec 
na forma 
" POD n+ Dr(b — х)" 
gt LP „у. (t ub — x) 


(b— ap" 


Voltando à definicào original de g e tomando-se x = a, encontramos 


+0 + LO 


#(а) = f (b — ay 


eL e c apa Ia a+ r-i 


isto é g(a) =f(b). Similarmente, tomando-se x = b na definição de g obtemos 
g(b) = fib), portanto, g(a) = g(b). Assim. aplicando o teorema de Rolle ра! 
função g no intervalo fechado de a para b, conclui-se que existe um numero 
entre a e b tal que g'(c) = 0. Usando a fórmula acima para g'(x). temos 


zt) = REX Jp - ep A a 0 
ou 
erata) an _ (+ rnb — cy 
ur eet quo aga 


Como ё £ c, segue que b — c + 0 e o fator comum (b — c)" em ambos + 
à lados da última equação podem sofrer simplificações adequadas: осет = 
então 


fe m+ Dr, f") 


п! hogar Aj О 


Porque (n + 1)п! = (n + 1)! (Por que?), temos 


jet) 
e 
mW. €. 
(n + 1)! 
como desejávamos. 
Observe que se fizermos n = 0 no Teorema 1. obtemos ñA =з 7 cu 
eiu ed £ (b -arii é fib) — Да) = (b — a) (c), onde c + от umm. 


entrea eb. Assim, paran = 0, a conclusão pelo Teorema | cor e =o uiio 
teorema do valor médio. 

Como prometemos, podemos agora usar o Teorema | pè imer amma 
expressão para o resto de Taylor R,. O teorema apropria 
constitui um apoio ao Teorema | como segi 
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ТЕОВЕМА 2 


EXEMPLOS 1 


CÁLCULO 


A fórmula de Taylor com o resto de Lagrange 

Seja f uma função que contém derivada /'**!' de ordem n + Im 
intervalo aberto / e sejaa um número fixo de/. Denote o polinômio de Таз 
do n-ésimo grau de / em а e o correspondente resto de Taylor por P, = 
respectivamente. Então, para qualquer x em /, teremos 


f(x) = Рх) + R,(x). 
Sex + a, existirá um número c entre a ex tal que 


Ia 


ту 


(ат. 


DEMONSTRAÇÃO 
Façamos b = n no Teorema I, observe que 


ла HO ua) + O pe p CU) (e au 


a я 
"(a 
+ Fe lig ay — Px), 
e. conseqúentemente, vem 
foe " 
Rx) m nm C a) % j 


Os Teoremas 1 e 2, que em essência encerram o mesmo conceito. mas. 
diferem em notação, são ambos referidos ou como `` Гсогста de Taylor” aw 
como "Fórmula de Taylor". A expressão 


fe (o) 
(n+ 1)! 


(x — ay! 


de R, (x) dada no Teorema 2 é conhecida como a forma de Lagrange do resam 
de Taylor. 


Encontre o polinómio de Taylor do quarto grau P, e o correspondente resae 
de Taylor de ordem quatro А, na forma de Lagrange para a função f defimás 


por fix) — sendox > – 2ета=1. | 


x42 


SoLucáo 
Aqui, temos f'(x) = —(x + 2) 5, f(x) = 2(x - 2) >, 


f"Q)2-6x-2)*. f "()e24(x-2Y 5, e 
Рх) = —120(x +2). Donde, f(1)=4 


P= -& PU) =$ f"()9 $e SO) = 95. е 


= fO - y+£ J = peg - ly 
a y 


x= 1P — (x — 1 + 2 (x— 1)*. 


FORMAS INDETERMINADAS, I. 


TEOREMA 3 


RAIS IMPRÓPRIAS E FORMULA DE TAYLOR > 


E na forma de Lagrange, o resto é dado por 


€ ) 120(x — 1“ t- 
Ri) = ELEME ced 
51(с + 2) => 
onde c é um número entre | e x. 
Use o polinômio de Taylor do terceiro grau da função f/v; = Inv) - 1 ет = 


О рага estimar o valor deln 1.1, e então use a forma de Lagrange “o 
possibilite definir um limite de erro nessa estimativa. 


SoLução 

Aqui, temos f'(x) = (1 + x) * PG) 
= —6( + x) *. Assim, 0) = 0. f (0; 
polinómio de Taylor do terceiro grau em a = 


ERA are 
=1, f” (0) = 2. de sorte gue > 
0 é dado por 


pulo) = 70) + Dx 0) + © 


opr [0р 
=0+ x 3х2 + 4, 


Fazendo-se x = 0,1 na aproximação fix) = Рух) obteremos à valor 
estimado 


In 1,1 = f(0,1) = P4(0,1) = 0,1 — 40,1? + 40,1? = 14$ 


ou 


In 1,1 = 009053333... . 


O erro envolvido nesta estimativa é dado pelo resto na forma de La- 
grange 


sou) уби) = Rato) = © ш - oy 
pow. at 
P 4t Like = по ofr 


onde 0 < c < 0,1. Como e > 0 segue que 


1 -" 
[ROD тону + суң) < 1044) 
onde 


l 


[R4(0,1)] < 40,000 


= 0,000025. 


Observe que R, (0,1) é negativo, i. é, o valor estimado de In 1. = 
0,0953333... é um pouco maior que o verdadeiro valor de In 1.1. F 
como o valor absoluto do erro nào pode exceder a 0.000025. 0 valore 
dado é correto com quatro casas decimais de aproximação. e emos 
conseqüéncia, escrevemos In 1,1 = 0.0953. 

O teorema seguinte pode frequentemente ser usado para d 
com vantagens — o grau n do polinômio de Taylor necessarie г 
que o valor do erro absoluto envolvido naestimaçãofib) = P sh 
um valor especificado. 


Limite do erro na aproximação polinomial de Taylor 
Seja f uma função que contém derivada / je ur r 
intervalo aberto 7, e sejama e b dois valores distin 


EXEMPLOS 1 


CÁLCULO 


um valor constante (dependendo somente de n) e que |” (c)| = М, segu 
verdade para todos valores de c entre a e b. Então, se P, é o polinômio ae 
Taylor de grau л de f ema, o valor absoluto do erro envolvido na estimar 
fib) = РБ) nào deve exceder а 


DEMONSTRAÇÃO s 
Pelo Teorema 2, existe um nümero c entre a e b, tal que 


SM) 
Ap 


b qu. 
Conseqüentemente, 


М) = Pbl- IR) = | £^ арин | 


(п +1)! 
= penu I — apt lb = apt! 
= 1 EM q 


Estime o valor de In 0,99, de forma que o erro não deva exceder a 10? em ses | 
valor absoluto. 


SoLuçÃo 

No Teorema 3, fazemos f(x) = Inx, a = eb = 0,99. (Tomamosa = 1 por ser 
próximo de 0,99 e porque Inl = 0.) Aqui, f" (x) '(х) = —x' 

2x 3 fx) = Mx) = (7 1)” (n — Dt ef? y) = (— pet 
x 111), (Se desejássemos, isso poderia ser rigorosamente estabelecido par 
indução sobre n). Donde, para 0,99 < c < 1, 


е) = [ут сео = an yet 


с podemos fazer M, = n//(0,99)"*! no Teorema 3. Assim, o valor absoluto de 
erro envolvido na estimativa In 0,99 = f(b) = P,(b) nào deve exceder a 


Jogo =p м (opiy*' 1 
(1)! — (09971 (n+ D! — (n4 199) 


O menor valor de n para o qual 1/[(л + 1)(99)"*'] = 10-7 pode ser achado 
facilmente como sendoz = 3: donde, Рз(0,99) aproxima o valor de In 0,99 co 
a precisão desejada. Daí, 


Ру) = fa) D + Lap m 


=0+ (x— 1) — Yx - 1) + Mx — 1), 
isto é, 
In 0,99 = P,(099) = —0,01 — 4(0,01)? — 4(0,01)* = —0,0100503333 


Como o erro envolvido nesta aproximação não pode exceder a 107 = 
0,0000001 em valor absoluto, podemos concluir acertadamente que a apro 
ximação de In 0,99 = — 0,0100503 tem a precisão desejada com seis decimais 
(O valor verdadeiro, arredondando com oito casas decimais. é Ir 
0.99 = — 0,01005034). 


FORMAS INDETERMINADAS, INTEGRAIS IMPRÓPRIAS E FÓRMULA DE TAYLOR sê 


2 Estime o valor de sen 40º com erro menor que 10 èT saor cocos 
SoLucáo 
No Теогета 3 faremosfíx) =senx,a = m/4 =45ºeb —io— * 


(Tomamos a = 45º por ser próximo a 40º e sua função se 
conhecida). Aqui, f(x) = cosx, f(x) = — senx, f u= — 
x, eassim por diante. Como f+? (c) é ora + senc. ora = cose 


= 1, pode-se considerar М, = 1 no Teorema 3. Donde o valor zem ax 
erro nesta estimativa não pode exceder a 
ig тр жү" 
а oun 9 4 6) 
"PAD (x1! (+1: 


onde deveremos tomar n tão grande quanto possível. de sorte gue 


(n/36)*! da 
— < 10 
(n+ 101 
den serán = 3. Conseqüentemente, 
m cos (n/4) 3) 
uU NE g 


. Por fácil análise do erro, verifica-se que o menor valor 


E ѕеп(л/4) (x e 
21 


. cos (7/4) (x * 


3! 
e segue que 
" 2n wy E aa /2| т\? 
sen 40° = = P. = а (- 
VERDURE (5) 2 ala «Vs 
4 
El. z) = 0,6427859... 
12 \ 36 


com erro não superior a 107? = 0,00001 em valor absoluto. (O valor rea: 
arredondado para sete casas decimais, é sen 40º = 0,6427876). 


Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas 1 a 16, encontre o polinômio de Taylor de grau n no número 
indicado a para cada função e escreva o correspondente resto de Taylor na forma de 


Lagrange. 


1 f()21xa-2,n- 6. 


4 f(x) = x, a= 1000, n—4 
7 f(x) = senx, a = 0, n = 6. 
10 f(x)= e> a=0,n=5. 


13 gx) 25 а= Lin — 3. 
15 g(x) = senh x, a = 0, n 


2 (x) = /x,a= 4 п= 5. 3 f(x) = а= 100, n = + 
5 дік) = (х 2) 5 а= 3 n- 5. 6 у(х) = (1 х) llamo x 
8 gx) = cos x, a = —л/3, n= 3. 9 gx) -tanx ac 

п f(xX)9- xe, a= l,n=3. 12 f(x)- 

14 (х) = Inx a- n4. 

16 f(x) = In (cos x), a = 7/3, n = 


Nos problemas 17 a 23, use um polinómio de Taylor adequado para aproximar o 


valor de cada função com erro inferior а 10-5 em valor absoluto. Em cada caso, escreva 
a resposta arredondada para quatro casas decimais. 


телі 


se CÁLCULO 


17 senl 18 cos 29° 19 e (sugestão ; e = е!) 20 e! 
21 In (0,98) 22 In 17 [sugestão Escreva In 17 = In 16(1 + 6) =4 ln 2 + In (1 + 19] 
23, 9.04 


24 Use o processo de indugáo matemática para provar que, se P, é o polinómio de 
Taylor do n-ésimo grau em a da função f, então f™ (a) = P,% (a) para todos os 
valores de k =1,2.....1. 

25 Dé umlimite do valor absoluto do erro envolvido na estimativa de sen 5º (isto é, sen 
7/36) usando o polinômio de Taylor de grau л para senx em a = 0. (Use o fato deque 
71/36 < 1/10). 

26 Dé um limite do valor absoluto do erro envolvido na estimativa de VTFX porl + 
Чә x para |x | s 0,1. 

27 Mostre que o erro na estimativa de cos x = xº/2 não pode exceder a x'/24 em 

valor absoluto. (Sugestão: Observe que 1 — x?/2 = Руху). 

28 a) Mostre que a diferença entre o comprimento doarco s de um arco de um círculo 
de raio fixo e o comprimento da corda correspondente é dada por s — 2r sen 
(5/27). 

b) Use o polinómio de Taylor do terceiro grau para aproximar o valor do erro 
envolvido nessa estimativa. 

29 Use o polinômio de Taylor do terceiro grau para aproximar o valor da área da região 
limitada pelo menor segmento de arco e sua corda no problema 28, e dê um limite 
para o valor absoluto do erro envolvido nessa aproximação. 

30 Use o polinômio de Taylor do terceiro grau para aproximação de sen x ema = 0 
para encontrar, aproximadamente. um valor de x > 0 para o qual 5 sen x — 4x = 0. 

31 Se A cruzeiros são investidos e A + B cruzeiros são recuperados em n períodos 
iguais observados, então a taxa de juros por período, incluído no balanço corrente, 
satisfaz a equação 


ч 


(A+ BL — (1 + 1)*] = Ani 


Usando o polinômio de Taylor do segundo grau para aproximar (1 +4)", encontre 
uma solução aproximada da equação acima para / em termos de А, В e n, conside- 
rando que / é pequeno. 

32 Se um cabo flexível pesa w quilogramas por metro, tem um vào de s metros entre 
scus apoios que estão no mesmo nível, e é submetidoa uma força de H quilogramas 
nos seus extremos, entào ele tem uma flecha de f metros dada por 


En 


Usando uma aproximação polinomial de Taylor do segundo grau, e considerando 
que ws/H é pequeno, obtenha uma fórmula aproximada de f. 


33 Uma força T no cabo do problema 32 é aplicada num dos seus pontos de apoio e é 


H ws y 
dad: =— f 
la por T 2 fes (55) + exp ( x) 


queno, obtenha uma fórmula aproximada de T usando um polinómio de Taylor do 
segundo grau que aproxime aquele valor de 7. 


34 Sejaf uma função polinomial de grau n e seja P, o polinômio de Taylor do n-ésimo 


grau de f em a. Mostre que flx) = Рх) рага todos os valores de x. 
35 a) Mostre que, para 


Considerando que ws/H é pe- 


xs,e=1+x+ 55 + R.(x), onde — < R,(x) « 0. 


120 
b) Substitua x por —t* no item (a) para concluir que 
E qe ж 10 
à Ë É 4 t 
е=1-0 6-6) 0 s=. 
y" u A r(t), onde 0 < r(t) To 


€) Seb > 0, use o item (b) para mostrar que 


š E j 5 ° 
f'a re pio p ou o 


"m 
—+=- dp e ak та. 
de 37194205 91 оао. 


FORMAS INDETERMINADAS, INTEGRAIS IMPRÓPRIAS E FÓRMULA DE TAYLOR 


pe 
d) Calcule |, e "dt, arredondando para trés casas decimais. 

36 Considere que f é uma função com derivadas contínuas f" de ordem n + 1 num 
intervalo aberto /. Seja a e b dois números distintos em e seja P, o polinômio de 
Taylor do n-ésimo grau de f em a. Use o processo de indução para provar que o 
valor de А,Б) correspondente ao resto de Taylor é dada por 

Low * 
Rb) e — | (h— xt i) dx 
ns, 


37 a) Sefix) = 1/1—x, mostre que o polinômio de Taylor P, de f ema = 0 é dado por 


+ pre xn 


b) Mostre que o resto de Taylor correspondente a P, é dado por 


38 Suponha que f é uma função que contém derivadas de ordem n no intervalo aberto / 
equea é um número def. Seja P uma função polinomial de grau n tal que а) = Pla) 
ef'*(a) = Pta) para k = 1,2. . Prove que P é o polinômio de Taylor do grau n de 
fema. 

39 Seja Р„ o polinómio de Taylor do n-ésimo grau de f em a, onde a funçào f tem 
derivada de ordem no intervalo aberto / e a pertence af. Seja g a função definida 

em! por g(x) =| fia) dt ca função Q também definida em por Q(x) =| Рух) dx. 


Mostre que Q é o polinômio de Taylor de grau n + 1 de g em a. 
(Sugestão; Use o resultado do problema 38). 

40 Suponha que й é uma função que tem derivada de ordem п no intervalo aberto / e 
que a função g é definida por g(x) = x"! A(x) para x em /. 
(a) Prove que g(0) = Ü e que g'* (0) = 0 para k = 12... 
(b) Prove que o polinômio de Taylor do n-ésimo grau de y em a = 0 о polinômio 
nulo. 

41 Considere que f é uma função que contém derivada de ordem no intervaloaberto£ 
e que O pertence a7. Suponha que a função 4 também tem derivada de ordem» em 
e que P é um polinômio de grau n tal que 


f(x) = Р(х) + x"! (х) 


válido para todos valores dex em/. Prove que P é um polinômio de Taylor de grau 
de f em 0 
(Sugestão: Use o item (a) do problema 40 e o problema 38.) 


42 (a) Prove que 


(= Лу teem? 


(Sugestão: Use о problema 37.) 


(b) Sefíx) = 1/1 + х*, mostre que o polinômio de Taylor P, do grau 2n de fema = 0 
é dado por Pax) = 1 =x? + xt — xt + c — (— D)?" e mostre que o resto de 


(iy gana 
Taylor correspondente é dado por Ran(x) === 5—. 


(Sugestão: Use o problema 41 e o item (a).) 


43 Use o item (b) do problema 42, problema 39 e o fato de que tan 


para mostrar que o polinômio de Taylor de grau 2n + 1 para a função inversa da 
tangente em @ = 0 é dado por 


P E 
= +u +(- 1. 
É Par 


CÁLCULO 


Conjunto de Problemas de Revisão 


Nos problemas 1a 32usea regra de L'Hôpital para calcular cada limite (se existir). 


xe ‚ S -2* ,. In (sec 2x) 
21 
$l- x) dx ESTE) 
cos 2x — cos x e-l 
^ o sen? x Е туне 
m Ac 
L = к= o gg лш ex 
x-0- 2x x40 x 
1 юх 
10 ii - 1 dim (In x}? d$ jdm — 
xo Jx-1 Дэ а) ет" 
їп х)? /1 «sen x — ,/1—senx 
FEO 14d LAA ARA 15 - lim хеп“ 
x1- Sen (x — 1) ar tan x pens x 
i I8 lim ás 
Ы cortam ) miolos + [FREE 
20 lim (cosh х — sinh x) 21 dim xia» 
tiu =” 
sen) o De 
22 lim Ë 9) 23 lim ( +) 24 lim (1 + ax? 
xor V X xim x, x-0 
25 lim (x? + 4)'^ 26 lim (x — 4)?- !* 27 lim (cos x)'* 
to x24* x-0 
28 lim (1 + sen ajos 29 lim [In (x + F 30 lim (tan~? x)= 
Ре 5-0 E 
31 lim (im 3 32 lim (ser! х) 
x-0+ X, x-0 


Nos problemas 33 e 34, encontre todos os valores de c que satisfazem ao conceito 
fundamental que encerra o teorema do valor médio generalizado de Cauchy para cada 
função f e g no intervalo indicado [a,5]. 


33 (х) = x +9, g(x) = Vx, e [a,b] = [0,16]. 34 f(x) = зеп х, g(x)=c08x, e [a,b] = [n/6. 3) 


Nos problemas 35 e 36, use o teorema fundamental do cálculo e a regra de 
L'Hópital para calcular cada limite 


[| e(t? — t + 5) de Í (cos? t + 5 cos t?) dt 
35 lim —— .:_ —— 36 lim -3— — — — — 
ш! e(3r* + Tt + 1) dt we 
° 


37 Mostre que se a é um número positivo fixado, então lim x*In x = 0. 
xo" 


38 Encontre as constantes a e b tais que lim 


pur: a 
m 


и Aa) =o 


Nos problemas 39a 56, calcule cada integral imprópria (analise sua convergência) 


^ tdt ur > 
— 4 
l (+y É |, 


FORMAS INDETERMINADAS, INTEGRAIS IMPRÓPRIAS E FORMULA DE TAYLOR 


* жй dx 
а 45 а 4e 
f (ue DN |, x(n <)” 
xe * dx 5e 
m 
«i [^ EE Lo En 
to Уе -1 абе 1 
= 1 = 
55 =“ 56 e `Y dx 
А 9% ІА мх 
57 Ache a área da região limitada soba curva y= — Í — eadireitadaretax = e. 
* Жах 


38 Ache a área da região limitada sob a curva y 


е à direita da reta 


x(x +2) 
x=1. 


59 Seja fix) = x"e-"^, onde a é uma constante positiva. Ache o volume do sólido 
limitado pela superficie gerada pelo gráfico de f no entorno do: a) eixo dos x, e b) 
eixo dos y. 

60 А força de atração gravitacional F entre duas partículas de massa m, e m, é dada por 
F = y(mym;s?), onde y é uma constante e s é a distáncia entre as partículas. Ache o 
trabalho realizado para mover a partícula de massa, ao longo de uma linha reta até 
a um ponto "infinitamente longe" da outra partícula se as duas partículas estào 
inicialmente a uma distância unitária uma da outra. 


Nos problemas 61 a 64, ache o polinômio de Taylor P, em a para cada funçào f e 
escreva o resto de Taylor correspondente na forma de Lagrange 


1 
61 f(x)=sen2x,a=0,n=3. 62 f(x) 2 ———— 
f(x) fe) xy 
63 f(x) e^ a-0,n- 7. 64 f(x) = cos 3x, a = п/6, n = 6. 
Nos problemas 65 a 70 use um polinômio de Taylor aproximado para estimar cada 
valor. Em cada caso, arredonde sua resposta para cinco casas decimais de maneira que 
R4b) | = 50". 
59л " 
65 sen 88 ^ 66 cos- 67 In (1,5) 
180 
-— тег „ма 
68 Ye 69 1,03 70 | send 


APÉNDICE TABELAS 


TABELA I 


Funções trigonométricas 


Sen 


graus | radianos 
0 0 0 0 1,000 1,5708 90 
1 00175 | 00175 00175 57290 09998 | 1,5533 $9 
2 | 00349 | 00349 00349 28636 0,9994 | 1,5359 ss 
3 | 0024 | 00523 00523 19081 0,9986 | 1,5184 87 
4 | 0068 | 0068 0069 14301 0,9976 | 1,5010 sé 
s | 00873 00872 00875 11430 — 09962 | 14835 85 
6 | 0,1047 0,1045 — 01051 9,5144 09945 | 1,4661 ss 
7 | 0122 | 01219 01228 81443 09925 | 144% $3 
8 | 01396 | 01392 0,1405 7,1154 0,9903 | 1,4312 a 
9 | 01571 0,1564 0,1584 63138 0,9877 | 1,4137 si 
10 | 0,1745 | 0136 01763 56713 09848 | 1,3963 $0 
11 | 01920 | 01908 01944 5,1446 09816 | 13788 79 
1 | 02004 | 02079 02126 47046 09781 | 13614 78 
13 | 02269 | 02250 02309 43315 0974 | 13439 7 
14 | 02443 02419 0,249з 40108 0,9703 | 13265 % 
15 | 02618 | 02588 02679 37320 0,9659 | 1,3090 75 
в | 02793 | 02756 02867 34874 0,9613 | 12915 7 
17 | 02967 02924 03057 32709 0,9563 | 12741 3 
^18 | 03142 | 03090 03249 — 30777 09511 | 12566 a 
19 | 03316 | 03256 03443 29040 09455 | 12392 тї 
20 | 03491 03420 03640 2745 0,9397 | 1,2217 0 
21 0,3665 | 03584 03839 2,605) 0,9336 | 12043 ө 
22 | 03840 | 03746 04040 2471 09272 | 11868 es 
23 | 04014 03907 042045 23559 0,9205 | 1,1694 6 
24 | 04189 | 04067 04452 22460 09135 | 1,1519 66 
25 0,4363 0,4226 04663 2,1445 09063 1,1345 es 
26 | 04538 04384 0,4877 20503 0,8988 | 11170 ы 
2 | oen 04540 0,5095 1,9626 0,8910 | 1,0996 5 
28 | 04887 04695 0,5317 18807 08829 | 10821 є: 
29 | 05061 04848 — 0,5543 — 1,8040 08746 | 1,0647 6 
30 | 0,5236 | 05000 05774 1721 0,8660 | 1,0472 D 
31 0,5411 0,5150 0,6009 1,6643 0,8572 1,0297 э 
32 | 05585 | 0,5299 06249 1,6005 08480 | 10123 = 
3 0,5760 | 05446 0,6494 1,5399 08387 | 0,9943 + 
34 | 05934 0,5592 0,6745 1486 08290 | 0974 E 
Cos Cot Tan Sen "o E 
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TABELA I Funções trigonométricas (continuação) 


Em 
radianos Sen Tan Cot Cos 

0,6109 05736 0700 14281 0819 | 09599 55 

0/6283 0,5878 0,7265 13764 0,8090 0,9425 54 

0,6458 0,6018 0,7536 13270 0,7986 0,9250 53 

0,6632 0,6157 — 07813 1,2799 0,7880 | 0,9076 52 

0,6807 0,6203 0,8098 1,2349 0,7771 | 08901 51 

0,6981 0,6428 0,8391 1,1918 0,7660 | 08727 50 

0,7156 0,6561 0,8693 11504 0,7547 | 08552 49 

0,7330 0,6691 0,9004 11106 0,7431 | 08378 48 

0,7505 0,6820 0,9325 1074 0,7314 | 0,8203 4 

0,7679 0,6947 0,9657 1,0355 0,7193 0,8029 46 

45 0,7854 07071 1,0000 1000 07071 | 0,7854 45 

š Em Em 

Cos Cot Tan Sen | radianos | graus 
TABELA П Logaritmos naturais, In £ 

0,00 0,01 002 003 004 005 06 007 008 
0,0000 00100 0,0198 0,0296 0,0392 0,0488 0,0583 0,0677 0,0770 
0,0953 0,1044 0,1133 0,1222 0,1310 0,1398 0,1484 0,1570 0,1655 
0,1823 0,1906 0,1989 0,2070 0,2151 0,2231 0,2311 0,2390 0,2469 
0,2624 0,2700 0,2776 0,2852 0,2927 0,3001 0,3075 0,3148 0,3221 
0,3365 0,3436 03507 0,3577 0,3646 03716 03784 0,3853 0,3920 
0,4055 04121 04187 04253 04318 04383 0,4447 04511 0,4574 
0,4700 04762 — 0484 0,4886 0,4947 0,5008 0,5068 0,5128 0,5188 
0,5306 0,5365 0,5423 0,5481 0,5539 0,5596 0,5653 0,5710 05766 
0,5878 0,5933 0,5988 0,6043 0,6098 0,6152 0,6206 0,6259 0,6313 
0,6419 0,6471 0,6523 0,6575 0,6627 0,6678 0,6729 0,6780 0,6831 
0,6931 0,6981 0,7031 0,7080 07130 — 07178 0,7227 0,7275 0,7324 
0,7419 0,7467 0,7514 0,7561 0,7608 0,7655 0,7701 0,7747 0,7793 
0,7885 07930 0,7975 0,8020 0,8065 0,8109 0,8154 0,8198 0,8242 
0,8329 0,8372 0,8416 0,8459 0,8502 0,8544 0,8587 0,8629 0,8671 
0,8755 0,8796 08838 0,8879 0,8920 0,8961 0,9002 0,9042 0,9083. 
09163 0,9203 0,9243 0,9282 0,9322 0,9361 0,9400 0,9439 0,9478 
0,9555 0,9594 0,9632 0,9670 0,9708 0,9746 0,9783 0,9821 0,9858 
0,9933 0,9969 1,0006 1,0043 1,0080 1,0116 1,0152 0,0188 1,0225 
1,0296 1,0332 1,0367 1,0403 1,0438 1,0473 1,0508 1,0543 1,0578 
1,0647 1,0682 1,0716 1,0750 1,0784 1,0818 1,0852 1,0886 1.0919 
1,0986 1,019 1,1053 1,1086 1,1119 1,1151 11184 11217 1,1249 
1,1314 1,1346 1,1378 11410 1,1442 1,1474 1,1506 1,1537 1,1569 
1,1632 1,1663 1,1694 1,1725 1,1756 1,1787 1,1817 1,1848 1,1878 
1,1939 1,1970 1,2000 1,2030 1,2069 1,2090 12119 12149 12179 
1,2238 1,2267 1,2296 1,2326 1,2355 1,2384 1,2413 1,2442 1,2470 
1,2556 1,2585 1,2613 1,2641 1,2669 1,2698 12726 12754 
1,2837 1,2865 1,2892 1,2920 1,2947 1,2975 1,3002 1,3029 
13110 1,3137 1,3164 13191 1,3218 1,3244 1,3271 1,3297 
1,3376 1,3403 1,3429 1,3455 1,3481 1,3507 1,3558 
1,3635 1,3661 1,3686 13712 13737 13762 1,3813 
1,3888 1,3913 1,3938 1,3962 1,3987 1,4012 1,4061 
1,4134 1,4159 14183 1,4207 1,4231 1,4255 1,4303 
14375 1,4398 1,4422 1,4446 1,4469 1,4493 1,4540 
1,4609 1,4633 1,4656 1,4679 1,4702 1,4725 1,4770 
1,4839 1,4861 1,4884 1,4907 1,4929 1,4952 1,4996 


TABELA П Logaritmos naturais, In t (continuação) 


t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 00,06 007 ^ ma 
45 1,5041 1,5063 1,5085 1,5107 15181 — 1,5173 1,5195 
46 1,5261 1,5282 1,5304 1,5326 1,5369 1,5390 15412 
47 1,5476 1549] 15518 1,5539 1,5581 1,5602 1,5623 
48 1,5686 1,5707 15728 1,5748 15790 15810 1,5831 
49 1,5892 15913 1593 1,5953 15994 1,6014 1,6034 
50 1,6094 1614 16134 1,6154 1,6194 1,6214 1,6233 
51 1,6292 106312 16332 1,6351 1,6390 1,6409 1,6429 
52 1,6487 16506 1,6525 1,6544 16582 1,6601 1,6620 
53 1,6677 16696 1,6715 1,6734 L671 16790 1,6808 
54 1,6864 168820 1,6901 1,6919 1,6956 1,6974 1,6993 
55 1,7047 17066 1,7084 1,7102 17138 — 17156 17174 
56 1,7228 1,7246 — 1,7263 1,7281 1,7317 1,7334 1,7352 
57 1,7405 17422 — 1,7440 1,7457 17492 1,7509 17527 
58 1,7579 17596 1,7613 17630 1,7664 — 1682 1,7699 
59 1,7750 17766 — 17783 1,7800 17834 1/851 1,7867 
60 1,7918 1,7934 1,7951 1,7967 18001 — 18017 1,8034 
61 1,8083 1,8099 18116 L8132 18165 1,8181 18197 
62 1,8245 18262 L8278 1,8294 18326 18342 1,8358 
63 1,8406 1,8421 1,8437 1,8453 1,8485 18500 18516 
64 18563 1,8579 1,8594 18610 18641 1,8656 1,8672 
65 1,8718 18733 18749 1,8764 1,8795 18810 18825 
$6 1,8871 [К] 1,8901 1,8916 1,8946 1,8961 1,8976 
67 1,9021 1,9036 1,9051 1,9066 1,9095 1,9110 1,9125 
68 19169 19184 19199 19213 1,9242 19257 19272 
69 19315 19330 19344 19359 1,9387 1,9402 1,9416 
70 1,9459 19473 1,9488 1,9502 19530 19544 1,9559 
34 1,9601 1,9615 1,9629 1,9643 1,9671 19685 19699 
72 19741 19755 19769 19782 19810 — 1,9824 1,9838 
73 1,9879 1,9892 1,9906 1,9920 19947 1,9961 1,9974 
74 20015 — 2008 20042 2,0055 20082 — 20096 2009 
15 20149 — 2012 — 200176 20189 20015 20229 20042 
76 20282 20295 20308 20321 20347 203600 20373 


2,0438 2,0451 2,0477 2,0490 2,0503 


78 20567 20580 20605 20618 20631 

79 20604 20707 207320 20744 20757 

80 20819 20832 2,0857 20869 20882 

8,1 2,0943 2,0956 20980 20990 2,1005 
d 2,1066 2,1078 21100 21114 241126 

83 2087 — 2199 21223 20235 2,1247 

84 21306 2,1318 21M2 21353 241365 

85 21424 2,436 21459 — 2,1471 2,1483 

86 2,1541 2,1552 21576 21587 2,1599 

87 21656 21668 2,1691 21702 21713 

$8 Alm 2,1782 2,1804 

89 21883 2,1894 2,917 

90 21994 22006 22028 

91 22105 22116 22138 

92 2214 22225 22246 

93 22322 212332 22354 

94 2,2428 22439 

95 22534 22544 

96 2,2638 22649 

97 2,2142 2,2752 

98 22844 2,2854 
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TABELA HI Funçáo exponencial 


x ye 
0,00 1,0000 30 20,086 
005 0,9512 31 22,198 
0,10 0,9048 32 24,533 
0,15 0,8607 33 27,113 
020 0,8187 34 29964 
025 0,7788 35 33,115 
0,30 0,7408 36 36,598 
035 0,7047 3 40447 
040 0,6703 38 44,701 
045 0,6376 39 49402 
0,50 0,6065 40 54598 
0,55 0,5769 41 60340 
0,60 0,5488 42 66,686 
065 0,5220 43 73,700 
0,70 0,4966 44 81451 
075 04724 45 90017 
080 04493 46 99484 
085 0,4274 47 10995 
0,90 0,4066 48 121,51 
0,95 0,3867 49 134,29 
10 0,3679 50 148,41 
1 0,3329 51 16402 
12 03012 52 18127 
13 02725 53 20034 
1⁄4 0,2466 54 22141 
15 02231 55 244,69 
16 0,2019 56 27043 
1⁄7 0,1827 57 298,87 
18 0,1653 58 330,30 
19 0,1496 59 365,04 
20 0,1353 60 40343 
21 0,1225 65 665,14 
22 0,1108 70 1096,6 
23 0,1003 15 1808,0 
24 0,0907 80 29810 
25 00821 85 49148 
26 00743 90 8103,1 
27 0,0672 95 13.360 
28 0,0608 22026 
29 00550 


TABELA IV Funções hiperbólicas 


senh x cosh x tanh x 

0,00000 10000 000000 30 10,068 

0,10017 10050 009967 31 11,122 

020134 1,0201 0,19738 32 12287 

0,30452 1,0453 029131 33 13,575 

041075 10811 0,37995 3⁄4 14999 

0,52110 11276 — 046212 35 16,573 

0,63665 11855 0,53705 36 18313 

0,75858 12552 060437 37 20,236 

0,88811 13374 0664 38 22362 

1,0265 1,4331 0,71630 39 24,711 

1,1752 1,5431 0,76159 40 27,308 

1,3356 1,6685 0,0050 4,1 30,178 

1,5095 18107 083365 42 33351 

1,6984 19709 086172 43 36857 

1,9043 2,1509 088535 44 40,732 

2,1293 2,3524 090515 45 45014 099975 
2,3756 257755 092167 46 49/47 099980 
2,6456 2,8283 093541 47 54978 0.99983 
2,9422 3,1075 094681 48 60,759 099986 
32682 34177 095624 49 67,149 099989 
3,6269 37622 096403 50 74210 099991 
40219 44443 097045 51 82014 09999; 
44571 4,5679 — 097574 52 90,639 0,9994 
49370 503722 — 098010 53 100,17 0,99995 
5,4662 5,5560 098367 54 11071 0,999% 
6,0502 61323 — 098661 55 12235 099997 
6,6947 67690 098903 56 13522 0,99997 
7,4063 74735 099101 57 14944 0.99995 
8,1919 82527 0,99263 58 165,15 0,9998 
9,0596 9,1146 — 099396 59 182,52 0,99998 
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TABELA У Logaritmos comuns, log, x 


0,00 0,03 007 


10 0,0000 0,0086 0,0128 0,0170 0,0253 0,0294 0,0334 

11 0,0414 0,0453 0,0492 0,0531 0,0569 0,0607 0,0645 0,0682 0,0719 

1,2 0,0792 0,0828 0,0864 0,0899 0,0934 0,0969 0,1004 0,1038 0,1072 

13 0,1139 0,1173 0,1206 0,1239 0,1271 0,1303 0,1335 0,1367 0,1399 

14 0,1461 0,1492 0,1523 0,1553 0,1584 0,1614 0,1644 0,1673 0,1703 

1,5 0,1761 0,1790 0,1818 0,1847 0,1875 0,1903 0,1931 0,1959 0,1987 0. 

16 0,2041 0,2068 0,2095 0,2122 0,2148 02175 0,2201 02227 0,2253 

17 0,2304 0,2330 0,2355 0,2380 0,2405 0,2430 0,2455 0,2480 0,2504 0. 

18 0,2553 0,2577 0,2601 0,2625 0,2648 02672 0,2695 0,2718 0,2742 

19 0,2788 0,2810 0,2833 0,2856 0,2878 0,2900 0,2923 0,2945 0,2967 6. 

20 0,3010 0,3032 0,3054 0,3075 0,3096 0,3118 0,3139 0,3160 0,3181 

21 0,3222 0,3243 0,3263 0,3284 0,3304 0,3324 0,3345 0,3365 0,3385 

22 0,3424 0,3444 0,3464 0,3483 0,3502 0,3522 0,3541 0,3560 0,3579 

23 0,3617 0,3636 0,3655 0,3674 0,3692 0,3711 0,3729 7 0,3747 0,3766 

24 0,3802 0,3820 0,3838 0,3856 0,3874 0,3892 0,3909 0,3927 0,3945 9.3 

2,5 0,3979 0,3997 0,4014 0,4031 0,4065 0,4082 0,4099 0,4116 

26 0,4150 0,4166 0,4183 0,4200 0,4232 0,4249 0,4265 0,4281 

2,7 0,4314 0,4330 0,4346 0,4362 0,4393 0,4409 0,4425 0,4440 

28 0,4472 0,4487 0,4502 0,4518 0,4548 0,4564 0,4579 0,4594 

29 0,4624 0,4639 0,4654 0,4669 0,4698 0,4713 0,4728 0,4742 

30 0,4771 0,4786 0,4800 0,4814 0,4843 0,4857 0,4871 0,4886 

ES 0,4914 0,4928 0,4942 0,4955 0,4983 0,4997 0,5011 0,5024 

32 0,5051 0,5065 0,5079 0,5092 0,5119 0,5132 0,5145 0,5159 

33 0,5185 0,5198 0,5211 0,5224 0,5250 0,5263 0,5276 0,5289 

34 0,5315 0,5328 0,5340 0,5353 0,5378 0,5391 0,5403 0,5416 

35 0,5441 0,5453 0,5465 0,5502 0,5514 0,5527 0,5539 

36 0,5563 0,5575 0,5587 0,5623 0,5635 0,5647 0,5658 

37 0,5682 0,5694 0,5705 0,5740 0,5752 0,5763 0,5775 

38 0,5798 0,5809 0,5821 0,5832 0,5855 0,5866 0,5877 0,5888 

39 0,5911 0,5922 0,5933 0,5944 0,5966 0,5977 0,5988 0,5999 

4,0 0,6021 0,6031 0,6042 0,6053 0,6075 0,6085 0,6096 0,6107 

41 0,6128 0,6138 0,6149 0,6160 0,6180 0,6191 0,6201 0,6212 

42 0,6232 0,6243 0,6253 0,6263 0,6284 0,6294 0,6304 0,6314 

43 0,6335 0,6345 0,6355 0.6365 0,6385 0,6395 0,6405 0,6415 

44 0,6435 0,6444 0,6454 0,6464 0,6484 0.6493 0.6503 0,6513 

4,5 0,6532 0,6542 0,6551 0,6561 0,6580 0.6590. 0.6599 0.6609. зей 
46 0.6628 0,6637 0,6646 0.6656 0.6675 0,6684 0,6693 0,6702 к? 
47 0,6721 0,6730 0,6739 0,6749 0.6767 0,6776 0,6785 0.6794 E 
48 0,6812 0,6821 0,6830 0,6839 0,6857 0,6866 0,6875 0,6884 o s 
49 0,6902 0,6911 0.6920 0.6928 0,6946 0,6955 0,6964 0,6972 c e 
50 0.6990 0.6998 0,7007 0.7016 0.7033 0,7042 0.7050 0,7059 omen 
ЕА 0,7076 0.7084 0.7093 0,7101 0.7118 0.7126 0.7135 0,7143 отр 
52 0.7160 0.7168 0,7177 0,7185 0.7202 0,7210 0,7218 0,7226 с 
53 0,7243 0,7251 0,7259 0,7267 0.7284 0,7292 0,7300 0,7308 ° a" 
54 0,7324 0,7332 0,7340 0,7348 0,7364 0,7372 0,7380 0,7388 o 
5,5 0,7404 0,7412 0,7419 0,7427 0,7443 0,7451 0.7459 0.7466 WW 
56 0,7482 0,7490 0,7497 0,7505 0,7520 0,7528 0,7536 0,7543 ° | 
ат 0,7559 0.7566 0.7574 0.7582 0.7597 0.7604 0,7612 0.7619 om 
5,8 0.7634 0,7642 0,7649 0,7657 0,7672 0,7679 0,7686 0,7694 таш 
59 0.7709 0.7716 0,7723 0,7731 0,7738 0,7745 0,7752 0,7760 0,7767 Dm 
60 0.7782 0,7789 0.7796 0,7803 0.7810 0.7818 0,7825 0.7832 0,7839 C ман 
61 0.7853 0,78€^ 0.7868 0.7875 0,7882 0,7889 0,7896 0.7903 0,7910 чт 
62 0.7924 0,7931 0,7938 0,7945 0,7952 0,7959 0,7966 0,7973 0,7980 ч 
63 0.7993 0.8000 0,8007 0,8014 0,8021 0,8028 0,8035 0.8041 0,8048 sd 
64 0.8062 0.8069 0,8075 0,8082 0.8089 0,8096 0,8102 0.8109 9,8116 0609 


TABELA V Logaritmos comuns, log;o x (continuação) 


1,00 901 0,02 0,03 0,04 005 0,06 0,07 om Lge 


0.8129 0.8136 0.8142 0.8149 0,8156 0,8162 0,8169 0,8176 
0,8195 0,8202 0,8209 0.8215 0,8222 0,8228 0,8235 0,8241 
0,8261 0,8267 0,8274 0,8280 0,8287 0,8293 0,8299 0,8306 
0,8325 0,8331 0,8338 0,8344 0,8351 0,8357 0,8363 0,8370 
0,8388 0,8395 0,8401 0,8407 0,8414 0,8420 0,8426 0,8432 


0,8451 0,8457 0.8463 0,8470. 0,8476 0,8482 0,8488. 0,8494 
0,8513 0,8519 0,8525 0.8531 0,8537 0,8543 0,8549 0,8555 
0,8573 0,8579 0,8585 0.8591 0,8597 0,8603 0.8609 0,8615 
0,8633 0,8639 0,8645 0,8651 0,8657 0,8663 0,8669 0,8675 
0,8692 0,3698 0,8704 0,8710 0,8716 0,8722 0,8727 0,8733 


0,8751 0,8756 0,8762 0.8768 0.8774 0,8779 0,8785 0,8791 
0,8808 0,8814 0,8820 0,8825 0,8831 0,8837 0,8842 0,8848 
0,8865 0,8871 0,8876 0,8882 0,8887 0,8893 0.8899 0,8904 
0,8921 0.8927 0.8932 0.8938 0,8943 0,8949 0,8954 0,8960 
0,8976 0,8982 0,8987 0.8993 0,8998 0,9004 0,9009 0,9015 


0,9031 0,9036 0,9042 0,9047 0,9053 0,9058 0,9063 0,9069 
0,9085 0,9090 0,9096 0,9106 0.9112 0,9117 0,9122 
0.9138 0.9143 0,9149 0.9159 0.9165 0,9170 0,9175 
0.9191 0.9196 0,9201 0,9212 0,9217 0,9222 0,9227 
0.9243 0.9248 0,9253 0.9263 0.9269 0,9274 0,9279 


0,9294 0,9299 0.9304 0,9315 0,9320 0,9325 0,9330 
0.9345 0,9350 0,9355 0,9365 0,9370 0,9375 0,9380 
0,9395 0.9400 0,9405 0,9415 0,9420 0,9425 0,9430 
0,9445 0,9450 0,9455 0,9465 0,9469 0,9474 0,9479 
0,9494 0,9499 0,9504 0.9513 0,9518 0,9523 0,9528 


0,9542 0.9552 0,9562 0.9566 0,9571 0,9567 
0,9590 0.9600 0,9609 0,9614 0,9619 0,9624 
0,9638 0,9647 0,9657 0.9661 0,9666 0,9671 


0.9685 0,9689 0,9694 0,9703 0.9708 0,9713 0.9717 
0.9731 0.9736 0,9741 0,9745 0,9750 0,9754 0,9759 0,9763 


0,9777 0,9782 0.9786 0,9791 0.9795 0,9800 0.9805 0,9809 
0.9823 0.9827 0,9832 0.9836 0,9841 0,9845 0,9850 0.9854 
0,9868 0,9872 0,9877 0,9881 0.9886 0,9890 0,9894. 0,9899 
0,9912 0,9917 0,9921 0,9926 0,9930 0,9934 0,9939 0,9943 
0.9956 0,9961 0,9965 0,9969 0.9974 0.9978 0,9983 0,9987 


TABELA V Logaritmos comuns, log, x 


0,00 001 002 003 0.04 0,05 0,06 007 0,08 0.0 


10 0,0000 0,0043 0,0086 0,0128 0,0170 0,0212 0,0253 0,0294 0,0334 
11 0,0414 0,0453 0,0492 0.0531 0,0569 0,0607 0,0645 0,0682 0,0719 
12 0,0792 0,0828. 0,0864 0,0899 0,0934 0,0969 0,1004 0,1038 0,1072 
13 0,1139 0,1173 0,1206 0,1239 0,1271 0,1303 0,1335 0,1367 0,1399 
1⁄4 0,1461 0,1492 0,1523 0,1553 0,1584 0,1614 0,1644 0,1673 0,1703 
15 0,1761 0,1790 0,1818 0,1847 0,1875 0,1902 0,1931 0,1959 0,1987 
1,6 0,2041 0,2068 0,2095 0,2122 02175 0,2201 0,2227 0,2253 
17 0,2304 0,2330 0,2355 0,2380 0.2430 0,2455 0,2480 0,2504 
18 0,2553 0,2577 0,2601 0,2625 0,2672 0,2695 0,2718 0,2742 
19 0,2788 0,2810 0,2833 0,2856 0,2900 0,2923 0,2945 0,2967 
20 0,3010 0,3032 0,3054 0,3075 0,3118 0,3139 0,3160 0,3181 
21 0,3222 0,3243 0,3263 0,3284 0,3324 0,3345 0,3365 0,3385 
22 0,3424 0,3444 0,3464 0,3483 0,3522 0,3541 0.3560 0,3579 
23 0,3617 0,3636 0,3655 0,3674 0,3711 0,3729 0,3747 0,3766 
2,4 0,3802 0,3820 0,3838 0,3856 0,3892 0,3909 0,3927 0,3945 
25 0,3979 0,3997 0,4014 0,4031 0,4065 0,4082 0,4099 0,4116 
26 0,4150 0,4166 0,4183 0,4232 0,4249 0,4265 0,4281 
27 0,4314 0,4330 0,4346 0,4993 0,4409 0,4425 0,4440 
28 0,4472 0,4487 0,4502 0,4548. 0,4564 0,4579 0,4594 
29 0,4624 0,4639 0,4654 0,4698 0,4713 0,4728 0,4742 
30 0,4771 0,4786 0,4800 0,4843 0,4857 0,4871 0,4886 
3,1 0,4914 0,4928 0,4942 0.4983 0,4997 0,5011 0,5024 
a 0,5051 0,5065 0,5079 0,5119 0,5132 0,5145 0,5159 
33 0,5185 0,5198 0,5211 0,5250 0,5263 0,5276 0,5289 
34 0,5315 0,5328 0,5340 0,5378 0,5391 0,5403 0,5416 
35 0,5441 0,5453 0,5465 0,5502 0,5514 0,5527 0,5539 
3,6 0,5563 0,5575 0,5587 0,5623 0,5635 0,5647 0,5658 
З 0,5682 0,5694 0,5705 0,5740 0,5752 0,5763 0,5775 
38 0,5798 0,5809 0,5821 0,5855 0,5866 0,5877 0,5888 
3⁄9 0,5911 0,5922 0,5933 0,5966 0,5977 0,5988 0,5999 
40 0,6021 0.6031 0.6042 0,6075 0,6085 0.6096 0,6107 
4,1 0,6128 0,6138 0.6149 0.6180 0.6191 0,6201 0,6212 
42 0,6232 0,6243 0,6253 0,6284 0,6294 0,6304 0,6314 
43 0,6335 0,6345 0.6355 0,6385 0.6395 0,6405 0.6415 
44 0,6435 0.6444 0.6454 0,6484 0.6493 0,6503 0,6513 
4,5 0,6532 0.6542 0.6551 0,6580 0.6590 0,6599 0,6609 
46 0.6628 0,6637 0.6646 0,6675 0.6684 0,6693 0.6702 
47 0.6721 0.6730 0.6739 0.6767 0.6776 0,6785 0,6794 
48 0.6812 0.6821 0.6830 0,6857 0.6866 0,6875 0,6884 
49 0,6902 0.6911 0.6920 0,6946 0,6955 0,6964 0.6972 
50 0,6990 0.6998 0.7007 0.7016 0,7024 0.7033 0,7042 0.7050 0,7059 
51 0.7076 0.7084 0.7093 0.7101 0.7110 0.7118 0,7126 0.7135 0,7143 
52 0.7160 0.7168 0.7177 0,7193 0,7202 0,7210 0,7218 0,7226 
53 0,7243 0. 1 0.7259 0.7275 0,7284 0,7292 0,7300 0.7308 
54 0,7324 0,7332 0,7340 0,7356 0.7364 0.7372 0,7380 0,7388 
55 0.7404. 0,7412 0.7419 0,7435 0.7443 0.7451 0,7459 0.7466 
5,6 0,7482 0,7490 0,7497 0,7513 0,7520 0,7528 0,7536 0,7543 
57 0,7559 0.7566 0,7574 0,7589 0,7597 0,7604 0.7612 0.7619 
58 0.7634 0,7642 0.7649 0,7664 0,7672 0.7679 0.7686 0,7694 
59 0,7709 0,7716 9,7723 0,7738 0,7745 0.7752 0,7760 0,7767 
60 0,7782 0,7796 0,7810 07818 0,7825 0.7832 0.7839 
61 0,7853 0,7868 0,7882 0.7889 0,7896 0.7903 0,7910 
62 0.7924 0.7938 0,7952 0,7959 0,7966 0,7973 0,7980 
63 0.7993 0.8007 0,8021 0,8028 0,8035 0.8041 0.8048 
64 0,8062 0,8075 0.8089 0,8096 0.8102 0,8109 0.8116 


ABELA V Logaritmos comuns, log; x (continuação) 


x 0,00 001 0,02 003 0,04 0,05 0,06 °з i» D 
65 0.8129 — 08136 — 0,8142 — 08149 — 0,8156 0.8162 0.8169 

66 0.8195 0,8202 0,8209 058215 0.8222 0,8228 0,8235 

67 0,8261 0,8267 0,8274 08280 0,8287 0,8293 0,8299 

68 0,8325 0,8331 0,8338 08344 0,8351 0,8357 0,8363 

69 0,8388 0,8395 0,8401 0,8407 0,8414 0,840 — 0.8426 

70 0,8451 0,8457 0.8463 0,8470 0.8476 0.8482 0,8488 

71 0,8513 0,8519 0,8525 0,8531 0,8537 0,8543 0,8549 

12 0,8573 0,8579 0,8585 0.8591 0,8597 0,8603 0,8609 

73 0,8633 0,8639 0.8645 0.8651 0,8657 0,8663 0,8669 

74 0,8602 0,5698 0,704 — 0370 0,8716 0,872 0,8727 

75 0,8751 0,8756 0.879620 0,8768 0,8774 0.8779 0,8785 

7,6 ossos 0.8814 0.8820 08825 0,8831 0.8837 0,8842 

71 0,8865 0.8871 0,8876 0.8882 0.8887 08893 0.8899 0.8910 

T8 0,8921 0,8927 0.8032 0,4938 0,8943 08949 0,8954 0.8965 

19 0,8976 0,8982 0,8087 0,8993 0,8998 0,9004 0,9009 0.9020 

80 0.9031 0.9036 0,9047 0,9053 0,9058 0,9063 0.9074 

81 0.9085 0,9090 09106 0,9112 0.9117 0.9125 

82 09138 0,9143 0,9159 0,9165 0.9170 0.91% 

83 0.9196 0,9212 0,9217 0,9222 > 

84 0,9248 0,9263 0.9269 0.9274 “ 

85 0,9299. 0,9315 0,9320 0,9325 0,9330 

86 0.9350 0,9365 0,9370 0,9375 09380 

8,7 0,9400 0.9415 0,9420 0,9425 0.9430 

88 0,9450 09460 0,9465 0.9469 0,9474 0.9479 

89 0.9499 0,9509 09513 0,958 0,9523 0.9528 

90 0,9547 0.9557 0,9562 0956 0,9571 0,9567 

9,1 0,9595 0.9605 0,9609 0,9614 0,9619 0,9624 

92 0,9643 0.9652 0,9657 0,9661 0,9666 0,9671 

93 09685 0,9689 0.9699 0,9703 09708 097113 0,9717 

94 0,9731 0.9736 03745 0,9750 0,9754 0.9759 0,9763 pu 
95 0,777 09782 0,9791 0,9795 0.9800 — 0,9805 0,9809 Img 
96 0,9823 0,9827 0,9836 0,9841 09845 0,9850 0,9854 Ide: 
97 0.9868 0.9872 0,9881 0,9886 0.9880 0,9894 0,9899 1 эз» 
98 0,9912 0,9917 0.9926 0,9930 0.9934 0,9939 0.9943 езе: 
99 0.9956 0,9961 — 0,9965 0,9969 0,9974 0.9978 0,9983 0,9987 E vom 


А-8 


TABELA VI Potências e raízes 


Raiz Raiz Raiz Raz 
Número | Quadrado quadrada Cubo cúbica Número | Quadrado quadrada Cubo сів 
1 1 1,000 1 1,000 st 2.601 7,141 13265] т 
2 4 1414 8 — 1260 5 2.704 7211 10608 — 379 
3 9 1732 zo 1442 53 2.809 7280 148.877 379 
4 16 2,000 64 1,587 54 2.916 7,348 157.464 w 
5 25 2236 125 — 1710 55 3025 7416 166.375 am 
6 36 2449 216 — 1817 56 3.136 7483 175.616 a» 
1 49 2,646 33 1913 57 3249 7,550 185.193 эе 
8 в 2,828 512 2000 58 3364 7616 195.112 sm 
9 вт 3,000 T9 2080 59 3481 7,681 205379 im 
10 100 3162 1000 2154 60 3.600 7,146 216000 — 395 
1 121 3317 131 2224 61 371 , 7810 226981 зењ 
2 144 3464 1728 2289 62 3.844 7874 238.328 37 
13 169 3,606 2197 2351 63 3.969 7937 25004] sem 
m 196 3,742 2744 240 64 4.096 8,000 200444 аш 
15 225 3873 3375 2466 65 4225 8062 274.625 am 
16 256 4000 406 2,520 66 4356 8,124 287496 дош 
17 289 4,123 4913 250 67 4489 8,185 300.763 ix 
18 324 4243 5832 — 2621 68 4,624 8246 314432 д 
19 361 4359 6859 2,668 69 4.761 8,307 38509 4ME 
20 400 4472 800 2714 70 4.900 8,367 344000 аш 
21 441 4583 9260 2,759 ul 5041 8426 357911 
2 484 4,690 10.648 2802 n 5.184 8485 373248 
2 529 4,796 12167 284 73 5329 8,544 389,017 
24 516 4,899 13.824 2884 74 5476 8,602 40524 — мв 
25 625 5,000 15.625 2,924 75 5.625 8,660 421.875 атт 
26 676 5099 17.576 2962 76 5.776 8718 438976 
27 729 5,196 19683 3000 T 5.929 8775 456.533 
28 784 5292 21952 3037 78 6084 8832 474,552 
29 841 5385 24389 3072 79 6241 8,888 493.039 
30 900 5477 27000 3107 80 6400 8944 512.000 
31 961 5,568 29791 34 81 6561 9,000 531441 
32 1024 5657 327168 3,175 82 6724 9,055 551.368 
33 1,089 5,745 3593 — 3208 83 6.889 9,110 571.787 
34 1156 5,831 39304 3,240 84 7.056 9,165 592.704 
35 1,225 5916 42875 зот 85 7225 9220 614.125 
36 196 6000 46656 330 86 7.396 9274 636.056 44M 
37 1.369 6,083 50.653 — 3332 87 7.569 9327 658,503 аа 
38 1444 6,164 54872 3362 88 7.144 9,381 681472 aati 
39 1521 6245 59319 3391 89 7921 9434 704.969 2а 
40 1.600 6325 64000 — 3420 90 3.100 9487 729000 даш 
4 1.681 6,403 68921 3448 91 8281 9,539 75357) ав 
42 1764 6481 74088 — 3476 92 8464 9,592 778.688 ASM 
43 1.849 6,557 79507 3503 93 8.649 9,644 804357 дєн 
44 1936 6633 85184 3,530 94 8.836 9,605 830.584 asa 
45 2025 6708 91125 3557 95 9.025 9,147 857,375 438 
46 2116 6,782 97336 3,583 96 9216 9,798 884736 ат 
97 9409 9,849 9263 аа 
98 9.604 9,899 941192 мй 
99 9.801 9,950 970299 джз 


10.000 10,000 1.000.000 EE 


Capítulo 0 


RESPOSTAS DOS PROBLEMAS 
SELECIONADOS 


Conjunto de problemas 1 pág. 3 
1 (a) Verdade; (b) verdade; (c) falso; (d) verdade, e (e) verdade. 


3 (3X233) < (2825) 5 (a)x<0; (b)x>0; ()x=0 9 2646>,/7 И Não 


Conjunto de problemas 2 pág. 8 


1 -2 3 b 3 2 
(a) Е 2.8) 
(e) dE I (4) g 
— [O — yU 
(e) 3 0 x 
— e Cir —— 


3(-9,3 5(-21] 7 (i 9 (-5,-2] е (1,0) 11 (-x,-3) 
e (40) 13(-12) 15 (i e Bo) 17 (-«0] e (3,0) 


8 
19 [-1,0) 21 (-0,-4) e |5) 23 х=5ошх=1 25 х= —2oux 


1 3 7 6 
27 x=¿00x=- 29 (2,3) 31 (7-1 € (-Lo) 33 EH 


li 1 1 
š 7 РЕ. 15 j 
35 [з] 3 ( Г | 39 |x -y| xx - 2| -|2- y| 


4 |y*2| s|x*2] + |y-x| 43 (a)4x < 132; (b) x «33 
Conjunto de problemas 3 pág. 13 
1 (a)N = (3, —2); (b)R = (—3,2); ()$-(-3,-2) 3,13 54 710 


9 Os comprimentos dos lados são 4, 6 e y32 
11 Os comprimentos dos lados são 4, 5 e y3T 


13 Ambas as distâncias são (x, — xij + (vi — ya)? 
15 Sim 17 Nào 19 Nào isósceles 
Conjunto de problemas 4 pág. 19 
5 1 5 Hd 5 13 


E yj-2x- = ПИ у= - 15 
1 3 35 51 Ty=2x-6 9у à ў 218 


1 
13 y-6x— 16 15 y=20x + 138000; 146000 17 wf 285 


«v (3) 19 (a)2: (b) - 


3 b 
i (95: (4) — 21 Paralela 23 Perpendicular 
m 


25 Ë = | 27 (0,0) 29 Coef. angular AB = coef. angular CD = E a 


1 
2 Bde 


coef. angular BC = coef. angular AD = 3 


oou 


33 As retas têm coef. angulares — š ° respectivamente. 


Conjunto de problemas 5 pág. 26 
1 Domínio R; imagem R 3 Domínio R; imagem [0, =) 
5 Domínio [— 1, 1]; imagem [0, 1] 


7 Domínio (- =) u (2. ) { imagem (~ 2, 4) U (4, ») 
9 Dominio R; imagem [—3, —1, 2] 11 Domínio R; imagem [-4, =).. 


13 Domínio (— >, —2) U (-2,3) U (2,2) U (3, ); imagem (— о, —3) U (-3, 
1) U (1, 2) U (2, =). | 


-= 


Ü " D š D i 


Figura, problema 3 Figura, problema 5 Figura, problema 7 


-— 


Figura, problema 9 Figura, problema 11 Figura, problema 13 


Figura, problema 15 


юз 


15 (a) Domínio (— ce, 0) U (0, co): (b) imagem (= =, —2] U [2, 22); (d) (—1, 
=2), (1,2) e (-2, — ®з) são do gráfico de f. 


2). (a) —6: (b) =6: (e) 0; 


17 Domínio R, imagem 


(4) 0; (e)a2— 3a — 4; (0) (a + b — Ma + b) — 4: (g) (a — b? — 3(a — b) — 4: 


(h)xà—3xo—4 — 19 Domínio ( n 


4-2 az. zm TE 
O Cra Mur det us 025. | di E 


21 Domínio 


= 2) (а) 2: (b)3: (c) /6: (d) 2 (e) Za? + 5: (1) За +5 


1 
(8) /6x +8: (h) 3x0 43h45 23 Domínio [-= = 3 união 


йыл} за MEA 3x-1 
Тыр. q E, i (D) 1: 
Gi: (b)2; (G) i 1 Ze iaa? Ú) 8 


25 (а) (a+ 104 + 2)(a + 3)(a + 4); (b) (a + 2a + 3)(a + 4)(а + 5) 


1 
216Т para0 T < |, 


50 
29 V=: ЗЇ р= 2х 33 Ú 
x 


EE 
HO pam T> 5 


27 Sim; r = 


35-818 a — 39 As funções são (b) e(c) ^ 41 Verdade 
Xo(xo + h) 


Conjunto de problemas 6 pág. 32 
1 Par 3 Nem um nem outro 5 Ímpar 7 Nem um nem outro 
9 Nem um nem outro 

11 Polinomial; 2.º grau: coeficientes 6, —3 e —8 

13 Polinomial; 3.º grau; coeficientes —1, 1, —5 e 6 

15 Polinomial; 4.º grau; coeficientes 2; —571, 0, 0 e 20 

17 Polinomial; grau 0, coeficiente O 

19 2 é um número, nào uma função 


2 29 


21 y 


u 
+ 


23 f(x) = mx, m + 0 


25 x = — B. é uma raiz de Ax) = mx + b 

27 Racional; domínio (— =, Ù U (1, =) 

29 Racional, domínio R 

31 Não-racional 

33 (a)sgn(-2) = — 1, sgn (-3) = — 1, sgn(0) = 0, sgn (2) = 1, sgn (3) = 1, sgn 
(151) = 1; (e) domínio é R, imagem é (— 1, 0, 1}; (g) gráfico não é uma 
figura convexa. 

35 Domínio R, imagem [0, >) 

37 Domínio R, imagem [— 1, 1] 

39 Domínio R. imagem todos os números inteiros. 


y y 


Figura, problema 33(d) Figura, problema 33(f) 


PA 


» y 
] 
— 
— 
— "ect 
0 TA D 2, 0 
— 
— — 


Figura, problema 37 Figura, problema 39 Figura, problema 41 
3 
— — 
— 
7 —x z — 
Figura, problema 43 Figura, problema 45 


43 Domínio R, imagem todos os inteiros nào-negativos 


45 Domínio R, imagem B 
3 


Conjunto de problemas 7 pág. 38 


1 (a)(i) — 2 шг, (ш) — = (b) (1) 40°; (ii) — 157,5", (iii) 1290* 


^ 


o$ (9) —— (e) q 5 (a)sen?r; (b)2cost; (c)csc? 1; (d) cot? r; (e) —cos t 


7 uku- 


m E. 
(t k NS! — 9 (a)scet i; (b) corr; 
33 


5 e бз: A 33, ap 15. 56 
(с) 4 cos* г — 3 cos? г; (d)cott; (e)coss И (ass: (b) @] ©з 
Conjunto de problemas 8 pág. 42 
3 1 na, 
5 (2). 1,644: (b) dom (f +g) = dom f -g = EL (8) = [1-9 união 


жЕ 
x 


. todos os domínios são 
es 


А | 7 Ix ea +&/х—х*—а,,/дх +4), 


$ x3 ^ E Je i1. х\/х — 3 os domínios são [3x ) 
n (f +9X-<x)= f(-x) gx) = f(x) + (x) = (f + g)(x) eto. 
Ë vul 
13 Genx)k?—cosx) 15 tanx 17 (a)c + x; (b) e х; (с)сх; de СЕ 
21 (a)senx?; (b)sen? х; (c) х*; (d) (senx + cos x)^: (e) tan? x: (f) tan (cot x); 


(g)sen(cos? x); (h)sen(cos? x) 23 k E 25 Por exemplo, f (x) = | — x; mas se 


f(x) =2, então: n&o está no domíniodef. 27 (f'^gx) = (ge Дх) = 
x 


Capítulo 1 


Conjunto de problemas 9 pág. 47 


o 8 зу) тт в Hgs 


(0-б) = x 11 Não 


Conjunto de problemas de revisão pág. 48 
1 (a) Falso; (b) falso; (c) verdade; (d) verdade; (e) falso; (f) falso 


1 
7 (=5,4) 9 Sem soluções H (55) sis das 


c=-3,d=loua=0b=2c=-Sd=-3 17 (a)11; (b) 


L. {1 
| 


x 
n ђ 2 ( 3) io (1 31 ( 
- 3) EN M E 


Ц 


2 
35 AB, ВС, е АС tém o mesmo coef. angular, E 37 у= - 12x + 15 


4 x+3y-1=0 
45 Domínio R, não é simétrica nem ao eixo у nem à origem. 


19 400-1 21 х= -2 23 x=? 25 | 


$ (x 


z = 
ю,—-| união 


39 y=- 


47 Domínio (— =, 1) U (1,9); não ё simétrica nem ao eixo y nem à origem. 


49 Não — o domínio não é R. 


51 (a) 4:(b) 4: (c) 36: (d) 36; (e) 64 2; (f) 36x? (g) 4(x?+ 2xh + h°): (h) 8xh + 4 


и; (1) 4 a: G) 2 la] 
53 Domínio R. f é par 
55 Domínio R, h não é par nem ímpar 


57 cosx 59 —csct 61 —cos2r 63 (а) 106; (Ы) 154; (c) —32: 


5x +7 


(9) 323; (e) 2; (0 5x2 + 10x + 13: [>= ў 
T 


65 Ух e 


gs Dra 


(b)g '( 


Conjunto de problemas 1 pág. 56 


МХ 67 9430x424 e 3х?+6х+4 75 (a) f х) = 


(h) (5х2 — 12: (i) 10 + Sh: (5 
x +19 


Р-5 


43 Domínio (— >, —1] U [1, œ); simetria em relação ao eixo > 


3 
1 32 20 7+] 95 110 13 (Si; (b) sim; (c) sim: (di sim 


(e) sim; (f) não 15 д = 0,0025  À 173—001 19 9=0,2 21 Тотед = 


E 


23 Te ô= 
ome = 


25 Tome qualquer 8 > 0. 


Conjunto de problemas 2 pág. 60 
7 5 
r? ai 5507 TX sg 10 bg B 
1 
19 166 2 — зв 50 275 


Conjunto de problemas 3 pág. 66 


1 (b) lim f(x)— 8, lim f(x) = 6; (c) nàoexiste; (9) descontinuo 
хэз- х=з- 


3 (b) lim g(x) = 4, lim g(x)=2; (c) náoexiste; (4) descontinuo 
pa көл” 


5 (b) lim H(x) = 0; lim H@)=0; (c) limH(x) 


x-s- x-s* xs 


0; (d) descontinuo 


Р-6 


7 (b) lim f(x) = 1, lim f(x) = 1; (c) бт f(x) = 1; (d) contínuo 
x1i- xit x 


9 (b) lim F(x) = 6, Шы Е(х) = 6; (с) Be 6; (d) descontínuo 
хэз- 
H (b) lim S(x) = & im Seas "à lim S(x) = 5; (d) contínuo 
хзщз- xi 
13 (b) un 09) = -4, m 2109 = —4; (c) lim Je —4; (d) descontínuo 
15 бойнша: sempre E Corsa sempre 19 Contínua sempre 
21 Contínua para todo a exceto para a = 0 
23 A maioria das funções usadas são contínuas 
(b) seja Дх) = (0 30 os então lim ft) = 1 А0). 28 lim VE == 0, mas VIE 
2 
é indefinida iss Si 


Conjunto de problemas 4 pág. 70 
1 Contínua para todo a 
3 Contínua para todo a 
5 Contínua para todo número exceto 0 
7 Contínua para todo número exceto 1 
9 Contínua para todo número exceto —1 e 1 
11 (a), (b), (c), (d) e (e) são contínuas em 1 
13 Continua em [-2, 2] e (-2, 2) 
15 Descontínua em todos os intervalos indicados 


17 Contínua em 


1 
-39 


19 Contínua em ( — 5 3). Ë E e 


21 (b) E é contínua em todo número no domínio exceto a. 


Conjunto de problemas 5 pág. 77 


5 
lw 2+0 Em Pot S= 116 By 180 
8 
17 — 19 +0 21+%® 
Уз. 
Y 


23 (a) Dado qualquer número positivo M, existe um número positivo N tal 
que f(x) > M sempre quex > N. 


Conjunto de problemas 6 pág. 82 


А " " " 5 
1 Assíntota horizontal: y = 7; assíntota vertical:x = 3 3 Assíntota horizontal: 
2 Р Р 3 £ š Я 3 3 
pecus assíntota vertical: x = — 5 5 Assíntotas horizontais: y = ——— e y-— 
/2 2 
v ` 
7 Assíntotas horizontais: y = — 2 e y = - 9 Assíntota vertical: x = 0 


13 Assíntota horizontal: y = 4 
a 
Conjunto de problemas de revisão pág. 86 

1520005 35=0004 53-000 715 96 1D 1315 


53 jT —1 yA na nc 25 -o 27 +o 
29 lim f(x)- lim (х) = lim /(9=0 31 tim gx) = tim gfx) = lim g(x) = 


x=3/2- х3/27 x3J2 х2 


2 
33 400 357 37 E 39 (a)Escolha|x — a| <> (Ы) escolha |x — a| < — 


Capítulo 2 


e 


1 " 
não, pois 0,1 fix 41 Contínua em 3 43 Contínua em 1 45 Descontinza 
1 1 
nos múltiplos de ; 47 (Ь)/(х)= —ух + |x|- [x= 1+5 ale 3] 
49 (a) Contínua em (^13) (b) contínua sempre 51 Assíntota 
horizontal: y = 0; assíntota vertical: x = — 1 


Conjunto de problemas 1 pág. 96 
1 r=5455mph 3 (а) 7,5; (b)7 5 (a) 30 m/s; (b) 24 m/s 7 (a) 8 m/s: 


(b) 7 m/s 90 12 132 15 i 17 -3 19 (a) 80 m/s; 


(b) 160 m/s 21 5 УЗ ст°/ст de contorno 23 (a) — 0,16 d/cm*/cm*: 
1 


(b) — 0,2 d/em*/em”. 25 lim 


һо" 


= +2 


Conjunto de problemas 2 pág. 102 


1 2x «4 3 6x!—-4 T z =. 2 1 - A 
x 6-10 2 fs -1 (x+ 1) 
134 15 К 17 l 19 Ы 23 32t 430 25 (b) Contínua em 3: 
8 s a 8s +3 ua à 
(c) diferenciável em 3 
27 (b) Contínua em 3; (c) não diferenciável em 3 
29 (b) Contínua em 2: (c) não diferenciável em 2 
31 (b) Contínua em 0; (c) diferenciável em 0 
33 (a) Se um gráfico possui tangente num ponto, ele não pode “saltar” neste 
ponto; (b) Nào, Se = k|emx = 0 


35 Não diferenciável em —; (b) nào diferenciável em 1 


Conjunto de problemas 3 pág. 113 


15x*-98 sax 5 87-14663 72-5 
3 x 


245. 
Зх? 


2 
H —6x x 13 “gat 15 15х* — 2х 
Sx 


17 Sx* + 12x) — 27x? — 54x 19 24y? — Sy + 14 21 Eu 4x — 3x? 
x 


10 18 1 —23 —7х? + 6x+ 5 —20r 
23 —-—- _ 3 25 
Pa a” (12 GP ma 2p EIF 
3x? + 12x + 37 3 1 64 
a ELE aja (6) 2 (е) 9 (d) 2: (е) е (00 
i @)& = 6) —9; à) -2: e) - 06 


35 (а) 8x? — 3x? — 24x + 1; (b) 54x? + 66x — 28; (c) 9x? — 20x + 6 — 3x7 

(d)I2xQx? +7)? 37 (a) — 1; (b)5; (c) —5; (d) —2; (e) 16; (D -4 — 39 i 
3 

(07—49 


З 1 
substituir x = 2 obtendo (2) = 11. 47 c= 
m+1 


41 —4 43 7,5mís 45 Devemos calcular primeiro f ixi = 4x — 5. emaãs 


‚п=т+1,т# -1 


51 (а) D.(x: 1) = 1, mas (Бух) (0,1) = (1)(0) = 0; (b) D, (= inma. 


desde que D,1 — 0. 


Ps 


Conjunto de problemas 4 pág. 119 


2x+1 -20x* —20 
— > —ÉÁ — x 5 -20(5— 2x)? Toa 
a “REF 6-2 Tue 


9 45202 42)* — 10 St — 4x 13 2 + x+ 1) 5 


8 
13 (Bx? + 7)(5 —3xy(- 63x? + 60x —63) 18 (^ df je - ШЕ, -64 ы + 


(28у + 38)(2y — 1)? P damn ap 3€ Gx + 2) 


17 
(y 3y (1-235 x 


23 


41 (a) 5 cos 5х; (b) -8sen(8x — 1); (c) 3 sec? 3r; (d) —9 csc? 9x; 


(€) 2 sec (2t + 9) tan(2t + 9); (f) — 15 cse (15x — 2) cot (15x — 2); (g) 3sen? 0 cos 8; 


cos 0 mo 2mx 2ях | —senü 5? + 3 +1 
h) ; (1) sen cos i ; (K)0; (1)2cos20 45 (a) ———— 
MET Ec TW 009 0 ad 
1—t- 3? 1 
ta ner 
2+ Oy 27 


Conjunto de problemas 5 pág. 126 
1 1 5 am 
1 H 3 3 5 9 T —$ 9 


H -i16x 99 13 Sata 
ИТР: 


1 
15 —185(9 —s2)-u209 + g2)-32 manm Row. зан 
5 s(9 — s?) 1209 + 52) 17 5х 3* 3х 


10 * : 
1l gie anf 2.1 am 
19 Hii PT 3r a! 


ш 10x(x + 1) 


3 ET -45 
23 1 2* à y ху уг 25 (9: + 33) + 2) t+ 5) 
4 20 
27 т бет) *5cost 29 -2 cos " xsenx 31 (а), (Ы), e oj 33 2|x 
1 =f 14 /8y- 7 
= 37 7 49 „2 41 (b - SÉ a 
3 Y abe (da 43 0х 2 
l4-48y-7 2 
b) f^ !(y)  — — —5 (с) е (d 45 = 
(b) 470) 4 [2] ui 3 


Conjunto de problemas 6 pág. 130 

1 Tangente: у = 8x — 15; normal; x + 8y — 10 = 0 
3 Tangente: y = 3x; normal: x + Зу — 10 = 0 

5 Tangente: x — 12y + 16 normal: 12x + y = 98 
7 Tangente: y = 3; normal: x = 0 

9 Tangente: у = x — 1; norma: x + y = 1 


M š a š " „3 
11 Intersegáo com o eixox é —3;  Intersecào com o eixo y é > 


a 
R 


13 (8, 72); tangente: у = 16x — 56 15 (- 


EID 


Capítulo 3 


17 (1,0);tangente:y = —x 1 19 (1,0); normais: = 


21 (5, 30), (— 1, 6); tangentes: y = 10x —200uy = 2x + 4 


Conjunto de problemas 7 pág. 136 

1 301 3 6,0083 5 0,485 7 028 9 (No. 1) estimativa: 3,01; verdade: 3,00998 

(No. 3) estimativa: 6,0083; verdade: 6,008327 ...; (No. 5) estimativa: 0,485; 

verdade: 0,48543 ...; (No. 7) estimativa: 0,28; verdade: 0,2849 

П x? — 3x — 2 = 9(x — 2) + в(х)(х —2), elx)=x?+2x — 8 

13 2x? = 54x — 108 + e(x)(x — 3), e(x) = (x — Зх + 12) 

15 5. as i + olx ix — 5), elx) D 19 (a)m=3.0= —2; (b) lim (à + x 22) = 6 
Г 5 ET 


(с) т = f'(1) onde f(x) = х? 


Conjunto de problemas de revisão pág. 137 

1 (a) 120 m/s; (b) 136 m/s quando t = 2, 104 m/s quando t = 3; (c) 625 m 3 (s 
cm?/cm; (b) 0,3216 cm°/grau 5 Tangente: у = 4x — 14; normal: 4y + x = 12 

7 Tangente: 72x — 16у = 81; normal: 144y + 32x = 291 9 Tangente: y = kx + 1 - < 


interseção com y: | —& 11 (a) Contínua em 2; (b) f- (2) = -3,f (2) 
(c) nào diferenciável em 2 13 (a) Contínua em —3; (b) '(—3) = —1, 70-5 = t 
"ANS 
(c) não diferenciável em —3 15 (a) lim CHAVE ^. y! 17 G) Não 
ахз Ах 3 

" 89 91 46, 23 

(b Não 19 (b) Em0e- 1 21 (а) 50: (зу; Ml 
TA 
is Bjs, š 5 — 3 27 dy l + x re 
675 Jn 25-1" "pu аж 


2x gp E2705. gy (0+ -M e Bu 7) 
+» PG) QU sy 


as APOIO) uy 21-170 — 4 + 10) ad — be 
° Nem 38 — 3 + 299 S terra? 
Br 
а X07 29 зр _ 35% —20x + 4) 
2/1 55 


43 Шы + (e + 172) 2-2 + 

85 ad — bc 

2 lax + b)(ex + dj 

51 Aproximadamente 4.0208 53 0, 1, 2,е3 55 Сое, angulares são ambos zas + e 

забх) GOP [xf = [seriei tate 

59 lala + Sat в: SB GOTT 2 ° gn [sisi 

65 Seja f(x) = (1 + x?)*:entào /'(2) = 300 67 Sim A OF oi 
1 


Bos EA 
З 6x +1 MLER 


eed] 


š tangente: 4v — 


49 Coef. angular: 


ta omnia 


Conjunto de problemas 1 pág. 149 
1 f(1,4)= –0,04 «0, f(1,5) 2025 0 3 f(1)= -1«0. f(Q)=11>: $ * não 


é contínua em 2 7e= 9c=1 


P-10 


15 cs ls 17 f nào é diferenciável em 0 19 f nào é diferenciável em 1 
21 (a) Não é diferenciável em (a,b); (b) não é diferenciável em (a,b); (c) não é definida em [a Pk 


3 2 
(d) descontínua em a; (e) nào contínua em [a,5] m0 Mela NI 


4 " à 
29 c= 3 31 Conclusão: O teorema do valor médio pode ser deduzido do teorema de 
Rolle. 
a+b 


33 c= 


Conjunto de problemas 2 pág. 155 
4 


“VE 


1 0=32+4,а=6+4 3 0= 10+ 5 0= 


yu 


E pan y nhac Doado 7 (No. Ds= 7 mls.a =10m/s (No. 3) v=12mís 
a = 6mís' (No. 5) p = 2 ийй = B km/h° 9 ух) = 15: +a, 
f'()-30« U у) = 356 —46 +1, 790) = 1405—46 13 G(x) = 6x5. 
Gt)-39* 18 lens he 17 pi)=2x+3e = 
2-Qx5 19 f'iu)=42 -u) 2,1) =80—4J? — 21 f'()e (+ 177, 

1 736 


fü-(*)9^ zmr(p-l-eUsPQ)elr 250 m 7 


29 (а) x(x2 — 1) 8; (b) -(?—1) 2; () 3x2 NS? 31 + 33 (a) Quando 


ds dv E de 


dis 
t = 2; (b) a nunca é 0; (c) a nunca é 0 35 = ——-— 
® bn > dř ав ds 


37 (лух — 39 — senix 


Conjunto de problemas 3 pág. 165 
1 Crescente: (— ®, — 2] e [2, =) decrescente: [— 2,2] 3 Crescente: (— %, 0) e 
ГЄ, =°), decrescente: (0, V/6] 5 Crescente: [4, >), decrescente: (0,4] 7 Crescente: 


f 
[0,4), decrescente: (— =, 0] e [4, œ) 9 Concavidade para baixo: (- s ponto де 


TENEO š " 1 
inflexão: (5. del ; concavidade para cima: (5 " 11 Concavidade para cima em 


(— =, x), sem ponto de inflexão 13 Concavidade para baixo em (— =, 0) e (0. =, 
sem ponto de inflexão 


Figura, problema 1 Figura, problema 3 


Figura, problema 5 Figura, problema 7 
» 
E 
Figura, problema 9 Figura, problema 11 
y y 
x 
ш 9 
Figura, problema 13 Figura, problema 15 
15 Concavidade sempre para baixo para x 0 
17 (a) (i) crescente em la, b] e [c,d], (ii) decrescente em [b, c] e [d,e], (iii) 
nunca a concavidade é para cima, (iv) nunca a concavidade é para baixo, 
(v) não possui pontos de inflexão; (b) (i) crescente ет [b, c], [c, d] el d, e), 


(ii) nào decrescente em nenhum dos subintervalos dados, (iii) concavi- 
dade para cima em (c,d), (iv) concavidade para baixo em (a,b), (b.c), е 
(d,e), (v) pontos de inflexão em (c, f(c)) e (d, ftd)); (с) (i) crescente em[a b] 
€ [d.e], (1) decrescente em [5,c]; (iii) concavidade para cima em (c,d), (iv) 
concavidade para baixo em (a,b), (b,c) e (d,e), (v) pontos de inflexão em 
(c, fic) e (d, f(d)); (d) (i) crescente [c,e], (ii) decrescente em [a,b] e [b.c]. 
(iii) concavidade para cima em (5, c) e (c, d), (iv) concavidade para baixo 
em (a,b) e (d,e), (v) pontos de inflexão em (b, f(b)) e (d, f(d)). 

19 (a) crescente em (— x, 1] e[3, =); (b) decrescente em [1, 3]; (c) concavi- 
dade para cima em (2, =); (d) concavidade para baixo em (— =, 2): (e) 
ponto de inflexào em (2, 3). 

21 (a) crescente em [0, =); (b) decrescente em (— =, 0]; (c) concavidade рага 
cima em (— °, »); (d) A concavidade nunca é para baixo; (e) sem pontos 
de inflexão, 

23 (a) crescente em (— 2, — 8] e [0, v6]; (b) decrescente em[- x 8.0] e 
[V6,=]; (c) олор ЙЕ рага cima em (— \/7, \/7); (d) concavidade рага 
baixo em (— œ, — \/2) е (\/7, 00); (e) pontos de inflexão em (— x T. W e 
(М2, 20). 


25 (a) Crescente em (— =, — 1] e[ 1,0); (b) decrescente em[— 1.0) е‹0. I) 


Р-12 


concavidade para cima em (0, ): (d) concavidade para baixo em (— =, 0); 
(e) sem pontos de inflexào. 
: | 
2]: 
5 


3 з à 
(c) concavidade para cima em ( -®,— i ; (d) concavidade para baixo em ( 


27 (a) Crescente em 


6 
os|: (b) decrescente em (— », 0]; e 


е (0, e); (e) ponto de inflexão em I E 


29 (a) Crescente em [2, œ); (b) decrescente em (— 2, 2]; (c) a concavidade 
nunca é para cima; (d) concavidade para baixo em (— >, 2) e (2, =): (e) sem 
pontos de inflexào. 

31 (a) Crescente em [— 1, 1]: (b) decrescente em (— =, —1] e [1, э); (c) 
concavidade para cima em (— v3, 0) e (N/3, =); (d) concavidade para 


h^ 
baixoem(- =, – уЗ) e(0, уЗ); (e) pontos de inflexão em | —/3, — x). 


(0,0) e | У) 37 (а) Sim; (b) Não; (c) Sim 


in 


y 


| 
I 
1 
1 
' 
I 
I 
П 
1 
| 
1 
П 
1 
П 
П 
1 


Figara, problema 19 Figura, problema 21 
y y 
1 | 
To 1 
x 
—vê-v2 9| va vê 
Figura, problema 23 Figura, problema 25 


y 
£ I 
q 2 ° 


Figura, problema 27 Figura, problema 29 


газ 


Figura, problema 31 Figura, problema 41 


Conjunto de problemas 4 pág. 175 
1 (a) número crítico em 3: (b) máximo relativo em 3 3 (a) números críticos em — ` 
е 1: (b) máximo relativo em —— mínimo relativo em 1. 


5 (a) mínimo crítico em 1; (b) mínimo relativo em 1. 

7 (a) Número crítico em 0 e 1; (b) máximo relativo em 1. 

9 (a) nümero crítico em 1; (b) máximo relativo em 1 

5 


11 (a) nümero crítico em (b) г) = 2 > 0; portanto, máximo relativo em 


13 (a) Númeroscríticosem—1+ VT; (b) f"(-1— J/2) = 6/2 < 0; 


portanto, máximo relativoem —1,— VZ. (*(-1 + 4/2) = 6/2» 0; 
portanto, mínimo relativo em — 1 + ү. 
15 (a) Nümerocrítico em 1; (b)f" (1) = 27 0; portanto mínimo relativo em 1. 


17 (a) Números críticos + 5; (b) /"( + #75) = 8 > 0; portanto mínimos relativos em = x 
19 Máximo relativo em 1; mínimo relativo em 2 21а=-3,Ь=5 23p=1 


Figura, problema 1 Figura, problema 3 


Figura, problema 5 Figura, problema 7 


Figura, problema 9 Figura, problema 11 


y 
o 1 Es 
Figura, problema 13 Figura, problema 15 
» 
@ 1 2 > 
Figura, problema 17 Figura, problema 19 


Conjunto de problemas 5 pág. 180 
1 Máximo absoluto de 2 em —1, mí 
3 Máximo absoluto de 4 em 1, mi 


о absoluto de —4 em 2. 


imo absoluto de 0 em —2 e 2. 
7 Máximo absoluto de 15 em 5, mínimo absoluto de —4 em —6. 
9 Sem máximo e mínimo absoluto 
11 Máximo absoluto de 5*? em 3, mínimo absoluto de 0 em —2. 
13 Decrescente em (— >, 2] е[1, =), crescente em[-2, 1]: (b) concavidade 


1 r М 1 
рага сіта ет Е _ j concavidade para baixo em (- po): 
(c) máximo relativo em I, mínimo relativo em — 2; (d) sem extremos absolu- 
tos; (e) ponto de inflexào em (- a ) 


/2 


15 (a) Crescente em 


) decrescente em [^ E 2! 


я 
v 


(b) concavidade para cima em (2-4 e ( 


1-6,-4) 


Figura, problems * 


y Г 


Figura, problema 7 Figura, problema 9 Figura, problema 11 


/6 Sb 
concavidade para baixo em (-® ES (c) mínimo relativo em +- 


das " МР 1 7 2 
máximo relativo em 0; (d) sem máximo absoluto. mínimo absoluto de 4 em +5 


6 67 (У 6 67 
6736] ° Ves J 
17 (a) Crescente em (— o, 0] e[4, 00), decrescente em[0, 4]; (b) concavidade 
para cima em (3, ©), concavidade para baixo em (— ©, 3); (c) máximo 
relativo em 0, mínimo relativo em 4; (d) sem extremo absoluto; (e) ponto 
de inflexão em (3, —648). 
19 (a) Crescente em [—3, 3], decrescente em (— x, — 3] e [3, 2); (b) concavi- 
dade para baixo em (— =, — 27) e (0, VZT), concavidade para cima 
em(— \/27, 0) e (W27, =); (c) máximo relativo em 3, mínimo relativo 


(e) pontos de inflexão em ( x 


1 - 1 
em —3; (d) máximo absoluto de 3 em 3, mínimo absoluto de —- em 


55 P 
—3; (e) pontos de inflexio em [^ JA - x) (0.0), e (v >. 


21 (a) Crescente em [—3, — 1] e[1, =), decrescente em (— ©, —3] e[— 1, 1]: 


concavidade para baixo em E (c) máximo rela: em - 


mínimo relativo em —3 e 1; (d) mínimo absoluto de 0 em —3 e 1, sem máximo гаша 
-3-2/36 -3 42/3 64 
ontos de inflexão [232,2 маж e 
(e) pontos de inflexão 3 3 e 3 9 


23 (a) Decrescente em (— =, 1], crescente em [1, >); (b) concavidade рага 
baixo em (— х, 1) e (1, =); (c) mínimo relativo em 1; (d) mínimo absoluto 
de 2 em 1, sem máximo absoluto; (e) sem pontos de inflexào 


fha 
of 


| шә әпәэвәлзәр (e E - 3[I— = —) шә əljuə3sə1Ə (e) 67 


(0 *1) шә ogxayur 


ap ojuod (ә) :soin]osqe sourə.nxə was (p) E шә Oanes oum (3) 
1 


(г) шә OXIRQ v1ed opepiAe2uoo “(ce *[) a Ë »-) шә ешо елед әреріл 
= E: | 


-e2u03 e(t) ə (Es шә UHS * 


) шә əluə3sə19əq (e) ¿Z 


71 

£/t*8. A ^t -8 

ERI) " [S шә овхәрш ap sojuod (ә) 
pito y 


i^ -1-шә А = epoinjosqe ошшш *; — uo 
EA -i i^ poinjosqr ошшш ZA +1 y 
ap oinjosqe owxew (p) ‘zA — | — шә oAne[ar ошшш “ZA + [— шә 
олцејәз ошіхеш (2) (EA “CA —)Ə (g— ‘о —) шә oxreq pred apeprav2uos 
(x £A) a (EA — “є—) шә euro med opepraeouoo (q) “(os ZA + [—] 
[z^ —1— 2 —) шә әмшәэвәлззәр*[2/\ +I— 'Z/^ —*| —JuəaluəjssəiƏ (е) sz 


EZ muajqoad ‘vandig Ig muojqoad pans 


4 


61 vuajgodd ‘vandig ZI vuajqoad ‘vandig 


í 4 


c] muoqqoad *vansiq El muajqoad *vansi4 


91-а 


concavidade para cima em ((-2 —3 V2)/14,0) e (—2 +3 ү2/14, =), 
concavidade para baixo em (— =, (-2 —3 2/14) e (0, (-2 +3 v/2)/14): 


(O máximo relativo em — I, mínimo relativo em — Z; (d) sem extremos 
absolutos; (e) pontos de inflexão em ((—2 — 3VD)/14 (2 — 3/2/14) 
(—0.45, —0,23), (0,0) e ((-2 + 3/2/14, (72 + 3/2)14)) = (0,16, 0,73) 


31 (a) Decrescente em (— =, 0], crescente em [0, =); (b) concavidade 
рага cima em (— \/14, V 14), concavidade para baixo em (— > yT4) e 
E A 1 
(VTA, =): (c) mínimo relativo em 0; (d) mínimo absoluto de 5°т 0; (e) 


pontos de inflexão em (- VTA, f(- VTA) = (3,74, 3,54) e (VTA, 
AVID) = (3,74, 3,54) 


y 
E 
4 х 
Figura, problema 25 Figura, problema 27 


Figura, problema 29 Figura, problema 31 


Conjunto de problemas 6 pág. 185 
1 10pori0 3 12por12 5 375por375 7 300 por450 9 20 11 Spori0 


8 h 8 h ч 
=й J w == h=16.7=3. 2 
13 20 15 h x P Я 17 h Zt 3 19 16.r Ж 
Conjunto de problemas 7 pág. 192 
1 IPT|=2 km iB uas Tm=1 9 15,2 metros 
4 4 3 
160008 13 (а) 80; (b)x = 30 15 200 tons 17 30 19 4 23 5 amos 
9/3 El 
Conjunto de problemas 8 pág. 198 
9x y? —2ху—2х 


+ “2-23 


P-18 


ü _2y/x yy MENE Vx yt -y 
2x / y + x /x Aral y xÁ +х +y- yny 
bi 44 у= = жанв e mW 95 dada 
x x 3 
32x E 2-1 5х—6 -х+ + 
27 = 29 ar É 3 у= 35 y= У* + 
y 6x Sy 2x mE y 2 
CENGEL x4l 
e у= A uu ы у= 515 39 у= 5 е yo - 
35 


2 


4l y—1-4/3x 25 43 Todo ponto do gráfico de f está no gráfico se 


-rh 
—— lh- "d Coef. angular = -2 49 772 
4/16 Ыы PE 
Conjunto de problemas 9 pág. 203 À 
1 Ema = —0,24 3 —001224z = —0,038 5 (a) — 12,000 cm?/min: 
x 
3 18 40 
(b) -2400cm^/mia 7-2 29,54 mph 9 (a) m/s; (b) ms 
5085 Hu " 
п (023) 3 =121 ms 13 —(4x) (12) 22002) = -006 m/min 15 $ emimin 
—-268 . 0,049 m/min 19 480cm min 21 -L < 0,02 m/min 
17507 M 187 
23 É доні 25 - A d 108 graus C/min 27 DO ia 
Ше 0,93 3 
3 3613 
29 — ~ $0,01 /alqueire/dia 31 2922 s 0,397 em 


400 9100 


Conjunto de problemas de revisão pág. 205 
1 (a) f(1,7) < 0, f(1,8) > 0; (b) (1) < 0,/Q) > 0; (c) A0) > 0, f(1) < 0 (a raiz 


entre 0е 2 está entre0e 1) — 3 @)e=2: (b)e=1:; Qe (d)e- 
(2 — 1); Qe- Rc 8 (je 3 (ema (emt: ауа 
— O gai) gem === 1 Ji- s= үл ®%=х<е<! 


11 (a) —16; (5)31; (c) —7; (d) —10; (е) 132; 0-2 


15 (a)f'(x) = 3x [x], f'(x) = 6|x|; (b) f'(x) = 3x2 sex = Lef"(x) = 3sex > f(x) 
= 6x sex < l,f"(x) = 0 sex > 1, f"(1) nào existe 
17 (a) crescente em (— «, — 2]e [0, 00), decrescente em [— 2,0]; (b) crescente 


em(- c, -3]e[— 1, =), decrescente em [-3, — 1]; (c) crescente em Si —© 


ele 


(e) crescente em (—, 0] e em (0, 2); (f) decrescente 


4 
€ [4, «), decrescente em Ea) (d) crescente em (- 90, 


decrescenteem | фа): (o. hl 


em (=, 0), [0, 1], e (2, =), crescente em [1, 2] 19 (a): 


12t — 6t, a= 12 


(b) e = 24:2 — 96t + 72, а = 48t — 96; (с) с = 128t — 648, a = 128 — 192: 
23 Concavidade para baixo em (— c, 2), concavidade para cima em (2. = 
25 Concavidade para baixo em (— =, —3) е (0, 3) concavidade para сіта em 


(-3,0) e (3, x). 
27 Concavidade para cima em (- 5) concavidade para baixo em | - | ғ = 
2 167 
29 (a) (22). (b)(-1.—5) е (1,5); of- (d)(7 3.18 
3 4 

ө(--=3) e Li) eti 

p 34 27 
(g) (-2 — 3, 13168 + 4/3). (72-9 3, (14 VIVE — 4 
35 (a) 1 e 2; (b) máximo relativo em 1, mínimo relativo em 2. 
37 (a) 1 e 2; (b) mínimo relativo em —2 
39 (a) 0; (b) máximo relativo em 0 


41 (a) 0; (b) minimo relativo em 0 

43 Máximo absoluto de 5 em 1 e 4, mínimo absoluto de 1 em 0 e 3. 
45 Mínimo absoluto de —8 em — 1, máximo absoluto de 1 em 2 

47 Sem extremos absolutos 


3 3 
49 Decrescente em (- ei. crescente em 3 


E ) ; (b) Concavidade para 
cima em (— oo, 0) е (1, ©), concavidade para baixo em (0, 1); (c) mínimo 


absoluto de E em E (d) pontos de inflexão em (0, 1) e (1, 0) 


B Momm fo 


(b) concavidade para cima em (— %, 0) concavidade para Th em (0,2); 


51 (a) Decrescente em I Gh 


(c) mínimo relativo em — 


máximo relativoem | |^; (d) ponto de in- 
y3 y3 
flexáo em (0, 5). 
53 (a) Decrescente em (- »,—1— y 2] e[-1+ VZ,%), crescente em[-1— 
V2, —1+ V2]; (b) concavidade para cima em (-2 — V3, -2-- V3) е(1, 
æ) concavidade para baixo em (— <, —2— V3)e(-2+ 3, I); (c) mínimo 
relativo em —1 — 3/2, máximo relativo em —1 + ; 


(d) pontos de inflexão (-2 — ./3,(— 1 — ,/3)(8 + 4./3)), 


es k h 
(728.5 71 Sy 43), е (L1) — 593 unidades 63 2-2 6i e 
r 


69 (a) Um quadrado 5 vZ por 5 vZ; (b) base ғ V2, altura —; (с) um 
quadrado 5 por 5; (d) base 6, altura 8 2 


a зз? Es 
тї @)2: (Quis — 73 = 75 |BC|= = 
з, 3x 1 2 
81 D,y-— go DEI = a 83 D.y= ny (x a9) 
р? 1 ( E се —— 1 — 85 Tangente:2x + 5y = 16, 
=- os es М | di 
A WEE | >. (eru OS 


normal: 5х — 2у = 11 — 87 Tangente: y + 2x = 6, normal: 2y- x —2 89 (a)— 


2 49 
()-3 «= mph 9з mis 
5 2 


y 


Capítulo 4 Conjunto de problemas 1 pág. 217 
01x 4(y-2p29 3 (1-3 +(p-4P=25 5 (x-1P+y=16 


7(hk)-(-L2,r-3 9 (hk)=(-1,-2)r=1 m 9 = (ta) 


13 (дк) = (-Ыез 15 (x-2 + (y-10)=106 17 (+4) +y?=17 
е (x-4f« 19 (x—1y-(y4 79-49 21 (x—-5y -(y-4P-4 e 
(x—1y + (3-4 3 (а) (1,2); (5) (71, =1); (e) (4-5); (d) (2, — 4); 
(e)(6.3): (0(7.—2) 25 (a) 6. (b) (6.0); (c) (0.2); (9) (3 + /2, — 4): 

T 5 


()8.-2- 5) (400) 27 h==¿¿k=¿ 29 Tangenteix — 2y = 8, normal 


2x-v—1 31 Tangentey— 2 normal: x —3.— 33 (a)(x + 2 (y — 4p = 20 
35 Simétrico em relação à origem e qualquer linha reta por O 
37 Sim, a distáncia entre os centros é menor que a soma dos raios. 


Conjunto de problemas 2 pág. 224 


a | b | Focos | Vértices 
1 412]| (-2/20)(2/2,0) | (—4,0) (4,0) (0,2), (0, —2) 
з 4|2| (0,-2/2)(0,2/2) (2,0), (2,0), (0,4). (0, —4) 
5 4 | 1 | (-/150,(/150) | (—4.0) (4,0), (0,1), (0, — 1) 
2 1 £ 1 $ 2 1 1 
+ & 3 a 7) (59) (5.9) (55) (0-5) 
IA x gt. 2 лу? 
Faua Wee L dB Lex 
Centros | Vértices | Focos 
15 (0-2) | (-2,-2),(4,-2), (1,0) (1,4) | (1— 5, -2) (1+ 4/5, -2) 
17 (-30) | (—3,—6),(—3,6) (—6,0), (0.0) | (-3,-3/3,(-3,3,3) 
19 (-30) | (-3-4/2,0) (-3 + 2,0), (—4,0), (-2,0) 
(73.1), ie 3,-1) 
21 (-53) | (-5-4/103) (-5+10,3) | (-5- 63) (-5 + ‚/6,3) 
(5,5), (-5,1) 
23 hm tesi asas pb 
25 16 
29 са —1 — 31 Tangente:4y + x = 25, normal: 4x — y = 32 


7 


b 
33 Tangente: x + бу = 15, normal: 6x — y — 16 35 [s| = 


p 
4 + 
16 


9 
D 37 (b) unidades 
43 2ab — 45 [—2a + 26 = 60 + 40/2, 2e = 40/2 


-1 51 Tende a um círculo de raio p com centro (0, p). 


Conjunto de problemas 3 pág. 232 
1 Vértice (0,0), foco (1,0), diretriz x = —1,latus rectum 4 3 Vértice (0,0), foco 


j FD 3 
(0.4) diretriz y= = į latus rectumi 5 Vértice (0,0), foco (o. -i diretriz у=, 


latus rectum 9 Ty= x° 


x-5) 19 (5+5 = 2+6) 2 бз ={х+)) 


y+1,P =8x% 


у= 3,2 = 572 27 Tangente: 
x+y= 22. normal x — y— 6 29 Tangente: y — х = 3, normal: x +y = —9 

9 ; 
31 Tangente:x =>. normal: y=1 33 (1,5) 35 (—15) 37 Altura: 8 unidades. 


base: 4 unidades 39 Fora do centro, comprimentos 4, 10, 28, 58 metros. 


2 6 

41 (a) f(a) ^ +2р; (b)limf(a)=2p — 43 —— unid./s 

4p n y2 

47 Duas parábolas quaisquer são semelhantes se a “maior” pode ser obtida 
da "menor" por uma extrapolação 


Conjunto de problemas 4 pág. 239 


eme 


Vértices Focos Assíntotas 
1 (-3,0) (3,0) (-4/13,0, (13,0) | у= +25 
3  (0,—4) (0.4) (0, —2,/5), (0,2,/5) | у= +2x 
5 (—40)(40) (724/50) (2/50) | у= ij 
E 
- =. = рен йй 
т @-\/10)(@у/10) | (0,—./46), (0/46) | y= 
gis i ayp 
=== и —— wl 
16 20 А 16 25 
S Y. 
Centros Vértices Focos Assíntotas 
13 (1-3) (-2,-2) (4-2) | (1/13, 2), 


(1 713.2) 


15. (-A-0 | EAS) | (21 41) 
31) 


17 (4-1) (0, —1) (4,1) 


19 (-4,-2) | (24,1), (-4.—5] 


ENG. AMB 


P-22 


(4) qa 


w+ 49-3 | 


21 1: i 

e 8 Gg 3 

AE eco 
[m > =1 23 Tangente:4y + 5x = —9, normal: 5y — 4x = 40 
1 4 y 
25 Tangente: y =—2x, normal: y= x — 27 (a) = Ë 
qe 

m 3) (eel pap 

(b) es = =Ï; (е) ç ^o. cl келар 


х: е К 30H _ b 
31 3-x-2,y—y41 33 8 unid/s 35 7 unidades 37 lim m=" 


1 41 Tende рага a interseção das assíntotas 


Conjunto de problemas 5 pág. 247 


— 2): y? 2 
= E p n n q 59 
5 4 
9 
5 
25 
mo 
ix 24 
тт 6) 62% (6) @ 4/32 64/53 G 0) (0 Dix o3 T pa s= 
UM 
24 1 1 = п" EN 
e ө! fe 19 (0): (0)2b=a/5 B pa уча у= 


y 
a? 33 а 
krome ED 25 Dix AE 
с Jug 


27 A elipse “diminui” e torna-se mais circular, 


Conjunto de problemas de revisáo pág. 248 

1-2) +(y-IP=41 з (=d+ (y 25 5 (x-TP yu 65 

7 (x — 13)? + (y + 13)? = 1690u (x — 73) + (y + 73)? = 5329 

9x +y? —x+3y-10=0 И (a) Tangente:4y + 3x + 25 = 0, normal: 3y —4x =0 


“E gs o à 
Y al: y = bod =1 — — = * 
(b)tangente: x = 7, normal: y = 1 13 >s t 16 15 16 64 1 
(s-5y 
17 35 
Centros Vértices Focos | ë | Diretrizes 
А З 
19 (0,0) (0,24/3), (0, 2/3), (0,2), (0, —2) E y- #6 
(22,0) (-2,/2,0) 
25 
ий (ii | (&1,(-61) 6.1} (75.1) $ edt 
(-14.(-1,-2) 
5 30 + 184/5 
3 (-46) | (4.12), (-4,0), (74.6 24/5) X p= 


{—8,6), (0.6) 


Capítulo 5 


Centros | Vértices | Focos | e | Assíntotas 
ë 5 j ral 1 
зз (00) | (6/20) (6,5,0) (8/50) C4 /5)| ym 1х 
5 1 
s 1139 Ese Laa En, УР y-3-£562 
(-2-2/53) 
9 ns 5 
зә (1.3) (56) [i557] КА 
A 
5 
584 V 
рени] 
CUN 
41 Tangente: 8y — 3x + 1 = 0, normal: 3y +8x—27=0 43 —Sunidis 


1 
45 y =-18x d4Py-3-;(6-2) 49 x +y = 10x 
190 220 , 340 430 
„4 oo OM La 
53 (2,4) 55207. 7, T TS ер 


Conjunto de problemas 1 pág. 255 


1 (a)0,63; (b)0,6; (c)003 3 (а) —192; (b) — 16; 


p- ШР 
мо 3х2 


15 10,05 17 203 


()0015 7 (4+ 3х2) dx 


— 9x? — 
B 9x? — 4x +21 dx 


23x Mx? + 7)? 
23 xdx+ydy=0 25 9x dx — 16ydy = 0 
29 (6x? — 4y? + y) dx + (15y? — 8xy + x) dy = 0 


27x 


51 8./3 por 4 


(c) - 032 


11 3(x 3) (x — 3)? dx 


19 031 21 02025 


dx + y 23 dy=0 


31 [9x (x + y — 1] dx + [?(x + yy? — l]dy- 0.— 33 106ст% 35 бет? 
37 021m? 39 441ст? 41 -4% 
Conjunto de problemas 2 pág. 263 
lg()-02x'-6x i= f() ^3 O 32 Se j C 
t 4з sg х% e uM ү 
= — Z M CM EE de 5 AE cue ë 
2 š 6x + é 3 + > x +€ 9 d ¿FE 
ij Cd жай ue B 2х ore ag EAE 4 
7 3 20 
(4х? + 1522 3 1 
AA E Isa Bes Lig ás a 
— D +1%+с E E 
SB Arrume D ET, 
TAS T 15 s СГ сл тти 
2 10 
aso De ss 
m «c 


5 (a)0,18; or 


Р.24 


эз $e +1P2-20+1)2 ec 35 3e JP ng-x + C 


эт losa. 5 Ge + 50 + C 


2 


юк 


1 
sü+ 4)" — E (t 4P? + 32t +4)U2 + C 

2 [las qmm paa lg. pan 
4 p | [507 D? «S6x- D es (5 IP ec 


2: 
43 Faça f) = аб) =x. 45 у(х) = > 
I +> 
Conjunto de problemas 3 pág. 271 
7 
lyex.xtx4C 3 у= ese + 106 +C 5 m 


3 1 
a K. s. dig 


13 a v.c 15 y- 


m 
E ETT 17 15(y* + 7PP = 4x2 + C 
Hx IC ° ) 


(1— ey 


1 


19 20x- 4x"? = 52-80 21 W= E 23 у= 
ае og? 9 
зза + +6 25 у= a + 5? + Сах G, 27 у= 


T usd 2 
NE E 31 y= enel 


s 2 
3 у=х®+2х-3 35 у= at cioe eee - вах DE 37 w= = 


3 
39 cae 41 19m 43 (а) 4,965; (b)IS&G m 45 (a)2,83 s; 
(b) 80,62 m/s 47 vo > 5 + 16,/5 = 40,78 m/s 

Conjunto de problemas 4 pág. 280 


3 13 2x 3 
не + ® Ыс ә 524mkg 7 y М2 eres 
7м 
bla +b) 


i 2 
12x — 16/5 + 160; (b) P —9x +16/x—160 19 $3300 21 (a) к= 135 Ts 


9 500 m-kg 11 20000ergs 13 2400 cm-kg 15 17 (a)C = 


2 
(b) P =9,5х — a — 100: (c) $825/més 23 Quando s é negativo, F puxa para cima. 


E ws 
29 ed 31 s (983/21) y 
ms Zym 


2 
25 y. 2 o=- 


t 1 
im r= 0 W=--— 
E a r 10 


Conjunto de problemas 5 pág. 285 


18 34 54 22 9»? H 625 s% 15 8/3 йт 


2 
19 8/6 


pus 


Conjunto de problemas 6 pág. 292 


2 3 
122 3% 54 1[ (ea 
2 2 dg 
T1 ft 
nj о-х)а 12|| (9-х 
jd ad 
128 4 9 
yT D 5.4/2 43 235 25 8 
95 7 27 
MOT Mw э MF 


Conjunto de problemas de revisão pág. 293 
1 Ay = 0,0401, dy = 0,04, Ay — dy = 0,0001 3 Ay = 0242408, dy = 0,24, 
2x! +2x— 10 

(х + 1)? 


11 200m? 13 3x? Ax unidades cúbicas 15 2,0125 


Ay— dy = 0002408 5 4у= (3х? – 1) 4х 7 dy= 
dy 
dx 


$i we 
17 PS eec 19 GU" +c 21 alto re 


3 


5 
-— 
QW. 


5 2 14 
25 > (x° + 135 ml sn — "nac 
54 € б + y^-c TO) эт к + 


29 Zo gn-Pe рес MPAA O 3 ал202. 


4 2 m 
35 Se С эт ET eese, sims 


1 X 8 1 
41 10 + x2)!t + 65] ps La 5р2 
piretro eux tm 


x|x| 


49 1000 cm-kg 51 3/08 m/s? 


|х— Е 
re-ni- akl 


;Mm 
ab 
(b) C = 3x + 200; (c) 125.000; (d) 50.000; (e)$4 61 š 


53 (a)2 s; (b)160m/s 55 83.437,5cm-kg 57 


dinas 59 (a) R = 


2 


` 50.000 
65 26 67 —12 69 10 T b-a 73 5 75 


F ME i A 
al Li 9900-0 181 I6 eum = 
2125 3 5 


Capítulo 6 — Conjunto de problemas 1 pág. 303 


5 17 йй 
1 48 Ww s I 
3 © 7 "OM m : 

às (090801) рр (нн) SL l 299, 1. Ml 

M 6 3” 6000000 ETT] 
pi 29 f, 3000 

3 7 60000000 ^ ^ < 3 600000000 
Conjunto de problemas 2 pág. 310 
1 E s 5 Existe 7 Existe 9 Náoexiste 11 Euse m. 
п 

515 7— 108 ат 


P-26 


Conjunto de problemas 3 pág. 320 


ea 4 
16490 3(1442-4/3025) 520 735 9 n H 12 
13 3 152 17Sim 19 Assegura 25 8 276 
A B 
29 305 252), (b +a) +G з6 22 39 
40 4 lug. 45 i0 -a) 
Conjunto de problemas 4 pág. 327 
ii ml 5 |х| 744744 9 (tosa по 
14x? 
13 3(135х° +1) 15 8(8xX-1)5 17 /-x+2 
у 23 5 83 16 
19 6хУ(3х# +27 + 17 – $ nu 5% mun M7 
5 4 = ч 1 50 " 
Ma Bd 364-5 3 PU) эз 1143 
3 2 
= E sex «0 
4535 дув al sas ss gx) =: Š % 
lã 8 eq T Я sex > 0 
3'3 


-3x—3 se -3«x«-2 
2x-1 se -2<x<-1 
se-1<x<0 
seüzx«l 
Sel<x<2 


Se2<x<3 


1 (je 524; (b) e= P; = 5 


63 Cr$ 1860,00 


Conjunto de problemas 5 pág. 337 
1 0,783 3 1,107 5 0925 7 2,050 9 0,448 п x 13 Cada 


trapezóide está contido na regiào abaixo da curva. 15 1,567 17 0,909 
19 4671 21 3653 23 п=4 25 308 


Conjunto de problemas 6 pág. 343 


4 1 2 3 11 11 5 25. 9 
13 9*g SE 77 $125 A =>) е [> өз 


13 (b)(2,-8) e (-2, 


(1.1) (35 19 AE (3,1); ( 9 21 (b) (—1.—1) (0,0), е 


(c)! 23 (b)(—1.1) (0.0) e (1,1); es 25 (b)(2.2) e (2,-2); o4 
27 (b)(—1,-1) (0,0), е (1.1); © 2915 3 ds 33 = 

344 130 77 73 7 
uud уа SE 


32 4 
-8); E 15 (b)(0,0) e (2,2); (95 17 (b) (4, 


4) е 


(1.1) 


Capstulo 7 


PN 


Conjunto de problemas de revisão pág. 344 
163 А 
19 549 mir и 1) 2 401.1) ө 100100 и" 
60. 6 n+1 
д 21 З E "MT 
Ba 15% т Existe 19 Nào existe 21 Nào existe 23 34 
1 
зм 29-30 мз 33-14 39 (a)2; (Ь)2; (c) — sen é par, Osen 
A 
E 
impar 4l (4х + 199 — 43 (x! 4 $13)" 45 -— — 470 
NE 
2 UN NETT зї? 16 1 
49 оа 51 62 +1) 1JU00 e) - apre 3 + 1) 53 (a) 0: b) 
s 3 
4 5 š . 16 
55 2 59 59 52 61 5 63 9 65 з 67 Falso 69 Falso 


тї Verdade 73 Falso 75 7012 77 68268 79 3307 81 5,892 
3 9 39 
83 (b)(0,0) e (22); (Q1 85 (5) e (- >) (c) 18/ 
N b. v2 
11 84 . 105 
Tat 


87 (0,18) е (1.2): ex зө (m1) e ( 


91 (6) (0,4) e (4—12); (c) B 


(-3-3, e (3,-3& (c)30 95 


Conjunto de problemas 1 pág. 357 


2196 80; 20; š: PRT 
a x centímetros cúbicos 3 T unidades cúbicas 5 * unidades cúbicas 


96 Р 64 К T 384; x 
7 E r unidades cúbicas 9 “ z unidades cábicas И = unidades cúbicas 


3 T 99 a m 
13 dia unidades cúbicas 15 7 unidades cúbicas 17 ^r unidades cúbicas 


64 j 1024 29 à РЯ 
19 4" unidades cúbicas 21 ds * unidades cübicas 23 m unidades cúbicas 
27 y TY 288 "is А РР 
25 2" unidades cúbicas 27 ^. 7 unidades cúbicas 29 247 unidades cúbicas 
" T" 768 š 
31 Sr unidades cúbicas 33 7 unidades cúbicas 


Conjunto de problemas 2 pág. 361 


"N 38e 1022 8192 29 4 
ERES wies š 


16 h 512 
15:18 uta лә 27 
3 3 3 


Conjunto de problemas 3 pág. 367 


1 M4cm* 3 lü3em* 5 9 7m 
4347 4 > 
ж 13643 15 mer 17 са 19 ^ ac 
5120 3 8 3 
Conjunto de problemas 4 pág. 376 
l ans E 53 n 39 2 
I 7 (402°? — 8) 3ayl+m 5 Е 7 3 9 m 1 13 


P-28 


E je pa x IG 
15 (УСРР vd 17 E 2 gasto 


23 == 25 (57782-1) 27 292406 31 (а) 23602; (b) + > 


Conjunto de problemas 5 pág. 381 
1 5.000 — x 
a)y= a 055 (v — 400): (b) 8266,67; (c)8266,67 3 y= [000 X. 315 50 
1 (a)y = уру — 400°; (b) 26667; (с) › 


5 4320 7 33,63 tons 9 0,00075 cm*/s 


Conjunto de problemas 6 pág. 386 

1 E X kg 3 (a) 5096 dinas; (Ь) 509.600 ergs 5 Sim a força é constante. 

7 20898л kg-metros 9 2,77088 x 10* јошез — 11 8.8688 m x kg 13 1,99m x kg 
15 42847kg-metros 17 (a) 26.400.000 m x kg; (b)94285.714 m x kg 19 xm 

21 1488 kg — 23 67392 kg 25 540000kg 27 1482624 kg 29 135.18164ke 


Conjunto de problemas de revisão pág. 388 


96 1 60 281 z 
¡e «78 $ ж m m 9 6r em? 13 14413 
o nB'A 8 
17 EGG cilindro tem o dobro do volume 49 $ 
z 686 8 008. og 
nado sh ms E Ls 1) 29 36/51) 


E mada е 2 = ° > 
за 37 (17/85 - 16/10) 38 ¿(10/10—3/3) — 37 35 


z 
dq 4e 43 
аа? — x2) 2 


(125 — 134/13) 


51 8674/37 - 1) 53 5214 85 CrS13.066.67 57 21,55% 


EE Guá A 
59 ex^ + отха 61 135kgm 63 3927363,64 cm x kg 


65 AK = —10000 cm x kg; AV = 10.000 em x kg 67 269568 kg 


Capítulo 8 Conjunto de problemas 1 pág. 396 


1.3 30 5 (a) todos os reais exceto 7, n = +1, +3, +5, +7,...; (b) nenhum 


7 (a) Todos os reais exceto O e nmn= +1, 43, ES. £7,..; (b) henhum 9 (a) Todos 


os reais exceto E, i= 21, +3, +5, +7,..: (b)nenhum — 11 (8) Todos os reais; 


(b)nenhum 13 6 15 HI 19 1 21-1 23 2 


25 senl' =0/01745 27 (b)cos 1° =0,9998 


Conjunto de problemas 2 pág. 401 
1 35 соз Tx 3 48xcos6x? 5 


7 12 sen? 3t cos 3r 


Р-29 


—Ssen 5х cos x + cos 5x cos x + 5ѕепхѕеп5х 
9 -cosxsen(senx) 11 — —— 13 7 
2, /cos 5x (1 + cos 5x) 
15 70 sec 2t tan 2t — 54 esc 2t cot 2t 17 — 15t“ esc? (3°) 
% —u cse Ju? + 1 со! yu? +1 n segs tan 5х 33 8 
EST 
Ji +1 24/1 + sec 5x 


25 52sec? 13s tan 135 27 x? лап“ 2x (10x sec? 2x + 3 tan 2x) 


sec 5x — 10x sec 5x +2 
yy PES IA ay P e 
(1 + sec 5x) 3 
3 sec? 3t (2t tan 3e— 1 
35 x ) 35 t0x sec? 5x2 соз (tan 5x?) 37 —77sen11x, 


—847cosllx 39 —20secóxtan 5x, — 100 sec 5x (sec? 5x ++ tan? 5x) 
41 60 tan? 4x sec? 4x, 480 tan 4x sec? 4x (tan? 4x + sec? 4x) 


— osc 3x (1 + Зх cot Зх) esc 3x (9x? esc? 3x + 9x? cot? 3x + бх cot 3x + 2) 


ge x 


43 


1 x =1 
i Eur 


1 [ x ( x 
+ 2 cos 47 а 
pet) cos (5) Para x + 0, 
1 X 
Го) = P senl- x? cos 1: 700) 0. 49 Não existe 


2 cos (2x + y) y Sen x cos x cos x 


1 — cos (2x + y) x Sen y cos y 9 + (sen х)? 
59 sec x tan x (1 + sec? x)??? 


Conjunto de problemas 3 pág. 405 


жыр л a 3a $ £ 
1 Máximo em x = LI. eu mínimo em x RS é x= "i concavidade para cima 


em Ë.) e Gu: concavidade para baixo em (05) e (3. pontos de 


inflexão em E). (т,0)е Go) 3 Máximo em x = 0, x = тех = 2%; mínimo em 
7 " 
х= ех ==. concavidade para cima em 63) aw, concavidade 
4 п Зп 5n Š = mi (Зл & 1 
para baixo em (05) e Е), pontos de inflexão em E3) ( n 3) 45 


e E3 5 Máximo em x = 27; mínimo em x = 0; concavidade para cima em (z. 2m) è 


concavidade para baixo em (0, z); ponto de inflexão em (m, т) 7 Máximo em x = =. 


3 A 
concavidade para cima em (05) e E n]. concavidade para baixo em 


sem pontos de inflexão 9 18cm 
т 
5 E J” -5 a 
ey 2 
Y ed ла 153 17 10f 192 


E: 
za fr Sa 52 


P-30 


X é 
23 SC radiano/s 25 Toms 27 228 radianos/h 


Conjunto de problemas 4 pág. 409 
3 
| —2cosx+3senx+C 3 -2 sos 35x + C 5 gien(8x — 1) C 


—cot 3x 


дЕ 


1 1 = 
9 ni C П secx tan x + C 13 5 sec Qx + D+c 


x 1 1 
15 —5secz C 17 sen +ë 3 — — eG gi E 
5 —Ssec +C sen (senx) +С sr =s od 

Si 


1 i š 4 
XOT 25 —sec? 3x 27 — 10x* + C 29 - 3 
iaa” 5 ¿sec Fe 1g Ох + 9 5 š 


2 413 a! 45 2 
3 6 


sen? x 1 —m š r 1 
47 (4)—,— + C (b) — 4 cos 2x + С; (с) as respostas são idênticas, pois sen? x = 


33 2(/3 - 1) as 10-43 37? — do 


Conjunto de problemas 5 pág. 415 


z л 3л 2л 2n 
1 - 1 5 = 17 = 
3 d ME 35 ES 
3 5 uS 
EV м5, МЭ, 
ы 3 27-246 29 (а); (77s 
s SOS „Ж 24 24 Š 10: / 
ey «Ms e x 5 937 wi S d XE ri 


49 Sim, x = 092839486 


Conjunto de problemas 6 pág. 420 


1 3 3 5 а 3 m 
Ja - 9x 25 + x? 1 tt + 62 + 10 ES 
u 
u — 15 0 — + 2xcos” 13x 
RR 9d 
n 2 


19 — 5 
xx? + 25) 


3 
31 yen-2xparaü < x «^; y= Üparaz «x < m; y= 2x —2лрагал < x < gi) = Opara 


¿man T ы E Be . 
Sxs2 33 13348 metros 35 —угайапотї 37 тво radianojs 


Conjunto de problemas 7 pág. 423 
Ae 1 1 

1 sen ¿FE 3 аа 5 узе! J cani ec 

4: 


5 +Ç 13 sect 


aso di Dei 
6 3 pm 


| 
xj ^ 
gp 15 — 


- " 
ied 4 se [© )+c 33 qua! (5) е 25 2tan be 


1 T > b: 
Yoi(anc6-uncA/5) 29 3ün 2-7 з pem (5) gat 


Capítulo 9 


P-31 


33 2x = 35 unidades cúbicas 


Conjunto de problemas de revisão pág. 424 
19 
18 35 5 (1 +2x) cos (x + х2) 7 (—sent)cos (cos t) 


9 [-sen(x + ѕепх)](1 +cosx) 11 —15cot? (tan 5и) csc? (tan Su) sec? Su 


y 380 Sx(Sx tan $x — 1) jg 178217 -3x 
xt 2, /tan 17t S[cos (х? + 1)]j /— x — 2x3 
=: —8x(cot^ ! х2) -2 4 cot! (t? + 1) 
19 cOutan^!&w^ 21 - 
1+u 14x* P(t 28 +2) б 
1—(an-'xy]* 1 
25 (5 *xj*(-senx) 27 || '——À 
QA ыны Item 14% 
29 Vl-(x +y) cos !(х+у)-х yy 3xeos m y) + 3sen(x — y) - 2xy 
x 24A — (x + yy x! + 3x cos (x — y) 
1 5 -1 
== C 35 -(anxy5 +С = 
33 — 500 6x+ y (an 9 + “a Ft ё 
1 
39 c ILS a 
sen (sec x) + 4 aroy * € 43 2/1 tan x + C 
il 1 cos x 1 ух 
—— — +C 47 -i af é js ) с 
Sls Ese] ju y |+ ui B ERE 
1 sen x? —(cot^ ' v)? л Mm q 
51 = sem PE ыи. 44 1 ER T NE 
jsen ( E )+c 53 > +C 55 Sip S5 
n 3n z 916 B zm 
pp i ( ES 65 cos б 67 2515 69 gig radianols 
E 002ху a cos Ü E 
jmdianos — 73-775 78—10 cm?/min 


Conjunto de problemas 1 pág. 431 


чи 29 1 2 
1 i 3 qeos(inx) 5 1-6cot6x 16212) + (cos 1) Jn (12 +7) 
7 Re 
Econ m (E) dean pati n цу Л. 
wins 5 240+ 1) 3x(4i + 1) 
WË nurum ан 2х aa о Е байх) „уу 
ц +5) x tan x 5 
y'— ycot x cos (In x)? 1 
em sm ni — Im ^ 1 Y 
Р Ооо ох 9 ¿m]T+Sx]=C 31 M|sena|+C 


33 tan(In4x)+C 35 2In(X+7)+C 37 ѕеп(пх) C 39 sen? (Inx)- C 


1 
а in] ini 43 109-39) 45 sen (In4) 47 In4 


Conjunto de problemas 2 pág. 437 

1 2,3025 3 4,6050 5 0,9163 7x-4 9x=4 

11 Domínio (— 2, 2); imagem Rix = 2 é assíntota vertical; nem máximo nem 
mínimo; sem pontos de inflexão. 


13 Domínio (— =, – 1) e(- 1,0): imagem R; x = — 1 é assíntota vertical: nem 
máximo nem mínimo; sem pontos de inflexão 
15 Domínio (0, ©); imagem (= a,x) onde Ina = — 1,a = 0,37; sem assíntotas 


mínimo absoluto de —a emx = a; sem imo; sem pontos de inflexão 
17 Domínio (0, =); imagem [ 1, =); eixo y é assíntota vertical: mínimo absc- 
luto de 1 em x = 1; sem máximo; sem pontos de inflexã 


P-32 


19 Reta tangente: 
y— 4In2= (2 4h 2)x -2) e normal: y— 41n2 = 


(x-2) 


24412 
2 Quando In x = — 1 tal que x = 061 23 i 25 07-05 27 32 
а? — 


т 3n 
29 2 (817-12) 31% 
EL n2) э n2 


Conjunto de problemas 3 pág. 443 К 
1 (а) 5; ОЕ (c) 16e: OE (e)x—x2; (Dx: (8)? 4; mí @х—2; (j) 


3 7e™ 5 3х2 7 (-expx)sen(exp x 9 e Y (cost — 2sent 
p 


3 
" esa [oe + 2) 13 (1 Int)! 15 17 6e(e — 1) 


21 eC(-Ex +19x-4) — 23 02|0e cos (e) + 3sen(e”)] 


1 
ш P ==. asc эз ос 
1e 2xy x cos y e^ g p^ 


35 еб eC 37 бапо С 3 6/FF4+C dl —e ec 


e 2 
43 3 45 3“ 47 0 


49 Decrescente em R: concavidade para cima ет R; y = 0 é assíntota 
horizontal; sem pontos extremos; sem pontos de inflexão. 


51 Crescente em (— %, 1]; decrescente em [1, <); concavidade para baixo em 
" н " 1 
(— x, 2): concavidade para cima em (2, 2с): máximo absoluto de — emx = 1; 
£ 


š x 2 " z " " 
ponto de inflexào em (a, | eixo x é assíntota horizontal. 
e 


А 1000 6 kg/cm? ёё GE 4 
4 $ 85 —- = => E E 
53 4 In25 dias 5 es 8 E am E = á 


Conjunto de problemas 4 pág. 451 

L —3ec 3 bea(P +IP 5 39-1(83)0) 7 —5(m 66 5) 

9 5°©* (In S)secxtanx) — 11 277% әх — 14x (In 2)(? + 5)] 

2 [(x* +5)ln2— 2 

————— A O СНВ 
(+5) xin? xIn4 ¿(ln 10)(1 + r) 


"ET fin Жый die A | 23 2x(x + 2) — logs (x? + S)(In 3)? + 5) 
u ln 8 (In 3)(x2 + 5)(x + 22 


gon 1 


13 


1 sorte 
m . " o —'" 
5 amar dog 3p] Fa ( IA ) 29 (зеп x?)™[3 In (senx?) + 6x? cot x2] 
2x In (x? + 4 
31 (+ 4j^* [n ad 3 4] 33 (68 + 1? + T) 4) Qi? + 26x + 1) 
ok senx 1 ù 
po AM" 
ЗГ cos х) 2 ^ * 
ss ü dis quad 
4 = BD eun Sm o 
EET mars) om A 


— 2 m ET 12 


4 +C 45 —— +С Noa 49 е>т 


In 2 In 4 d 251n5 


Conjunto de problemas 5 pág. 456 


15 6xcosh (3x? +5) 17 3? coth? 19 —3e™ csch? (e*) 
— (csch? x)(x? + 3) — 2x[tan _! (coth x)](1 + coth? x) 


21 —2s sech s? 


23 2х 25 
š UF coth? х) X3y — 
E APET MÀ 
n ( Pe М чч d$ sedis 31 2 tanh x sech? x 
[D Sech? y + 2 cosh y 
h 7. tanh? 3» 
эт .c m EC a 20h +C 43 ec 


x 


1 
45 — qe 5x 4C 


55 2asenh b 
a 


Conjunto de problemas 6 pág. 463 


49 +5 jmisL ec 


gj 2 
xl 


е 1 " 
1 (a) In (3 + /10) = 1,8184; (jim 5 * -03466; (c); In 2 ® 03466; (d) In [NE 


x 5 -5 
A a AS тү. 3 
4 x9 1 — 25f 252 +20r +3 


1,7627 7 

v 

15 — + tanh- (In u) 
u 


+ cosh "e 


fA + (er) esch ^ ! x 
+ x? (e* + 3° 


27 senh“! E T 


1 1% 1 E a 
31 ¿unh s + C para |x| < 5: соћ 5 + Срага |х| > 5 


as -loch i +C amat зә ( 


4 9 


Conjunto de problemas 7 pág. 468 


7 +\/40 


A) 


cos x ) 


tá sen x \|cos x| 


29 cosh^' Zye 


33 


1 Е 
UT IL 
geh 6 * 


1 169.106 3 343kg 5 16449 min — 7 (a)4 gm: (b) 1,72 anos 9 21,37h 


t In (42/40) 
In (41/40) 


11 $7.23380 13 = 


Conjunto de problemas 8 pág. 474 


1 61.80 тіп 3 078", 5 1595F 7 724 minutosa mais 


11 596 13 3424", 15 (a)31,14%,: (b) 36,33°,; (c)21,19%, 


19 18,01% 21 SeR=r, q= (B — АС) "** + AG. 


9 15,69 anos 
17 0,29% 


23 O valor do investimento ao fim de 1 ano será maior se os juros forem 


capitalizados mais freqüentemente durante o ano. 


Conjunto de problemas de revisão pág. 475 


3r+4 x E (In ui) = In u) 
+ 5 — 2x tan”? (In; 7 — 
un ңғ +2) ESTE Y asi” na P 
sei m-a 3 — B = 
х Леа es 
y 
17 —eU (Qv 1) 19 esee) 21 —1689 — ey 


Xe etl) 


B 120742) 


25 4ex^* ! 27 —(In 5Ksenx)5*"* 


PM 


Capítulo 10 


29 (In7)cosx*)Qx)r — 31 2^739(51n3 4 8v1n2) 33 Uu 

35 CM AENA 
Ax(In 10) logico х) 

AL —2xe? sech (x?) tanh (3) 43 sech t (sech t — tanh 1) ge 3 


лап ts sechi 


51 (x) (In 3x + 1) 


53 (senx)"[x? cot x + 2x In(senx)] 


3 


55 (anh Pay ía 


р? Зх? In (tanh ^! o] 


a 
aj DG E od ма —5cotx 
sen? x 3(1 + sen? x) 
x2(x + 5) sen 2x2 2 
5 xx ышын +2 соі 2х — 3 tan 3 ) Р 
" sec 3x x x45 Wem — Usen y — 4e?) 
senh(x — y) + cosh (x + y) 1 1 
= _ 69 -_n|8+3<x|+ C 
senh (x — y) — cosh (x + y) N[S + (In x)] Ак 
бах) ie = dica 10 $ 
NS +C MIRE 5 ап (е) С TAC Ds 
—coth? x ct М z a 3 j 
В —T— 4C Sene Coux+ ТЕС 85 coi" xc 


TW 
87 48% gc 


95 Máximo relativo de x em x = - 1: mínimo relativo de 0 em x = 0: crescente em 
e 


— Пеет[0,); decrescente em [— 1,0]; concavidade para cima em 


х = 0; máximo relativo de E em x = 2; concavidade para cima em (— о, 2- үу) cem 
e 

@ + VZ =); concavidade para baixo em (2 — \/7,2 + 4/2); ponto de inflexão em Q- 

AQ – 4/2) e (2+ 2,h(2 + /2)); eixo x é assíntota horizontal. 99 3 101 66: = 

107 7,588 x 10* cm? 109 2,42 minutos a mais 111 (a) Aofim de I2anos você tem 


Cr$99.603,51; (b) ao fim de 12 anos você tem Cr$167.772,16. 113 14% 115 p= 


1+ 44 
A constante 
Conjunto de problemas 1 pág. 483 
J 1 
ia y ils 2 š cos? 2t + cos 
3 2 3 5 
sent 2x веп! 2х sentx senx cox „ 
T Mem Y QM LAM t ДЕ 
16 20 7 
1 1 


3cosix cos x 


6x — sen &x — sent 5 1 n? 2u 
17 G6 19 CE ^U m icq senza + senda Ec 
3-4 1 1 1 1 
iem — —cos Tx —— ; =senx + sen?) 
23 384 25 qi x 008 3x С 27 a 5enx senda +С 
29 sends зеп e C 31 -2 зт É unidades cúbicas 
8 20 5л 2 
4 з= figs ent 5127: quando t -8,5-4 
= 


Conjunto de problemas 2 pág. 490 


1 EISE 3 jn [sec 3x + tan 3x] +С 5 bian x+ C 

Áe ticos ts C 9 -j (cor ar 9523) 46 di „= +С 
13 жок mc 15 tan 2x — j cot2x + C 17 jur? re2un? iC 
jo Br Ux " Es .ue d 3 = om +C 
25 pee 2x—sec"?2x+C 27 E z EE + ES ыб 


1 ñ E 12 WP xm 4 
j 35 27,3 unidades cúbicas 37 5|. | 


1 
Est tm a 
24 coU 8х 3 2 35 
sen?  sen'- 


unidades quadradas 41 —In (,/2 — 1) unidades 45 ¿send +С 47 E е == 


Conjunto de problemas 3 pág. 495 


3e 1 а= ey 4 
x Fë Bl +) +У 


зү? 
ү al: +5) D i p SE 6+9 ai 
3+4) 49 " W +3г+4) 305 
| @ a8 - BL 
3557 Ë LE a] 37 3/3=5n 39 q Ing unidades quadradas 


3,6 M E. АР. 
Ë+ 6) unidades cúbicas 43 E unidades cúbicas 47 = 


P-36 


8i is (2) —in (0 (8) unidades 
Ç y 


Conjunto de problemas 4 pág. 502 


1 1 1 
1 5xsen 24 y 005 2x + C ES 5 xIn$x—x--C 


2 
7 y ll 9 —xcot x + In |sen x| + C 
11 £sect 1а [sect tan t| +С 13 yeo tey l aE 


2 2 
os dx + ¿send 57 909 3х +С 


3x? 3x 3 
17 sen Ax cos 2x 5 sen 2х— ; cos 2x + үзеп2х + C 


19 er + àP + 120 + 240 + 24) + C 
T ad 
21 ces + Sta 1980 + 5752 5x - 105) B (à D+ 


A xt 


I Р 1 
+ 1+х®+х|+С 2 adi + 2x* cos x* — 2senx*) + С 


e 1 
29 E @sen2x —соз2х)+С 31 =, Csexcotx + ¿jose = cot] + C 


2 1 
33 — qsenx cos 2x +3 cos x 


ai 
37 3 sec ! 35— 3 * dn 


2 
45 1 ~ - unidades quadradas 
e 


Conjunto de problemas 5 pág. 511 
ape p na, E 
a [^b +€ a enac 5 2e Ins + 5m 23] +6 


1 x3 
71 ( df afl а | +E 
Jitz] (2| 
Men apos Es i 
Dus pi ЖИЕ "m 
E 
19 1 
19 In ы 
7 (x +1) 
23а 5 
: * c 
gre sm + 
0 2 3 
TE: +202 31 EE pex +d|+ K 
yn (x = 356 2)5| C 2 = In 3unidades 


i asd 
quadradas 39 1а re Я жый 


2/04 a КЕШЕ 
эхх — » А е A 
43 С = 0 | HA 47 45 q= , onde C = B— 
в) Š ( 8x43) ) Ego sa do 


Conjunto de problemas 6 pág. 519 


1 1 à L ad |х?| 
ы eit | eom 4)-— +G Зи 
1 зт |х 1| pre +4) 10 an * 


p “+ ps 
a is 
s mjene sasos- lascio т F T 


+tan! x+ C 


9 In [|х - 2|(2x2 23x + 5 (ADU El jl«« 
[uU K y] UAM -i 
as Г 1 26 t 
111|———|4— +C 13 In|r9(? + 9yons UE ue 
` ул Ea alt= 4 3 In|r??(? +9) rg 5; 3+ 


4 1 2x 
15 — 6t 0 
РЕ. diis: 2(x* + 1) Fert 


17 x ln es uo tan”! (a E ye 
a e 

23 5104-90105 E 15 Em? 27 n$ 29 Use t = sen х. 
3s1Useu-e 3 peus 35 (a) e (b): 
хс а rr tata; 


+ w 


1 чуу 
eri a lama) 29 a aq 


amam 


Conjunto de problemas 7 pág. 524 
1 -2/x-m(ü-Jxyec 3 2x5 зе зю exp C 


-—2x48/x-16lm|/x2|-C 7 2/x - Ax +4 (1+ $x) -C 


2 _ үрт 2 _ урт ma jua 
y 0х zt ¿ex =. NC +0 x iB um 
з MAD x ey? (ах + 12 


a — p ^" 44 te 15 +12814 1-6 


AY RA 2 2 
bl ug ал 19 30-2)? cc 
2(1 + senx)" 2(1 + sen x)? : -2l (1 /9x+2 
21 - E c 23 )- 
5 3 а 3x +1 43x +1 s 
x 
3tanz +1 
25 ln 2 +С 2 HC tani tan? X| + c 
x 2 2 2 
tan +3 
[orm 
эъ : 


33 In 


ша2+1|+с 35 —cch^x +C 


PS 


P-38 


41 — c 43 


» 
4s (1+ tan cieli 
cass 
1 — tani 3 


ga 


= = 2 2 5 Wu. 1008 A onidades quedradas 


Conjunto de problemas de revisão pág. 525 
1 Sen 2x sent) 


1 sent Зх sen 3x 
aal ” am 
z po 35 4 6 |+ 
1 (1—2 3 
8 5 feos 0 - 23) 22 а Dec 7 gsen * Sx 5 senti Se + C 
1 x cos 2x 1{х _sen24x 
9 и 6 ET e gelo 
| do l n 25 ato” 48 | 
a eH sen 5х senllx 
mH _1 at NU 
LL Cs ES 
Y esse] maio E Q 
= ре 1 cos 2r— эх + C 
16 8 12 
£u 1 Я 
21 que @х —1)— Sung ух 
23 l апав п sees +€ 25 2tant - t —2sect + C 
20 10 | ; жане 
2 2 "M 
T lur ccunxelsyx4C 29 A ES C29 Cun (10429) +6 
1 [tan (2 4 3х) ап (2 3x ааай 
э [tda A INED 


a [x+ 
41 senh ( E 


" 
4s senta - (iae 


1 ls айу 


t 1 
HO ат (+2) gesso 


24 3 


3; 


La 1 % 2 
a t'sëén3 2.005 3t — dte s 31 
49 ` Sem a É cos 3r a T i i 


51 хлап x xta ro 53 — (7 cosh x + senha) + C 


1.8 I Y 
85 [esc cose 59m) q«i) 87 (хе 428º 42) C 


Bm TELE 
x? sen3x NES de a n (È E ER 
P 


18 


Del 
2+4 


+3 ln |= | +€ CET вае 


ma zas: 
(1 +2x) Bun a 


P" g 
) —-—un lx+ C 69 
x 


/ё +1 


Capitulo 11 


r> 


(Ix y? 16/44 /x+1+C 


DS 


TD xin FEI un (E) +с 


Ra 


H " 
79 -faep cnm cq cesa c 


7 VB таа» 
81 3x? sèng x + 6х cos Ух —6 зеп Ух+С 83 — In “IRE 
221 © 
x 2 
х |! x 
d Pa Lanz uns 
85 tan" [in +1] +C 87 ln _ 
(eno E 
tng [ES 
89 2 e caps Des caps a-t 2 
e NM ^ -l y 
ate +1) ate 1р6 E 9 dl m; 
15 1 j 9л 81.3 
95 2002) —4m2+2 9742-2 9 -m2 d Z-Y 
(In 2P —41n2 + п LN те 
a Р 3 
103 s| 5-5) 105 3,2 1074343 109 77 "n Š 


3 E 
wss mË mo 3-3 
6 


5 
2 
z 
la EN Dha EL edf , de—d 
01 sin aliam Fon) maes pad 
2 ee 


Еа os F. 


sp | mje senos f cosol+C 


2x +5 


27 
131 Fi 2 In 4 unidades quadradas 


133 , unidades quadradas 135 5 өл + 16) unidades cúbicas 137 In (2 + 4/3) 


139 in | ) unidades 
2 3 


Conjunto de problemas 1 pág. 535 
5; $ 3 
1 tf : (o) [s.- z): i 1-5) 03924 nesta forma; 


2 2) 5 (a) (4,360); (b) (4, —180*); (c) (4,0) 


E Eo Saut 


5 
17 r= 10=5 19 (13) Mesma; (14) r = 2, 0 = IS - 


4n Tr п Ия mL 
0 = F: (16) mesma: (17) mesma: (18) mesma 21 (-3, pla ie EE 


5: 
[-- | 23 Círculo de raio 1, centro no pólo 25 Reta pelo pólo perpenicuar 


P-40 


ao eixo polar 27 Igual ao problema 25 29 Círculo de raio 2 passando 
pela origem com centro no eixo polar 31 х®—3х+у%—0 
33 3)-x2y-y-0 351r=5 37 1 1+3sen 0)=4 


Conjunto de problemas 2 pág. 543 


1 Simétrico em relação ao eixo polar (círculo), 3 Simétrico em relagáo ao eixo polar 
(reta vertical) 5 Simétrico em relação a 0 = + j (circulo) 7 Simétrico em relação а 
E ИТ " E Ў a ý ini 
0= +5 9 Simétrico em relação ao eixo polar, 0 = + 5, e o pólo. 11 Simétrico em 
relação ao eixo polar 13 Simétrico em relação ao eixo polar 15 Simétrico em relação a 
x x š 
pats 17 Simétrico em relação ao eixo polar, O= + | ео pólo. 191 
PE 
0,7 
a(i 7] 
ol (4,0) a (5,0) 
0 
y 
Figura, problema 1 Figura, problema 3 Figura, problema 5 


` " 
EUN E (4,5 
a SR т : 
2 E 0 (8,0) 
EL Tr Зя, 
(4,27) 4,5 ds 
4” a ^ у! 


Figura, problema 9 Figura, problema 11 


[765 


Figura, problema 15 Figura, problema 17 


3 z 2 
21 0 23 Horizontal em (3 7] (2: asm). e pa —sen 2) vertical m 


2 
18 + 3,/22 /22-2 18 + 3,/22 2-2 3 
| “Ea 2-1) ( WW sen XT) Bx oma 
29 Indefinido ЗІ a— b 35 r= Се”*, C constante (espiral logarítmica) 


1 (a) e = 2 (elipse); bwa е se (с) (0.0) e (60) (d) (2,7), (8,0). 


Conjunto de problemas 3 pág. 549 | 
3 


[satan 2) e (5 sant $) 03 (a) e= 1 (parábola); (|x = -6; (e) (0.0) 


(4) (З.т) 5 (a)e=1 (parábola); (b) y = —10: (c) (0.0); es T т (aje 


: (0) (0.0) e 35): (i2) e (15) 


9 (а)е = 1 (parábola); (Б) х = 4: (c)(0,0): (4)(20) 11 r= 


1 
(hipérbole); (b)y=, ely 


15 Е, = (0,0). Р, = (7 


d ed 
2 o) = | = oan 


j 


ed 
n=(, d ее 


t-e 1-e 
ed me Е. Ww 
(¡Ea tan z ) 17 (a) Diretrizes tendem a + ое — «o; (b) 
a elipse tende para o círculo r = a. 19 r = 5, /2(соз 8 + sen 0) 
21 P-M(Icosp+Sseng)+49=0 23 (а): p=! 
cos 0 cos 0 
d 3 Пят 3 7л 
25 lar ym E QE +2) 9 (1, 8- 
Green ao 26 pu "Ugo 
л 5л 7л 11я 13% 17п 8) (3 ( z) 
q.i - 3 [= e (00) зз |22 
as et * о E 3 E 19) ? 
ed+d z ( ) ^ n) 
Vie ap É (23). 2,75) 69. | -2- 2/27]. 
(-2- 3/80) [-2 272%), e (22/87) 
Conjunto de problemas 4 pág. 555 
3m 128 9.3 9л бт+9, 3 
E. dl No 4 E BERE 
г x $ T4 Sm di bm i$ 


5л - 258 61 mis 
тл 19 1003-я) AT зе 25 UC 


29 31 Limites de integração devem ser de 0 a z. 3 167 35 25x 


Figura, problema 1 Figura, problema 3 Figura. problema 5 


Р-42 


i I 
Figura, problema 11 Figura, problema 13 


Conjunto de problemas 5 pág. 560 
1r=5 3F-4senh 5r 


7 ғ=3+5с00 9 r= 
—25 cos 20 11 (-7,-4) B 


17 Ro 19 (08) 21 + 
25 8 4 y? = 1 2 y 


2y 
29 x= xcos ó + ysèng. F = —xsenó + y cos $ 


Conjunto de problemas 6 pág. 566 


1 (а) ф = sen" so &265T; 


3 (a) -45'; (b)x 


3 
зеп! Z = 3687; (b)x = 


10 
7 (a) = seni Y = 18435; 


^0 a0 
=sen X "x 1843; (Ьух=У Br- $), y = 
x K. E 1б б^ у 
(с) 3х2 -7P +93 +79-16=0 N (a) elipse: (b) parábola; (c) círculo; 


m 7 f s š 
(d)hipérbole 13 p=45, 8? +, y"=4 (elipse) 17 (a) ф= sen“ m, 1843 . 


3 
3X +87 = 48; (Б) ф =sen"!¿= 3687, 167° — 972 2144 19 y 9-0 
25 
21 semi LÀ A 6343. SX? = 8 (duas retas paralelas) 23 ó = 457, 


= 12 (hipérbole) 


Conjunto de problemas de revisáo pág. 567 

$ 2: 3 E 
1 to [- 4): wlte]; e-1-23) 3 (a) (-2. a (b) (2-3): 
©( d 5 (a)(—3.0); [Ь)(3,—л); ()(—3 —2m) 7 (00) 9 (— 12.0) 


"| 


19 -y= 


zi es tg z "ET 
5) 13 (1,0) 15 (4-1) 17 (9,2%) 


23 e 25 r= 4 cot Ü esc 
2cos0— 1 


P-43 


27 Rosa de 3 folhas, simétrica em relação ao eixo polar 29 Reta, não simétrica 


T — а 3 Я 
31 Parábola, simétrica em relação a 0 = T3 ; 35 — Б 37 Horizontalem 
Q3 AM 3+ £e fs /137 
EER „ызы n Bai RR 
r a 34 ¿07 137 
ЕЕ x \ fee am cos" 


3 


Ç 3 3 3 
vertical em ( — 1,0), (7,2), Ë cos”! 8) е (Lanes ч) 39 yuna 


41 Parábola, diretriz x = — 17 43 Elipse, e =. diretriz y = —5 45 Hipérbole, 


mum 


A- -/M 
=2, diretrizy=1 47 Ís ; Leo SZIN ay e 


177-1 3-17 d 3л 
E y ode YT) 49 4 unidades quadradas 51 77 unidades quadradas 


unidades 55 2 unidades 57 P cos 20 = 2 59 5x? — 3? = 15 


Lg 50) 10 
at ы 


42 
(hipérbole) — 61 (ER * P = 11 (hipérbole) 63 Elipse 


65 Elipse 67 Parábola 


Conjunto de problemas 1 pág. 575 


5 1 1 І 1 1 
EXE 3 cl mes "E e 
1 ӊ 52 70 9- 1-3 13-5 á s 
57 mo зз 2? m 29 sc! ^. З a=4b=1 
5 3 e ra 
y 
35 Não, desde que não sabemos D, senx. 370 39 ET jp tum 
2w 
Conjunto de problemas 2 pág. 581 
11 30 545 70 DO M0 ra 150 317-2 
1 1 1 
É 99 - eà А as e 
97 Bjo 27 -, 25-4 ML "e dit 831 
371 Me ME Ge? 45е 471 491 583 
Conjunto de problemas 3 pág. 586 
12 3 u 5 Divergente 7 In2 9 Divergente 11 š 13 Divergente 
т 1 т 
Ix NA Dl cil Ba 25-223 31] m= 
35 153 37 (I00P Ak? + I00Bk! 
Ze 
Conjunto de problemas 4 pág. 592 
27 1 л 2 A 
14 37 Sisni 7-7 95 12-5 1 qnd) 
15 Diverge 170 19 Diverge 21 -2/1- 


É la 
2 | e-n- 


P-a 


л 


integrais impróprias. 29 т unidades quadradas 31 Infinito 33 0.3 
UP 


para 0 < pc. 


senão, infinito 35 E para < p < 2, infinito parap = 2 
p 


Conjunto de problemas 5 pág. 601 
a psp feci GN 
ESA of 


4 E 16 3 а 128 
1 (x—10) 3(х — 100)? 50-100) 35(6—100* — 63 1 ops 
167 200) * amo) — 1600) ^ 1500) ^ 3566 00—100) 
e 
5 1—2(x —3) + 3(x — 3) — 4(x — 3) + 5(x — 3)* — 6(x — 3)°; E 3 


2 3 a 
d =ч ( E | 4 E i): 
31 x 9 1+2(s SEE a Fa 
16 sec? c tan“ с + 88 ѕес c tan? c + 16 secó с (x a 
B — x= 


2e 


п ede a ey P caps EE ay 


Lap 0020206 -1 


13 24 2(In 2) — 1) + (In 2(x — pa 027 2 


з 
15 y E 17 08415 19 2/183 21 —00202 23 3,0067 
1 la КИ Жү, 2В 

cat= e. À 31 Iz 
5 vU d Lal 7 (C D +B) 


we 
2 ——+H 
3 TR + 35 (d) 0,630 


Conjunto de problemas de revisão pág. 604 
1 


5 


$= 34 5 +0 7—4 9 = 10 13 0 15 а 17 — 


19 +0 21 ж 23 += 25 1 37 pe 291 311 33 3 


1 z 2 > 2e ; 
a. 37 d 437 457 4 49 Diverge 
$ 
secl? ss aa 
32 
dim з ha 


! 3 
65 0,99939 67 0,40547 69 1,01489 


Cálculo (continuação do formulário da capa) 


K) Formas racionais envolvendo а + bu 


emo ln lettl e o dm! t 
2 АФ lat bu an ae bul] + C Lure md 
е í í 
«кире ? | оло m) i на 
up Plc *mla+bl|+c 
5 кт ко ТЛ: 


L) Formas envolvendo ya + bu 


_ Ma 3bu) (a+ bu)? | sé du _ _ 2 (8a2 — 4abu ЗБ) V a + bu 
1 [vat bu du=— 5 +C 
1552 TO 1597 
2 [ON a bic ç [| du Mau 2an ис! du 
— 2@* — labu + 156i) (a + buy Ма+ы bnti) bünti) Varba 
1055° 
3 [ГЕ quc Dea buy | ы оу с nc 
ат иат ai T uVat+bu Va Wa+bu+Va 
PORTS. Ie а JE amino |0 
4 [ud 2ш ыманы, AR 
Va bu ЕЯ 
9 PE que (a+ bu)** deti (eth, ш. nai 
и" a(n—1)-' 2a(n—1) un 
M) Formas envolvendo va” Fu” 
| VEE a Va +©һ uc Va turc 
2 [EVETTE aa = а + шё) VEFE E tm и+ма |с 
Ми NEM 
3 PEL um ria etn +C 
PRA тра 
4 is n ju+ VEFE +C s [VER qu -MEHE акута +€ 
a и 
Ce 
s j ® ds | lu S 
(a? +u?) a` V at + u iV at + wi ay 


Cálculo 


№) Formas envolvendo ya” — и? 


pr , 2 м а ~ u ner: 
1 [` аи? duc V 648 Essent oe С 5 MEE q = E E sent Ë+ c 


a+ 


ё аі 


а+уа ц 
и 


+С в [еМ du 


a 
+c “(б 


O) Formas envolvendo y/u? — а? 


a a 
1 ]^ 0а? du VERE in u+ Vw ec 


2 


2 [ev E am E que ayy a - 


A 
jur Via с 
i 
ur V t— t| +: Ç Nuts а© 
| ыы +I им а + O 
u 
& — а du cH 
gu S Tear улс С 


P) Formas trigonométricas 


1 ЕТЕТ 7 | sec! иаи 
1 iB mc. 2 

2 [cor udu==cotu—=u+C A semana o sec"? и du 

"ug 
3 [sent u du = sm uem t SESS [sentada 8 | csc" u du 

aci uu 
à [emer aas = E emn E 5 [cuire 
5 [er «e 9 Jue sena du= u cos u+ n | un cos u du 
6 f cot u du= 10 J cos u du = u” senu = a [tem a du 


Q) Formas trigonométricas inversas 


1 [eriam sem u+ VTT E+ с 4 [usem u du= 


2 J cost u du =u cost u VES C 


209-1 ü uv 1—4 
4 


5 L uda = E 


3 fint du tan и 1а (+ аз) +С 


